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Eine Vera]]gémeinerung der Eulerschen Gleichung
fiir homogene Funktionen

von M. KUCHARZEWSKI (Krakow)

§ 1. Einleitende Definitionen und Siitze

Definition 1. Den Grenzwert

lim f(¢o+ k) —f(my)
=0 T

nenne ich dic partielle Ableitung der Funktion f(@)') von n Veria'.nderlicheﬁ
im Punkte @, in der Richtung des Einheitsvektors % und bezeichne ihu
im folgenden mit fy,(,).
, Definition 2. Unter dem i-ten Einheitsvektor (1=1,2,...,n) ver-
stehe ich denjenigen Rinheitsvektor e; (i =1,2,...,n) ' ’welizher of
(k=1,2,...,m) als k-te Komponente besitzt®); er wird mit ,ei bezeichnet‘
. Nach Definition 1, ist die partielle Ableitung einer Funktion f(wi
im Punkt(? %, in_der Richtung des i-ten Einheitsvektors ¢; eine gewdhn-
hojhe partielle Ableitung von f(2) in #, nach der i-ten Veré‘mderlieheﬁ
gﬁseﬁfzue ]f)&bflleitung bezeichne ich miit f;‘(mo)=f;(w0)=0f(mo)/0§".
; 4 der Definitionen i i
bare Siins oomepreane 1 und 2 kann man folgende, leicht beweis-

SaTz 11 Eja;ist'ieﬁ eine partielle Ableitung von f(m) in a, in der Rich-
tung 'des Etznhe@tsvalftars k, so ewistiert auch die partielle Ableitung von
f(z) in @, n der Richtung des Finheitsvektors —% wund

It (@0) == frc(y).

1) In dieser Note wende ich dieselben Bezei i
) ] . . ; ezeichnungen an, die ich in meine
Arbeit, Die Differenczierbarkeit der homogenen Funktionen wund die yeometriache;’

Higenschaften der Indicatri R ;
eingeft oy catriz von Carathéodory (Einleitung, dieser Band, S 222 - 252),

?) & bedeutet das Symbol von Kronecker.
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Definition 3. Unter der Richtungsableitung von f(x) in &, in der
Richtung des BEinheitsvektors & verstehe ich den rechtsseitigen Grenzwert
f g+ Fer) — (@)

ljm e "2 7/ el

T +0 T

Ich begzeichne ihn mit f, (%) (ohne Strich).

STz 1.2. Dann wnd nur denn besitzt f(@) in 3, eine partielle Abloi-
tung in der Richtung des Binheitsvektors k, wenn beide Richtungsableitun-
gen von f(x) in @, in der Richiung der Binheitsveltoren &k und —k cxistic-
ren und

f—(®o)=— Fi (o).

Definition 4. Die partielle Ableitung in , in der Richtung des
Binheitsvektors %, der partiellen Ableitung in #, in der Richtung des
Tinheitsvektors I, nenne ich die partielle Ableitung der zweiten Ordnung
von f(x) in #, und bezeichne sie mit Fra(®o)-

SATZ 1.3. Jede in w#£0(0,...,0) definierte, positiv-homogene Fuik-
tion f(x) der Ordmung p besitzt in &, partielle Ableitungen beliebiger Ordnwng
in der Richiung des Binheitsvekiors ry=o@y[lon,|. Eine solche Ableitung  der
Ordnung v lisst sich durch folgende Formel ausdriicken:
® 0 lag= LD B ED i)

[0
In allgemeinen kann man nicht auf die Existenz der Richtungsableitung
in @, in der Richtung eines von 7, linear unabhingigen Binheitsvektor
schliefen. In folgenden Paragraphen bringe ich den Satz 2.1, der die
Zusammenhinge zwischen deén Richtungsableitungen der positiv-homo-
genen Funktionen bestimmt.

§ 2. Die Zusammenhiinge zwischen den Richtungsableitungen
der positiv-homogenen Funktionen

SaTz 2.1. Besitet eine positiv-homogene Funktion f(x) der Ordnung u,
im Punkte x,5=0 eine Richtunsableitung in der Richtung des von ry= 0y [\ 0%,
linear wnabhingigen Binheitsvektors 1, so bositzt f(x) auch dic Richtungs-
ablestung n x, in der Richtung jedes, durch die Formel

(2) T=2-ary®)
definierten Binheitsvektors k, wobei 22=0.

3) Aus der Voraussetzung, daB & ein Einleitsveltor sein soll, folgt, dafl die
reellen Zahlen A und a folgende Gleichung 1=4+a?+2(Aa)lr, erfiillen milssen.
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Die Richtungsableitung fi(,) 16t sich durch die Formel

(3) T (@0) = Fart arg (%0) = (@) + ofr, (20)
ausdriicken.
Beweis. Da in den Fillen A=0 und o= 0 die Behauptung des Satzes

offensichtlich erfillt ist, so kénnen wir voraussetzen

(4) A>0 und a0

~ Um den Satz zu beweisen, nehme ich an, daB die Funktion f()
im Punkte 2,70 die Richtungsableitung in der Richtung eines REinheits-
vektiors | besitzt, der von 7, linear unabhingig ist, d. h. es existiert im
Sinne der Definition 2 der Grenzwert

oy —timn L1 a0)
o> -+0 4
) Es seien A2 und a zwei reelle Zahlen, die den Ungleichungen (4) ge-
niigen, derart, daf der durch die Formel (2) bestimmte Vektor % ein
Einheitsvektor ist. Nach Definition 2

()  fuay=tim [t RS

7o +0 T

Jetzt betrachten wir bei beliebig gewihltem, aber festgehaltenem >0,

folgendes System von n-linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten ¢
und ¢

(6) B (2,1 F7) — lo=1,.

Ist >0 hinreichend klein, so besitzt das System (6) genau eine Losung
nach 4 und ¢, da der Rang der einfachen*) Matrix und der Rang der

erweiterten Matrix gleich 2 sind. Setzt man némlich #,=g,7,, 50 erhilt
man

M A=y +kv,—1]=[ g7y +Irl+azry,—1]=— (@0 -+uz) [ry,1] ).

_‘) Die Begriffe der einfachen und der erweiterten Matrix sind im Sinne von
Schreler»S.pemer, Analytische Geometrie, Bd I, 1931, 8. 38, zu verstehen.
) 5) Sind o un‘d b zwei Vektoren des m-dimensionalen (n>>2) Raumes, so verstehe
m.h uqter [#,b] eine beliebige 2-reihige Determinante von méglichst ho’hem Rtmgo
d.‘l? ma sus del: Ma.trix der Komponenten der Vektoren o und b erhalten kann. '.[‘rot;
geiner Yleldmltlgkelt kann das Symhol keine MiBverstéindnisse verursachen, weil
&nan (1“1e entspreche_pdeg Re.ac]mungen immer mit Hilfe geeigneter Determinanten
urchtihren kann. Ahnlich ist das Symbol [a,b,¢] zu verstehen.

: ©
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Aus (7) folgt, daB fiir jedes hinreichend kleine >0, 450, (v 80 klein,
daB g t+oars£0) der Rang der einfachen Matrix des Gleichungensystems
(6) gleich 2 ist.
‘Wir erhalten
[@y+ kv, — ] =[(go+ at) v+ Atl, — I, 907'0]: 0;

der Rang der erweiterten Matrix ist also gleich 2. Man kann das Glei-
chungssystem (6) eindeutig nach & und o auflosen:

PO S . Thod A N S
4 —(go+ a7)[70,1] 0o+ at !
(8)
g de _ Tt hmad el
4 —(go+ az)[ro,l]  @tor

Ist >0 hinreichend klein, so kann man mit Hilfe der Beziehungen (6)
den Differenzenquotient der rechten Seite von (5) in folgender Form
darstellen, wobei ¢ und o durch die Formeln (8) gegeben sind:

Flatg+ ) — f(o0) _ 110 @+ For)1— #F(30)

o ] e
el =) 1= o f@etl)—fe) o 18
= e + f(m) e T p + flzo) For

Aus (8) erhélt man

e -2, wenn 7—>-+0,
(10)
1—9*
=LA ,  wenn T->-+0
P 0

Gehen wir auf beiden Seiten von (9) zur Grenze, mit 7—4-0, iiber, 50
erhalten wir unter Berficksichtigung von (10) und auf Grund des Satzes
1.3. die Formel (3), w. z. b. w.5).

8) Der Satz 2.1 stellt eine Verallgemeinerung nachstehender Bemerkung von
T, Wazewski dar: ,Besitzt die positiv-homogene Funktion f(z) von zwei unabhin-
gigen Verinderlichen die partielle Ableitung im Punkte 2,70 in der Richtung eines
Einheitsvektors 1747y, 5o besitzt f(z) in diesem Punkte %, die partielle Ableitung
in der Richtung eines beliebigen Einheitsvekiors k. Die Methode des Beweises
des Satzes 2.1 ist einé Verallgemeinerung derjenigen Methode, die S. Gotab zumn
Beweis der Eulerschen Gleichung in seiner Arbeit [1] angewandt hat.
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§ 3. Folgerungen aus Satz 2.1, Eine Verallgemeinerung der Eulerschen Gleichung

Da f,, (@) =pf (%) /1] nach Formel (1) ist, so kann man den Satz 2.1
folgendermassen aussprechen:

Sarz 3.1, f(m) sei eine positiv-homogene Funktion' dor Ordnung n
von n Verdnderlichen (n>>2). Besitet f(x) die Richtungsablestung (im Punite
%y #0) in der Richtung des Binheitsvektors 1, so besitet sie auch in x, die
Richtungsableitung in der Richtung jedes Einheitsvektors %, welcher dem
Bedingungen

(11) By=sto kg1, #y 75 0, %y A0
geniigt. Diese beiden Richtungsableitungen befriedigen die (leichung
(12) 1 (@) =0 i () ~+ Ao o o).

Wir betrachten jetzt den Fall n=2. Zu diesem Zweck nehmen wir an;

(13) der Punkt x,(&,&) gehére zum ersten Quadranten des Koordi-
natensystems mit o als Anfangspunkt und mit ¢, und ¢, als Bin-

heitsvektoren.
Dann ‘ist
(14) &8 =>0.
Nehmen wir noch
(15) E#0, k=e,, I=—e¢,
an, so sind die Beziehungen (11) erfiillt, wenn man
(16) =8 . und  A=—§

sefzt. In diesem Falle nimmt der Satz 3.1 folgende Form an:

SAT? 3.2. f(x) sei eime positiv-homogene Funktion der Ordnung
von zwei unabhéngigen Verdnderlichen (&',&). Hat f(x) in dem, den Bo-
c.lmgzmgtm (14) und (15) genilgenden Punkie (13), die Riahiunq;ableituwy
i der Richtung des Hinheitsvektors —e,, so besitet f(x) in dies;am Puﬁ]c;o
(lzfa Riohtungsableitung in der Richtung des Einhestsvekiors ¢,, wnd diesio
Richtungsableitungen orfillon folgende @eichung v

(17) 1F (@0) =& o, (30) — &5 f e, (@)

N M;n kann gich leicht iib.erzeugen, daB die Gleichung (17) bei Delie-
. 1gerD' age des Pun]lctes.m,, in Bezug auf das Koordinatensystem gilt.
i hoizong?% (11‘3)'1“ eine Yerallgemeinerung der BEulerschen Gleichung
: g un Tuonen.. D1e Verallgemeinerung wird hier in drei Rich-
‘;mg.en ge,ma‘cht; einerseits betrifft sie Funktionen von mehr als zwei

era..nderhchen.(u>2) H a,.nde.rseits treten in rﬁer Formel (12) statt der
partiellen Ableitungen die Richtungsableitungen in der BRichtung Ein-
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heitsvektoren auf, die dureh die Gleichung (11) miteinander verbunden
sind ; endlich ist die Formel (12) sechon richtig, wenn nur eine Richtungs-

“ableitung von f() in %, 0 existiert (in unserem TFalle fi(,)). Ich mache

hier darauf aufmerksam, daf die Eulersche Gleichung
(18) ;; & fi(@0)= nf (@)

gich nicht auf Funktionen von mehr als zwei Verdinderlichen verallge-
meinern 1iBt; sogar dann nicht, wenn f(«) in z, stetig ist und alle par-
tiellen Ableitungen f;(a,) fiir i=1,2,...,n besitzt. Dies zeigte 3. Golab
in seiner Arbeit, [1].

Der Satz 2.1, 3.1 und die Formel {15) beziehen sich auf das Verhalten
der Richtungsableitungen einer positiv-homogenen Funktion. Wir wollen
jetzt den Satz 2.1 durch eine Folgerung erginzen, die die partiellen Ab-
leitungen von f(z) betrifft. Zuerst ziehe ich eine einfache Folgerung.

FOoLGERUNG 1. Besitet eine positiv-homogene Funktion der Ordnung u
von n Verinderlichen (n>>2) im Punkte @, 0 beide Richtungsableitungen
in der Richtung der Binheitsvektoren 1 und —I1, so Desitzl sie auch, in o,
die Richtungsableitung on der Richtung eines jeden Einheitsvektors k, der
durch die Formel bestimmt ist ’

(19) : b=+ ary,

wobei A und a im Sinne der Fupnote 3 beliebig sind.
Beweis. Ist in (19) 430, so erhilt man aus Satz 2.1

(20) fro (o) = Au(@o) + ey, (%0)-

Ist dagegen A<C0, so kann man k= —A(—l)+ar, sefzen. Dann folgt aus
Satz 2.1 und aus der Existenz der Richtungsableitung in der Richtung
des Binheitsvektors —I:
Fre{0) =~ Af _1(@o) + ofr, (%0)-

Ans der Folgerung 1 und aus dem Satz 1.1 erhalten wir:

TFOLGERUNG 2. f(2) sei eine positiv-homogene Funltion der Ordnung u
von n Verdnderlichen (n32). Besitst f(x) im Punkte 2,40 die partielle
Ableitung (nicht nur die Richtungsableitung) in der Richiung des Einheits-
vektors 1, so besitet f(x) in @, auch die partielle Ableitung in der Richtung
jedes Einheitsvekiors T, der dwrch die Beziehung
(21) Ie=Ay+ ary

bestimmit ist. Diese Ableitung fi (o) it sich durch die Formel ausdriicken

(22) Fie (@0)=4f1 (20) + af(0)-
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Im folgenden gebe ich eine hinreichende Bedingung dafiie an, daf
eine positiv-homogene Funkfion von n Verdnderlichen (#32) in a,540
die Eulersche Gleichung (18) erfiillt. Da der Fall n=2 in Folge des Sa-
tzes 3.1 erledigt ist, wird nur der Fall n>3 interessant sein, obwohl be-
sagte Bedingung ganz allgemein ist. Zuerst muB ich ecinige Vorberei-
tungen treffen.

FoLGERUNG 3. f(2) sei éine Funltion von n Verdnderlichen (n3>2),
welche positiv-homogen von der Ordnung o ist, und es sei ein Punkt m,5£o.
Mit H,_, bezeichne ich eine (n—1)-dimensionale Hyperebene, die nioht dureh
o geht. Erfillt also H,_, die Gleichung

a(a—2) =0,

50 muf a0 sein. Besitet f(z) in @, die Richtungsableitung in der Rich-
tung jedes Binheitsveklors 1, der in H,,_, liegt, so besitat f(2) die Richtungs-
ableitung in x, in der Richtung eines beliebigen Einheitsveltors ey und 2wi-
schen diosen Richtungsableitungen ist folgende Bezichung giltig:

(23) mw=mmm+%mmx
wobei
o=¢ V[(—ami und e=--1

(e soll so gewihlt werden, daB die Ungleichung olar,=0 gilt).

stweis. Ich nehme an, daB die Funktion f(z) im Punkte a,30
alle‘ Rlch!sun.gsableitungen in der Richtung derjenigen Einheitsvektoren
besitzt, die in H,_, gelegen sind, d.h. die die Gleichung

(24) al=0

erfilllen. Es sel mit % ein beliebiger Hinheitsvektor hezeichnet. Die Fol-

gerung 3 wird bewiesen sein, wenn wir zeigen, daf} fi(@,) existiert und
* sich durch die Formel (23) ausdriicken 1&8t. Zu diesem Zweck geniigh
es, gellné.B des Satzes 2.1 und der Voraussetzung der Folgerung 3, einen
. Einheitsvektor I zu finden, der.in H,_, liegt und der die Bedin;mngen

(25) k=4ar,, 23>0

erfiillt. Wir setzen ?Jlso jetzt voraus, daB I einen golchen Rinheitsvelttor
daxstellt. Dann geniigt I den Bedingungen (24) und (25). Wenn wir heide

Seiten der 91eiqhung (25) skalar mit & multiplizieren und die Ungleichung
a®, 70 berlicksichtigen, so erhalten wir
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Aus der Bedingung, da8 7 ein BEinheitsvektor sein soll, ergibt sich weiter
(aro) b — (ak)ry ]2

RP=2=(k—ar)= [ ’
ary

und endlich

(27) A= e[i[laro)k;(ali)iq]ﬂv .
ary

Umgekehrt ist es leicht nachzupriifen, dafi der durch (25), (26)
und (27) definierte Vektor I den gesuchten Einheitsvektor darstellt,
wenn nur ¢ so gewahlt wird, daB die Ungleichung 1>>0 richtig ist. Nach
dem Satz 2.1 folgt daraus, daB fi(x,) existiert und die Beziehung (23)
bei geeigneten Bezeichnungen besteht, w. z. b. w.

Um die Aussage nachstehender Folgerung zu erleichtern, gebe ich
folgende Definition.

Definition 3. f(#) sei eine Funktion von n Verinderlichen (n222).
Eine k-dimensionale (1<k<\n—1) Hyperebene H, nenne ich ausgezeich-
net fiir f(#) im Punkte ®,, wenn die Richtungsableitung von f(z) im
Punkte @, in der Richtung jedes in H; liegenden Einheitsvektors exi-
stiert und gleich Null ist.

FoLGERUNG 4. f(@) sei eine Funkiion von n Verdnderlichen (nz=2),
die positiv-homogen von der Ordnung u ist. Besitet f(x) eine in 3, ausge-
zeichnete, (n—1)-dimensionale Hyperebene H, ., welohe nicht durch o geht,
so besitet f(x) im Punkte z, die portielle Ableitung in der Richiung eines
jeden beliebigen Rinheitsvekiors k. Hat H,_; die Gleichung a(s— 3,)=0,
so kann man fi,(2,) durch die Formel

14 k !
(28) Fulao) = = £y ()

darstellen.

Die Folgerung 4 ergibt sich unmittelbar aus der Folgerung 3 und
dem Satz 1.2.

Bemerkung 1. Setzt man in Formel (28) k=e; (i=1,2,...,n),
so erhilt man

! o e .
fi(ma)'_‘;i;ﬁo(‘”o) fir i=1,2,...,n,

wobei die Zahlen a,,as,...,0, die Xomponenten des Vektors a be-
deuten.


GUEST


334 M. Kucharzewski

Bemerkung 2. Unter den Voraussetznngen der Folgerung 5 kin-
nen wir mit Hilfe von (28), folgende Beziehungen aufstellen:

» »
I Ist k=Y AL, so ist fr=2 Lf1, ().
i=1 i=1
Insbesondere ergibt sich aus I fiir p=n und L=e; (i=1,2,...,n):
IL. Hat der Einheitsvektor & die Komponenten (x;,%,...,%,), so ist

n
(29) JAENES 21 #i i (o).
III. Ersetzt man in (29) & durch ry=a,/g,, so erhélt man, wegen I,
die Bulersche Gleichung

(30) o= 3 & filan)

Endlich kann man die erwihnte Bedingung dafiir geben, daB die
positiv-homogene Funktion f(z) der Bulerschen Gleichung geniigt.

Sarz 3.3. Es sei f(x) eine positiv-homogene Funkiion der Ordnung u
von n Verdnderlichen (n>2). Bwistiert in 2,740 eine (n—1)-dimensionale,
fir @) ausgeseichnote Hyperchene H,_., die den Punkt o nicht enthilt,
so erfallt f(w) in @, die Bulersche Gleichung (30).

Der Beweis folgf unmittelbar aus Folgerung 4 und IIT.

Bemerkung 3. Die in Satz 3.3 enthaltene hinreichende Bedin-
gung dafiir, daB f(z) der Eulerschen Gleichung geniigt, ist eine schwi-
chere Veraussetzung, als die der Differenzierbarkeit von f(s) im @, Ist
(@) differenzierbar im Punkte z,, so folgh aus der notwéndigen und
hinreichenden Bedingung fiir die BExistenz des totalen Differentials
von 8. Gotab [2], daB f(a) auch die betrachtete Bedingung erfitlls.
Dagegen kann man aus der Existenz einer (n—1)-dimensionalen, fiir
f(#) im Punkte x, ausgezeichneten Hyperehene, welche nicht durch o
geht, im allgemeinen nicht anf die Differenzierbarkeit, von f(z) in z,
schlieBen.

§ 4. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB cine positiv-homo-
gene Funktion die Eulersche Gleichung erfiillt

SATz 4.1. f(@) sei eine positiv-homogens  Funkiion der Ordnung u

von 0% Verdmderlichen (n>>3), mit 20(&5y-.., &) sei derjenige Punkt beseich-
net, fir welchen

(31) §#0 und b= njl (E2>0.

d=]
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Uberdies sei ein Eimheitsvektor 1

8787777 8

(32) ,0

gegeben. Dafir, daf f(z) m Punkie z, der Eulerschen Gleichung
n
(33) 2 & fulwo)= pf (o)
izl

geniige, ist es notwendig wund hinreichend, daf die partiellen Ablettungen
filmy) (1=1,2,...,n—1) im Punkie z, ewistieren und dap die partielle Ab-
leitung von f(w) on @, in der Richtung des Einhestsveltors (32) die Form
habe :

n—1 5;

(34) filzg)= 3

et

fi(@y)-

Beweis. Zuerst zeige ich, daB die Bedingung hinreichend ist.
Tch setzé also voraus, daf in dem den Bedingungen (31) geniigenden
Punkte #, die partiellen Ableitungen f;(,) (i=1,2,...,n—1) existieren
und die Formel (34) gilt. Wir setzen

(35) b =M ary,
wobei
7ol 8 1 Qo o)
= —e— = — = — = = | O
Y] e R (00=lo[)")

fiir die partielle Ableitung in der Richtung des Einheitsvektors e,
erhalten dann nach Formel (22)

’ ’ 9, Q
(36) fou (@0) = fr (@0) = — 25 11 () =+ 52 Ty (0)-
& &
Wenn man beide Seiten von (36) mit & multipliziert und die Formeln
fir A und o beriicksichtigt, so erh#lt man (33).

Nun zeige ich die Notwendigkeit der obigen Bedingung. Ich
nehme also an, daB die Gleichung (33) in dem, den Bedingungen (31)
geniigenden Punkte , gilt. Aus (35) ergibt sich wegen Folgerung 2, § 3,
daB die partielle Ableitung fi(z,) existiert und die Beziehung (36) be-
steht.

Die Gleichung (35) kann man nimlich wegen (31) nach I auflosen.
Durch Vergleichen von (33) und (36) erhalten wir (34), w. z.b. w.

) Die Koeffizienten 1 und « kann man dhnlich, wie im Beweise der Folgerung
4 berechnen.

Annales Polonici Mathematici I. 9
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Bemerkung 1. Ist unter der Voraussetzung (31)
(37) §=0,
so gentigh f(z) der Gleichung (33) dann und nur dann, wenn alle partiel-

len Ableitungen f;(z,) im betrachteten Punkte , existieren. In der Tat
nehmen wir zum Beispiel an, daf

)

(38) 2o
dann ist
(39) ggMW=%MW=$ﬂ¥Q=MML

denn ¢,=7, und £F=g, infolge von (37).

Bemerkung 2. Die Voraussetzung &7+#0 ist keine wesentliche
Beschrinkung der Allgemeinheit, da wenn wir nur die Punkte x,50
in Betracht ziehen, wenigstens eine der Zahlen &,&,..., & von Null ver-
schieden sein mus.

§ 5. Die Eulersche Gleichung und die Stetigkeit der positiv-homogenen Funktion

Die im Satze 3.3 enthaltene Bedingung ist dafiir hinreichend, daB
die positiv-homogene Funktion f(#) in @540 die Gleichung von Euler
erfifllf. Diese Bedingung ist aber keine notwendige Bedingung, d.h.
f(z) kann in einem Punkte @,3%0 der Gleichung von Euler gentigen, ob-
gleich keine fiir f(#) in @, ausgezeichnete Hypercbene existiert. Dieser
Fall tritt besonders dann auf, wenn #(a) in der Richtung eines Einheits-

vektors in @, nicht stetig ist. Jétzt gebe ich das Beispiel einer solchen

Funktion.
Es sel By (&, 8,..., & ein Punkt des m-dimensionalen Raumes
(n>>3), der folgenden Bed.ing'lmgen genﬁge

Z‘E$>0

=1
f(x) sel eine posﬂnv -homogene I‘unktlon der Ordnung u von Verb;ndol-
Lichen (n>3). Wir setzen voraus, daB8

(41) fm#o

ist. DLe Funktmnswerte von f(») werden im ganzen Ha.lbra.ume &>0
eindeutig bestimmt sein, wenn wir f(x) auf der (n—1)-dimensionalen Hy-
perebene von der Gleichung

(42) (8 — ) =0
definieren. Auf H,_, definieren wir f(x)
(43) f@o+mi0) =T:+f(m0) fiir

(40) v &> 0;

in folgender Weise

i=1,2,...,0—1.

icm
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Ist (&, &2,...,£71,0), so bezeichnen wir mit I den Binheitsvektor

—
0,

1=

|o|

(wegen (40) darf man das). Im Punkte #,-+ol definieren wir unsere Funk-
tion folgendermassen

(44) f(@o+ Loy =0+ f(m,)-

Die positiv-homogene Funktion f(»), welche durch (41), (43) und (44)
definiert ist, geniigh im , der Eulerschen Gleichung, weil sie die dafiir
notwendige und hinreichende Bedingung, die im Satze 4.1 enthalten
ist, erfiillb. f(») besitzt nimlich in @, die n»—1 partiellen Ableitungen

o

’ T

fi(:(;‘,):hm?:— =0
und die partielle Ableitung von f(#) in @, in: der Richtung des Einheits-
vektors 1 geniigt der Bedingung (34)

hw~2“[

=1

In den iibrigen Punkten der Hyperebene H,_, kann man f(z) ganz be-
liebig definieren. Damit f(#) im %, nicht stetig sei, gentigt es ()4 kn)=n,
n#0 tir ke, k£l k| H,_; zu setzen. f() ist in @, nicht stetig, weil

f’L ,60)‘_‘

Lm  f(a)=07F().
z:;;—folm
Zitate
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