Sur les intégrales de branchement des systtmes des équations
différentielles ordinaires

par T. WAZBwsKI (Krakéw)

§ 1. Introduction. Le présent article se rapporte aux systémes des
équations différentielles ordinaires qui jouissent de 1’unicité des inté-
grales et dont les deuxidmes membres sont continus dans un ensemble
ouvert. Nous supposons que les inftégrales d'un tel systéme soient pro-
longées & gauche et & droite autant que possible.

Une intégrale 4 de ce systéme sera dite imtégrale de branchement
8'il existe une suite d’intégrales {J,,} qui se condense en méme temps
sur A et sur une intégrale B disjointe de A lorsque k- oo,

Llexistence des intégrales de branchement, nous & servi antérieure-
ment [1] dans la construction d’une équation a'=f(i,#) satisfaisant
aux propriétés suivantes: f a les dérivées partielles continues de tous
les ordres dans un ensemble ouvert et simplement connexe W et chaque
intégrale premidre k(t,s) de cette équation, qui a les dérivées partielles
du premier ordre continues dans W, est fixe. Ceci veut dire que chaque
fonetion h(t,#) ayant les dérivées partielles continues du premier ordre
et satisfaisant, dans W tout entier, & I'"équation

ht(t:m)’]'f(tam)hz(tym)zo

est constante dans W. Certains résulbats allant plus loin dans cette di-
rection ont été acquis par J. Szarski [2] et Z. Szmydt6wna [3].

Dans tous ces exemples Pensemble K des points de W qui sont si-
tués sur les intégrales de branchement est partout dense dans W. En
relation avec ces exemples, le probléme suivant se pose: quelle est la
structure de 1’ensemble K9

Nous prouverons que X est de premiare catégorie de Baire (théo-
réme 3 du §3). Il en résulte que ’ensemble W—XK composé des intégra-
les qui sont simples (¢’est-a-dire qui ne sont pas intégrales de branchement)
est de seconde catégorie de Baire (d’on i1 résulte que W—K n’est Pas

vide). Oeci veut dire que les intégrales de branchement sont exception-
nelles en un certain sens.
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Voici Pidée directrice de la démonstration. Introduisons la définition
suivante:

Définition. Nous désignerons par +(P) et s(P) les extrémités de Vin-
tervalle mamimal r(P)<<t<<s(P) dans lequel est définie Vintégrale issue de P.

On établit facilement les deux propriétés E, et E, suivantes:

(By) En tout point QeK au moins une des fonctions ’I”(P)‘ et s(P) est
discontinue (théordme 2 du § 3).

(BE,) Les fonstions r(P) et s(P) sont semi-continues (supérieurement
ou inféricurement) en tout point PeW aw sens précisé dans le §2 (théo-
réme 1 du §3).

Or on sait que 1’ensemble des points P ot une fonction semi-continue
est discontinue est de premidre catégorie de Baire [4]. Il en est donec
ainsi de I’ensemble I composé des points ol a moins une des fonctions
r(P) ou s(P) est disconbinue.

En raison de la propriété E,, on a KCL, d’ou il résulte que K esb
de premiére catégorie de Baire.

Lénonecé habituel du théordme cité sur les fonctions semi-continues
se rapporte au cas ol ces fonctions prennent les valewrs finies, tandis
que r(P) et s(P) peuvent prendre respectivement les valeurs infinies
—oo et oo.

Le §2 est consacré & combler cette lacune c’est-a-dire & étendre
ce théoréme au cas des fonctions pouvant prendre aussi les valeurs oo
et —oo.

Le §3 est consacré aux détails de la démonstration esquissée plus
haut.

§ 2. Extension de certaines notions et de certains théorémes aun
cas des fonctions pouvant prendre les valeurs finies et les valeurs
—oo et co, Introduisons la fonction u(x) définie, pour tous les » finis

ainsi que pour ¥=—oco et x=o0, par les conditions suivantes:
2
w(z)=—arctgx pour —oo<<r<oo,
. 7
% (—oo)=—1, u{oco)=1.

Designons par [ —oo,c0] la classe composée de tous les nombres
réels et des mombres infinis co et —oo. Supposons que ae[ —oo,00],
ap€[—o0,00] (n==1,2,3,...). Nous dirons que a,->a lorsque u(a,)—>u(a).

Soit maintenant une fonction f(P) définie pour P variable dans
un ensemble & plusieurs dimensions W, les valeurs de f(P) étant finies
ou égales & oo ou —oo.
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Posons
g(P)y=u(f(P)).

Nous dirons que f(P) est continue (semi-continue inférieurement ou
supérieurement) au point P, si g(P) a la méme propriété aun point P,.

La fonetion f(P) sera dite de premiére classe de Baire dans W si
g(P) a la méme propriété, c’est-i-dire s’il existe une suite de fonetions
gx(P) (aux valeurs finies) continues dans W et telles que g,(P)—g(P)
lorsque k—>oo.

On voit facilement que dans le cas des suites des nombres réels
(finis) et des fonctions aux valeurs finies ces définitions sont compatibles
avec les définitions habituelles. ‘

On voit aussi que relativement & f(P) restent justes les théordmes
suivants 4 et B énoncés habituellement exclusivement pour les fone-
tions aux valeurs finies.

THEOREME A (de Baire). L’ensemble D des points de discontimuite
@une fonotion f(P), qui est de premiére classe de Baire dans un ensemble
ouvert W, est de premiére oaiégorie de Baire, c’est-a-dire D constitue la
somme d'un nombre dénombrable d’ensembles dont chaoun est nulle part dense
dans W. L’ensemble des points de continuité de f(P), ¢’est-a-dire Uensemble
W—D est de seconde catégorie de Baire.

TrtoriME B. Chaque fonotion semi-continue supdrieurement (ou
inféricurement) dans W, est de premiére classe de Baire [4].

§ 3. I. Considérons le systéme d’équations différentielles

dz; 4
at :f{(tyml:'“)"”n)

(i=1,2,...,n),

que nous écrirons aussi sous la forme vectorielle

ax
= = P@t,X)

(3.1) =

o X=(m,2,,...,2,)
Nous admettons, relativement & ce systéme, l’hypot'hése suivante:

Hypothése H. Les fonctions f;, sont continues et définies dans
un ensemble ouvert W et dans cet ensemble seulement. Par chagque point

(3.2) P=(t},a},...,})

s%tut? dans W'pa,sse une intégrale localement unique de ce systdme, c’est-
-&-dire deux‘ intégrales passant par, P sont identiques dans lintervalle
t'—g<t<t’+4g lorsque g>0 est suffisamment petit.
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Remarque 1. Dans cette hypothése deux intégrales de (3.1) issues
de P et définies dans un intervalle non nécessairement petit a'<t<d’
(ol &’ <t’'<cb'), sont, comme on le sait bien, identiques dans cet intervalle.
Autrement dit 1'unicité locale en chaque point PeW entraine I’unicitié
globale (ém Grossen) des intiégrales du systéme (3.1).

Dans Phypothése H les propriétés suivantes bien connues subsi-
stent:

II. L'intégrale du systdme (3.1) issue d’un point quelcongue PeW
peut 8tre prolongée & droite et & gauche jusqu’a la frontiére de W1,
Soit

(3.3) X=0(t,P),

Péquation de cette intégrale ainsi prolongée. Nous désignerons l’ensemble
des points (¢,X) situés sur cette intégrale par
(3.4) J(P).

(et ensemble sera aussi dit intégrale de (3.1) issue de P.

T’intervalle maximal M(P) englobant tous les ¢, pour lesquels C(¢,P)
est definie, est ouvertl). Ses extrémités gauche et droite seront désignées
par »(P) et s(P)

M(P)=(r(P),s(P)).
On a pour tout PeW: —oo<{r(P)<s(P)<oo.
Les égalités 7(P)=-—oo et §(P)=oc ne sont pas exclues.

En vertu de 1'hypothése sur I'unicité des intégrales de (3.1), les
intégrales J (P) et J(Q) sont soit identiques soit disjointes.

III. Boit ‘
(3.5) PreW, QeW, Pr>@
et soient 7 et m deux nombres finis tels que
Q) <l<m<<s(Q).
Cela posé?) les intégrales C(t,P;) sont, & partir d'un indice k,, définies
dans l'intervalle fermé

I<t<im,

d’otr il résulte que

(3.7) r(Pp) <l<m<s(Py) pour k=k.

1) Cf. [5), p. 135.
*) Cf. [5], p. 145, Satz 1.,
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Abstraction faite des indices k<k,, on a
0(t,Py)—0(¢,Q)

la convergence étant uniforme dans lintervalle [I1,m].

IV. TeoREME 1. Dans Phypothése H la fonction v(P) est semi-conti-
nue supérieurement o s(P) semi-continue inférieurement doms W (cf. les
notations de II).

Supposons en effet que les relations (3.5) et (3.6) aient lieu. De la
relation (3.7) il vient que (of. les définitions du § 2)

(3.8)

lorsque k- oo,

k—o0

Tim 7 (P <I<m< lim 8 (Py,).
e

Or 1 et m désignent deux nombres arbitraires satisfaisant & (3.6). On
obtient donc en vertu de (3.8), en faisant tendre I vers r(Q) et m vers
8(@), l'inégalité

lim 7 (P) <7(Q) < $(Q) <lim s(Py).

koo fco
Cette inégalité étant juste pour toute la suite (P} satistaisant & (3.5)
il en vient que '

lim r(P) <r(Q) < (@) < lim s (P),

P->Q . P50
ce qul ve}lt dire que 7(P) est semi-continue supérieurement et s(Q) est
semi-continue inférieurement en chaque point Qe W.

V.,QOBOLLAIR.E 1. Dans Vhypothése H les fonctions r(P) et s(P) sont
de premiére dlasse de Baire dans W (c’est-a-dire chacune d’elles constitue
la limite d’une suite de fonctions continues dans w).

Désignons par L, ot Lgles ensemblos des points PeW on lesquels r(P)
et f(P) sont respectivement discontinues. Les ensembles L, et L, e par
suite leur somms aussi sont de premiére catégorie de Baire.

Ce corollaire résulte du théordme précédent en vertu d’un théoréme
connu [4] et des théordmes A4 et B (cf. §2).

VI Définifvion. Nous dirons quune suite @intégrales {J} se con-
dense sur um point Q $'il emiste une suite de poinis Py tels que

PkEJk, ,Pk—_>Q

Nous dirons qu'une swite @intégrales se condense sur une tntégrale J
lorsque cetie suite se condense sur chaque point Qed.
Voici une proposition qui résulte immédiatement de TIL.

VIL 8i une suite dintégrales {Jk 8¢ condense sur j
4 un point @ appar-
tenant & ung intégrale J, ootte suite {J} se dondense sur {]7. v
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VIIL. Définition des intégrales associbes, de lintégrale de
branchement et de l'intégrale simple. On dira que deus intégrales
J' et J” sont assocides si elles sont différentes

A

ot il existe une suite d’intégrales {J,) qui se condense & la fois sur J’
et sur J".

On dira qu’une intégrale J est une intégrale de Dranchement i elle
admet au moins une intégrale associée Une intégrale sera dite simple
si elle n’est pas une intégrale de branchement.

IX. Proposition 1. 8%
(3.9) J'=J(P"), JI'=J(F")

sont deus intégrales assocides (cf. VIII), leurs intervalles mazimous & exi-

stence , ,
M(P)=(r(P"),s(P)) et M(P)=((P"),s(P )

sont disjoints ¢ est-a-dire on o

(3.10) M(P)M(P")=0.

Supposons le contraire. Il existe donc un t, et denx nombres I et m
tels que
rHPY<l<ty<m<s(P'),
PPy <l<ty<m<s(P). )
J’ et J” &tant associées, il existe une suite d’intégrales J (ui se con-
dense & la fois sur J' et J” eb, par suite, sur P’ et P” aussi. Il existe,
par conséquent, deux suites de points {Py},{Pi} telles que

(3.11) PieJ,, Pied, PP, Pi~>P"
On a
(3.12) Je=dJ (Py), J = J (Pp).

En vertu de (3.11), (3.12) et de ITI les fonctions O(t,Py) et O(¢,Py) sont
définies, & partir d’un indice k,, dans l'intervalle [I,m] et I'on a dans
cet intervalle

(3.13) (¢, Py)—C(t,P),
Comme P} et P} sont situés sur la méme intégrale J; (cf. (3.11)), on a
0(t, Pr)=0(t,Py),

done, en posant dans (3.13) t=t,, on en conclut que

O(th’) =0(t0:P”)-

O(t,Py)—0 (5, P).
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Les points

(3.14) Q'= (lo,O(ioyP/)), (1)”::(607 UUD:P”))

sont donc identigues. Mais on. a évidemment, en vertu de (3.14),
QeJ(Py=dJ', Q" eJ(P)=J"
Les intégrales J' et J” ne sont donc pas disjointes, et sont, par suite,

identiques, ce qui est impossible, car elles sont associées (ef. VIIT).
X: TEEORBME 2. En chaque point d'une intégrale de branchement
awu moins une des fonations r(P) et s(P) est discontinue. (r(P) et $(P) repré-
sentent les extrémités de l'intervalle d’existence de lintiégrale passant
par P e prolongée & droite et & gauche autant que c’est possible.)
Soient en effet J' une intégrale de branchement et J” son intégrale
agsociée.
Soit P’ un point quelconque de J' et soit P"eJ”. On a
(3.15) J'=J(P"), J'=J"(P".

Les intervalles M (P’) et M (P") étant disjoints (cf. 3.10), on a soit

(3.16) r(P")<s(P)<r (P")<<s(P")
soif
(3.17) r(P")<s (P")<r (P')<s(P).

Nous prouverons que, dans le cas (3.16) la fonction s(P) est discontinue
aun point P’ et que dans le cas (3.17) la fonetion 7(P) est discontinue au
point P, Soit {3} une suite d'intégrales se condensant A la fois sur les
mtégr?,les associées J' et J'. Comme P'cJ’ et P'eJ”, il existe deux suites
de points {Pi} et {Pf}, telles que (cf. VI, VII, VILI) A

' .

Predy, PL—P,
v

.Pka]“ P;;—-)f)”.

P; et P, étant situés sur la méme intégrale J, on a

(3.18) 8(Py)=s(PL) (k=1,2,...).

La fonetion s(P) étant semi-continue inférieurement an point P’, on &
lim §(Py) = 5(P"),

-y

d’oli, en raison de (3.18)

lim s (P}) > (P);
de 1, en raison de (3.16),

Lim s(P}) > s(P').

k=00

icm°®

Intégrales de branchement 345
Comme Pj—P’, il en résulte que la fonction s(P) est discontinue au
point P’, lequel a été arbitrairement choisi sur J'.

On démontre pareillement que, dans le cas (3.17), la fonction r(P)
est discontinue au point P’.

COROLLAIRE 2. Désignons par L, et Ls la classe des poinis PeW en
lesquels respectivement r(P) et s(P) sont discontinues. K désignant la to-
talité des points siluds sur les intégrales de branchement on &, en verits du

-théoréme prdoédent,

(3.19) KCL,+ L.

XI. TEGoREME 3. Dans VHypothése H Vensemble K do tous les points
situds sur les intégrales de branchement est de premiére ‘catdgoric de Baire.
I'ensemble de tous les points situds sur les intégrales simples (cf. VIII)
Sesi-a-dire Vensemble W—K, est de seconde catégorie de Baire.

Oe théorsme resulte de (3.19), car les ensembles L, et L, sont de
premiére catégorie de Baire (cf. V).

XIL. Remarque 1. Convenons d’éerire IaJ lorsque J est asso-
cibe avec I au sens de Dalinéa VIIL Nous dirons que I'intégrale B est
associée avec lintégrale 4 au sens § et nous écrirons ABB lomsquil
existe une suite d’intégrales Iy,Is,...,I, telle que A=1I,, B=1I, et
I,al,,, (»=1,2,...,5—1). Soit ¢ l’ensemble des points située sur les
intégrales L telles que IBL (ob I désigne une certaine intégrale).
I’ensemble @ sera dit intégrale de branchement au sens § lorsque cet
ensemble n’est pas vide. On voit facilement que le théoréme 3 reste
vrai lorsque 'on désigne par K Densemble de tous les points situés sur
les intégrales de branchement au sens B. . : B
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