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It is interesting to answer the question when m=4§,,. The necessary
condition is m=0 (mod 2), e.g. '

=237 m=2" 3%, m=25F (a>2), m=23"T" clc.
for all these cases §,=m.
It means that the number
. k
g(m) [ m
I=1
given on the first page as the period, may he divided by
a+ 5 V4= MAX (75 4)
=1 when p;=2
and by
_ijy,—mn.x 7%
=1 when 7,23 (6=1,2,...,k),
where
p;—1=2%¢, 0;50 (mod 2) (B=1,2,...,k),

and possibly by other (necessarily odd) divisors of the numbers ;.
The period is proper if p;>a;, ¢=1,2,...,k, and mixed if this is not
the case. If we denote .

el 3)

the period begins in both cases from n=max (n,,), i=1,2,...,k.
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Probléme du mouvement stationnaire dans une
couche gazeuse rayonnante

par W. PoGORZELSKI (Warszawa)

Introduction. I’étude de 1’équilibre ou du mouvement dans un
grand milieu gazeux, comme l'atmosphére d'une plandte ou d’une étoile,
doit tenir compte du rayonnement intérieur en négligeant linfluence
de la conductibilité. ’

K. Schwarzschild [4] le premier et-ensuite R. Emden [2] ont étudié
1’équilibre d’une couche gazeuse en tenant compte du rayonnement mais

‘sous la supposition inexacte des courants d’énergie dans deux directions

seulement. :

-¢. Bialobrzeski[1l] a étudié le premier I’équilibre d’une sphér
gazeuse en tenant compte de la pression de radiation.

W. Pogorzelski[3] a étudié 1’équilibre d’une couche gazeuse en
tenant compte du rayonnement polychromatique dans toutes les dire-
ctions. Le probléme conduit 4 un systdéme d’équations intégrales non
linéaires, assez compliquées; auteur a démontré l'existence de la solu-
tion si I’épaisseur de la couche est suffisamment petite.

Dans ce travail nous démontrerons ’existence d’un état stationnaire
du mouvement dans une couche gazeuse en tenant compte du rayonne-
ment polychromatique dans toutes les directions. Le probléme counsiste
en Pétude d’un systéme d’équations intégrales non lindaires.

Les grandeurs et les équations fondamentales. Soit au point inté-
riewr M d’un milieu gazeux un élément de surtace’d¢ avee la normale Mn.
On admet que la quantité d’énergie, qui passe par P'élément do dans
le temps 4 grice au rayonnement de longueur d’onde dans 1intervalle
(2,A+4da) dans la direction MR d’un angle solide do, a pour valeur
principale le Izroduit
1) X cos Odo didt dw,

© étant 1'angle que fait la direction MR avec la normale Mn. La gran-
deur X s’appelle l'intensité de rayonnement de longueur d’onde 4, au
point M et dans la direction MR. ’
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Soient maintenant au point M un élément de volume dv et un hngle
solide élémentaire dow au sommet M et de direction arbitraire. On admet
que l'énergie émise par 'élément dv dans la direction de l’angle solide
dw, dans le temps dt, et grace au rayonnement de longueur d’onde dans
Pintervalle (1,1-+d4), a pour valenr principale

@) Edvdo dt dl. o

On appelle E lintensité d’émission au point M de longueur d’onde 1.
On admet, d’aprés la théorie du rayonnement (en négligeant la réfraction),
que l’intensité du rayonnement X dans la direction d’une droite MR
varie le long de cefte droite suivant une équation différentielle

(3) B—X =—aX+F,
or

ol r désigne la longueur M, M comptée & partir dun point arbitraire 3,
de la droite MR; a est dite coefficient d'absorption du gaz au point M.
Le coefficient positif « pour.le gaz dépend de la longueur d’onde d'une
maniére trés nette (les bandes d’absorption).

D’aprés la loi de Kirchhoff, on a

(4) E=aJ(2,T),
J étant V'intensité de rayonnement du corps noir, donnée par Ia fonction
de Planck de la longueur d’onde A et de la température absolue 7

) J(h,T)=

ol ¢, et ¢, sont des constantes positives.
Soient u,v,w les composantes de la vitesse du gaz au point de coor-
données rectangulaires #,y,z au moment ¢. Oes trois fonetions de quatres

variables #,y,2,t satisfont en tout point du gaz et pour tout moment i
au systéme d’équations d’Buler:

Ou o ou 1 dp

—+L5; 5;/‘4‘ ™ “;‘5’54‘1’11,
o ” '-a—”+'v—+w?)—‘;=——z~--f,’§+m
a—w—I- ——+w Py +wg~q:=———§~%—p+1’,,

icm°®
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F,,F,,F, éant les composantes de Iintensité du champ de gravitation
donnée, ¢ — la densité, p — la pression lide avec la densité et la tempé-
rature T par 1’équati0n des gaz parfaits p=RpT. On a négligé le frot-
tement intérieur.
Les équations (6) forment un systéme de quatre équations aux dé-
rivées partielles avec cing fonctions inconnues w,v,w,p, T de variables
Z,Y,3,1. Au systéme (6) on doit mouter une cinquiéme égnation dite
équation d’énergie qu’on obtient en calculant la perte et le gain d’énergie
de 1’élément de volume du gaz rayonnant. On démontre que cette équa-
tion est la suivante:

aT 8T 9T T\ (9w  dv  Bw
"0(E+“‘%+”a_y+7”52)+p(5+5§+'5§)”‘

{7)

2n & o =)
=[ [ [ aXsin@drdOdp—4x [ Bdl,
0

[ ]

¢ étant la chaleur spécifique au volume constant, (@,¢) étant les coordon-
nées sphériques de la direction de laquelle dépend l'intensité du rayonne-
ment X(0,p,2) au point (z,y,2) et au moment . Dans 1'équation (7)
on a négligé influence du frottement intérieur du gaz et de la conducti-
bilité.

]

Les équations du probléme de la couche rayonnante. Soit une
couche gazeuse comprise entre deux plans paralléles @, et @, on admet
que les grandeurs p,o0,T ne dépen-
dent que d’une coordonnée = le X » lg'//

. . 2
long de l'axe perpendiculaire aux -7
plans @, et Q.

Le probléme que nous proposons
de résoudre consiste en la recherche
d’un mouvement stationnaire dans
la direction perpendiculaire aux
plans @, ef @, si le champ des forces P
paralléles & Oz et les valeurs de l'in-
tensité du rayonnement X aux plans
limites @, et @, de la couche pour ‘
tout i et pour les directions qui importent ’énergie &4 I'intérienr de la
couche sont données. Nous avons done & déterminer les troig fonctions
u(2),0(2),T(2), A’une coordonnée # dans Vintervalle (0,a), qui caracté-
risent I’6tat du gaz. On domne a priori les. valeurs u,, g, , T, de ces fonctions
pour le plan, limite #=0, en supposant que >0, Ty>0, 4,7 0. D’aprés

11*

Qy(r=a)
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les équations (6) et (7) dans l'état stationnaire, les fonctions wu,g,7'
doivent vérifier les équations suivantes

dw 1 d(pu)
e e == =Rl
“dm 0 (Z%' + 9(@), dw P ¢
(8)
T " il o
aguiz——kpﬂ:‘_’mj [ aX(2,0)5in0dAdO —4n [ B d),
[} 0

¢(#) étant inténsité du champ de gravitation, donnée dans intervalle
(0,a). On admet pour le gaz la relation a(®,i)==g(2)»(4), »(1) étant une
fonction donnée de longueur d’onde bornée et positive dans l’intervalle
(0,00). .
D’aprés les équations (3) et (4), 'intensité du rayonnement X, (1,0)
au point intérieur M (x), pour la direction que fait I'angle @ avec laxe
Oz, est liée avec lintensité donnée X;(1,0), pour la méme dlrectmn,
au plan limite @, (x=0) par la formule

| MPy| MPy| M
Xy (2,0)=X,(1,6) exp (- f aNdr) + [ aydy exp_(-— | a(ls) ar
[ 0 N.
(0<O<m/2).

P, étant un point du plan =0 et N (') un point courant sur le segment
P, M, on a r=(P,N).
On aura dong, pour intervalle 0 <6 <=x/2, N

9  Xyu(1,0)=X(4,0) exp(—..v__,f (s) )

z 1 &z 1
e e (- 250 [ as) ) 2

De méme on obtiendra, pour Vintervalle #/2<0<n,

o ) E
(10) Taelt,0)= X,(2,0") exp (*ﬁé;ifg(s)ds)

+fav( @'} J [, T(m ]exp( ‘f })

ot X,(1,0" est Dintensité du rayonnement, donnée au point du plan
Q. (#=a), dans la Gdirection que, fait l'angle @==x—0' avec 1’axe On.

cos @’
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On admet que:

1° la fonetion donnée »(1) est définie, non négative, bornée et inté-
grable dans Pintervalle (0,00),

29 les fonctions données X,(1,0), X,(A,0) sont définies, non néga-
tives, bornées et intégrables dans les intervalles

0<i<oo, 0<O<— .

pg

En substituant les expressions (9) et (10) dans la troisiéme des équations
(8), on aura ’équation suivante:

(11) ’ 4nfz/(A)J[A,T(a;)] i

ds) §in @ d@ di

o 72 .
=2n:ff‘Xl(l,9)v(l)exp( COS@
P

o

oo m[2 a
tom [ f Xz(a,(a')wm)exp(—'_”(” fg(s)ds)sin@'d@'dz
0.0 S

T

o
1=
L2
2

s , , »(A) | T ,
+.37v;nj Ofo v (2) o (8 )J[A,T(m)]exp(——ms@ ifg( )ds)tg@d@dwm
arT du

—CoU — — P——.

oe ax pdm

Cette équation a la forme de l'équation intégro-différentielle suivante:

P f o) 5] + 1] f (s ds
(1
du

a o ar
—}—(’J'Q[T(m)]é{ o(s) ds|]e(a") da’ —cgua——p%,

ol F(T) est fonction d'une variable, définie dans lintervalle (0,00) i)ar
P’expression

(13) F(T)=da | v()T (4, T) @A

D’aprés I’expression de Planck (5), cetite fonction et sa dérivée sont meno-
tones, continues et croissent de zéro & linfini 8i T’ croit de zéro-& ’infini.
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Les fonctions d'une variable f,(w) et fy(w) sont définies pour toute wva-

leur positive de l’argument w par les intégrales

con./2
f,(w):‘)noféj X}(z,@)»( )exp(—-c—o(;%w)mn@d()dl

(14)

80

et elles sont borndes dans l'intervalle (0,00).
La fonction de deux variables &(T,w) est définie pour toutes les
valeurs positives des arguments 7',w par lintégrale

(4)

l)J (A, 1) exp(—_s-—@-w)tg@(l@dl

o /2
falw)=2a [ [ Xa(2,0)r(A) exp(-wgogl)«w)sin@d@dl,
[ ]

oo w2

2njf

Les fonctions (14) sont dérivables pour toute valeur positive w,
étudions leurs dérivées lorsque w tend vers zéro. Il suffit de considérer
Pune d’elle:

(15) DT, w)

(16)  fi(w)=

mnlz :
_?m;f J X, (1,0 (1) exp(— »(4)

05O Py w) Sin & de di

= —2x [ () dlf Y(Zt*dt
ol on a posé ’ "

v(2)
cos @

= Y(l,t):Xl[l, arccos’—’%llfj.

Décomposons l’intégra,le (16) en deux parties
(amn f;(w)z—ﬂnfv2 )da fY(A t)—«——dt—unfv (A) mfyu t)————di

en supposant que ww-<1.
On aura pour la premlére partie

o 3
18 .
(18) of A)d;fyu . f

Fada | Y(l,t)l}l? + y:(t)] a

<kf1:

X A0
)] log #(4) da+7c]1ogw|j »? z)dz+kk'f 2 (2) @A

4 ébant un nombre positif quelcongue, ¥ — la borne supérieure de la fonc-
tion X, %’ — la horne supérievire de Ia fonction |y| dans Vintervalle (0,1).

icm
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D’aprés Vexistence de l'intégrale [X, dA et la raison physique, suppo-
0
sons que, pour A, suffisamment grand, la fonction ¥ satisfasse & liné-
galité

0<¥ <= (F>1)

dans lintervalle (4;,00), ¢ et f étant des constantes.
On a done

fmv A)cufyu at z{ Mz( )dz[f d;]

Ao v(A)w

(19)

”(4)
P

< f’ o l)llogv

dz'+ e|log w| f
A %

La fonction »(4) étant bornée dans l'intervalle (0,00), on conclut, d’aprés
(18) et (19), que la dérivée f;(w) vérifie 'inégalité

(20) Ifs ()] < ¢’ Jlog w| + ¢

dans lintervalle fini (0,6), ¢’ et ¢” étant des constantes positives; dans
I'intervalle (d,00) la dérivée fi(w) est évidemment bornée. La méme
conclusjion est vraie pour la fonction f,(w)

Passons maintenant & D’étude de l’intégrale (15). Cette intégrale
ayant la méme- forme que lintégrale (16), on conclut immédiatement,
d’aprés V'expression (5) de la fonetion J(4,T), que la fonetion (15) aug-
mente logarithmiquement si w—>0, c’est-a-dire gqu’elle vérifie l'inégalité

(21)

dans lintervalle fini 0<<w<Cé et dans l'intervalle arbitrairement choisi
0<T<T,; oy et ¢] sont des constantes positives déterminées. Dans le
domaine d<w<oo, 0<T<T, la fonction (15) est bornée. D’aprés I’expres-
sion de Planck (5), 1a dérivée de la fonction (15) par rapport & la varia-
ble T vérifie I'inégalité analogue

(22) 0< P (T ,w)< ¢ loglw] + ¢}

0< B(T, )< ¢}log w]+ o

(t<w<d; 0<T<Ty)

Considérons maintenant la dérivée
v(A)

23
(23) cos O

P (WS (A, T) exp (— 'w) 26 ae ai,

cos O
la méme substitution t=(»(1)/cos O)w donne
s ™~ o9 ®

(T w)y=—2x [ VT (A, T)| [ e ‘dt]dr==— [+*(A ye~ A,
(A w o

L3
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Done, pour toute valeur positive w, la dérivée @;,(1’ ,w) vérifie Pinégalité
(24) |0} (1 10) < -

% est une constante.

dans Pintervalle choisi 0<T<T};

Résolution du probléme. Pour résoudre le probléme nous transfor-
mons les équations (8).

Remarquons que, d’aprés les cond_ltlons initiales (u=1g,0=0y,1 ~—1‘04

pour #=0), on a

(25) o=t
et qu'on peut écrire
o0 _.[ oo ] - _(__Q_,)_ -+ g(=),
o dm| o 4 dy
d’ott
ar de
26 P (RT o — led) - = g(@) 0°
(26) ke HELE —he) g =g(@)e

L’équation (12) donne la seconde relation linéaire entre les déri-
vées AT Az et do/du:

: ar . ae ~
(27) 0‘"@9439&'9; — RugooT o ef[=,T, 0],
ol _désigne, pour abréger, l'opération fonctionnelle suivante

(28) !3[»’671’,9]=f1{f9(8)d9] +1l oto) a3

fQ)[T(a: Ifg 8)dslje(a’) dn’

Des équations (26) et (27), on tire les équations éguivalentes

= F[T ()]

aT _ Buogng (@) T'e’+ (BT¢* ——uoeo‘!?(w T,0)

dz Rt 0) g0, 0° T — oo}, !
(;279) ( ) 000 @ 4 0907

do _ ougig(z) o’ — B¢’ 2(2,T,0)

dw R(R+ 0) U0 0° T — ougo;

en supposant que

(30) R(B+ ¢)tggo 0* T — oulh # 0.

icm
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Remarque faite sur les conditions ihitiales .

T=Ty; e=g; & @=0,
on v01t que notre probldme est amené 4 la résolution du systéme de deux
équatiens intégrales non linéaires & deux fonctions inconnues T'(x),0(x)
suivant:

(¥)+ [RT(y) ¢* (¥) i) By, T 0) i
Ys

(2=

+f Rug go0 () T (y)

R(R‘i“:’)quoT("/) (J)~01¢0g0
(31)

o (#)= a0+ 000y (y) @ (9) — (y)@(y, "0 g

R(E+ G)MOQDT(J) Q (’/)‘ ou3es

Nous résoudrons le systéme (31) par la méthode des approximations
successives. Formons deux suites de fonctions

(32) Tl(m);Tz(a?)y--"T;;(m):.--~ 1(2), 02(@) .5 0u (@), -

suivant les relations de récurrence

Ruo@ug(m)T () Qn( )+[RT (?/) 41,0@0].9(_4/, n’gn)d/
’

T,
() R+ 0)ue n(mn(y) il

Tn+j

(33)

0”’0909 Qn y)_‘RQn ) (y Tnan)
R(R+ 0) 14000 T (¥) €(4) — 0%

Onpa(®)=g0 + f

Pour démontrer Dexistence des suites (32), supposons d’abgrd que
le dénominateur sous les intégrales soit différent de zéro pour I'=T,,
e=g0 .

R(E+ G)MOTOQS_G'”':Q%?&O-

Tl existe donc une constante positive 7, suffisamment pefite, pour que
Tinégalité

(34) | R (R4 ¢) 0o T () gn () — o1 Qol> \R(R+() o — 0| |uogy] 70

soit vérifiée par toutes les fonctions rée]les T, (2), 0n(%) satisfaisant aux
inégalités

(35) |To(2)— Tol<n,  |eal®)— ol <m,

en outre on choisit 5 de maniére que

(35) n<Ty, N<0-
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Suppesons que les fonctions T (%), 0, (@), des suites (32), soient positives,
continues et qu’elles vérifient les inégalités (35) dans l'intervalle (0,a).
Cherchons alors la condition pour laquelle les fonctions snivantes T',,, (),
0n1 (%) vérifient aussi ces inégalités.

Cherchons d’abord la borne supérieure du terme S/Z?\(;o/,f["mgn) S0Us
la supposition (35). D’aprés les expressions (28), (13), (14), (1B) et la

propriété (21), on conclut que le résultat de Popération @ satisfait & I'in-
égalité
(36) l-Q(;l/,T“,QnH'(%”,,

%, 6tant la borne supérieure de expression

«

B7)  F1(0)+ f2(0) + (go+n) [ cillog[(w—a') (eokm)]l da’

0
+ei(eo+natF(Ly+9)

La constante positive x, diminue et fend veré la valeur
HO)+fa(O)+ F(Ty+7) s

Doaprés les inégalités (34), (35), (357), (36), les fonctions L1 (8)y Quyr (),
données par les intégrales (33), sont continues et vérifient dans Vinter-
valle (0,a) les inégalités:

(0L a).

a—0.

1T1L+l ('1;) - Tol
— Ruo@od (Totm) (oot )+ [R(To-+ ) (ea )+ ] 5o

1 a==A4,a,
— [R(R ) Ty — o iy 0}

(38) )

1 a=A,0,
5 BB+ 0) Ty ol el

g étant la borne supérieure de la fonction |g(a)|.
On voit donc que les fonetions 17, (®) @) seront pogitiv g
! Y S ; e roritives ef
vérifieront les inégalités et o) L t

[Tnqa (@) — Lol <n;3 Lo () — gol <7

R i .
zl .1 épaisseur o de la couche est suffisamment petite pour quon ait & la
018

(39) Aoy Asay
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Probléme -du mouvement statiownaire 377

On conclut de 13, par induction, que si les fonctions initiales T (%), 0, (),
arbitrairement choisies, sont positives, conftinues et vérifient les inéga-
lités (35), toutes les fonctions des suites (32) existent, sont positives,
continues et vérifient les inégalités (35), 1'épaisseur dtant suffisamment
petite. . ‘
Nous allons démontrer maintenant la convergenée des suites (32).
Nous étudierons & cet effet les différences Tynyi— Tp €6 Cpi1—Cn entre les
termes consécutifs des suites (32). Remarquons que 1a différence de deux
fractions vérifie 'inégalité

‘Pn+l__Pn

‘ o Pn+1 - Pn
‘Qn‘(—l Qn

<
Qn-{-l

(Qnp1—Qn) P l :
+\ s |

alors, d’aprés les relations de récurrence (33) et en utilisant les inégalitiés
(34), (35), (35'), (36), on conclut que les différences entre les termes con-
séoutifs des suites (32) vérifient les inégalités

l-Tn-)—l () — Ta:(m)‘

D)

=

B e | L R A el
0

’1‘2(To+ "7‘)(@0"’" W)R("u+‘1501 90§)|Q¢I_Qn~11
LLR(Tot n) (00t 17+ w00 300, Ty 00)— 200, Lusy ) )

Rl 00 (To ) ea o)+ LR(T+ n) (et 1)+ kg %

[R(E+ o) To— cuid it 0}

X [ R(B+ 0)(0o+m) (ot MITp—Loosl + Lo N)ien— On-1l189,

(40) ¢
[0n41 (%) —n ()|

2 N o y
< [R(I\’ +vﬂ)'1,—o‘:;ﬁzf]l‘?‘ll;gﬂ 6, l(f"Wul 20+ Rg)3 (0o )00~ enil

+ (Qu+ "7)3‘ a(y;TWH Qn)’“'/é('I/;Tﬂ-—ll @m—l)”dy

R(B+ 0)(go-+n)* (46 sl 00 7

(R (-R+ ¢) Ty “("“:)zl'uol @ -

X J et min— Ter + 2 (Lot Dion—ea-a| 1Y+
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Pour trouver la borne supérieure de la différence concernant I'opé-

ration & donnée par la formule (28), on se base sur les propriétés (20),
(21), (22), (24) des fonctions f,f,, P et on remarque que les fonctions g,
sont hornées inférienrement, notamment on a

x

(jf Q,,(S)d&‘ >(Qu~—7])d}.
Il ensuit qu’il existe des constantes positives &,k ks, ki, %3, 61,0,
telles que 1'inégalité suivante soiti vraie dans l'intervalle (0,a) pour toute
valeur n

(4’1) [b(yil’nm Qn)"g(:’th—-l! Qn‘—-lﬂ)\<[kl |1Og:'/1 +k2] flan("") ™ @n -1 ("‘)I s
0
+[k§|10g(a~;z/)\+k;]0f len(8) —en-1(8) ds + | T0(y)— T ()]
+6f[51 log [y —&'|+ 051 [T (") — L1 (87)| 4 00 (#7) — @u-1 (@") ] da0”

a 63 x’ ] \ L
+ [yt T — el de dat

Le produit ylogy étant borné dans lintervalle (0,a), on conclut,
d’aprés les inégalités (40) et (41), qu’il existe une constante positive K,
bornée si- a—0, telle que les inégalités

(42) I-Tn-)-l(w) —T'n.(m)‘<-Ka [borne Sll]) Ifl'n_-T‘n‘ll +b0rne S'llp [ On8n-1 HY

l@n-{-l(w) - 91¢(m)I<Ka [bOI‘IlG sup ]Tn"Tn—ll ~]~b01‘116 S“]:}lgn - en—ll]

soient vraies dans lintervalle (0,a) pour toute valeur n. Il en résulte
que les suites (32) convergent absolument et uniformément dans l’inter-
valle (0,a) vers les limites

(43) . T(@)=lmTy(a),  o(x)=1im g,(x)

si 'épaisseur a de la couche est suffisamment petite pour qu’on ait Ka<1/2.
Les fonctions (43) et la fonction u(2)=wu,g,/e(®) présentent la solution
de notre probléme.

- On démontre I'unicité de la solution comme d'habitude, en étu-
diant les différences T, (#)—T"(2), ¢,(x)—o*(a) entre les termes des

suites (32) et une autre solution 7™(x),e"(#). On constatera que ces

diigérences tendent vers zéro dome que T"=1, g*=0¢ et la solution est
unique:
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