Sur le systéme d’équations intégrales a une infinité
de fonctions inconnues

par W. PoGORZELSKI (Warszawa)

I. Systéme du type de Fredholm

Dans ce travail nous étudions quelques systémes d’équations inté-
grales & une infinité de fomctions inconnues. Les considérations qui sui-
vent mettent en évidence la fécondité et la puissance de la méthode nou-
velle d’6tude des équations intégrales, fondée sur le théoréme topolo-
gique de Schauder. Les problémes que nous résolvons par cette méthode
étaient irrésolubles 4 I’aide de l’analyse elassique.

Rappelons tout d’abord les trois théorémes suivants sur lesquels
nous nous basons dans la suite.

THEOREME D'ARZELA. Si une famille de fonctions continues, défi-
wies dans une méme région bornée, est uniformément bornée et les fonctions
de cette famille sont équicontinues, alors on peut exiraire de cetie famille
une suste de fonctions uniformément convergente.

THEOREME DE FRAECHET!). Pour qu'um ensemble X de points dans
un espace métrique complet B soit compact, il faut et il suffit que, pour tout
& positif, il existe dans Vespace B un ensemble compact Y tel qu’e chaque
point ¢ de X corresponde un point y de Y, dont la distance 5(z,y) du point
x serait inférieure & «.

THEOREME DE SCHAUDER®). 81 dans un espace complel, normé et
linéaire, une operation continue transforme un ensemble de points borné,
fermé et convewe, en un sous-ensemble compact de ce dernier, il existe au
moing un point invariant de Uopération dommée.

Congidérons maintenant wn systéme d’équations intégrales, non

linéaires et singuliéres, & une infinité dénombrable de fonetions incon-
Tues

(1) Pu{®@)y Pa{®), @s(2), ...y g (), ...

) M. Fréohet, Quelques propriétés des ensembles abstraiis, Fundaments Mathe-
maticae 12 (1928), p. 298-310.

*) J. Schauder, Der Fizpunkisate in Funktionalrgumen, Studia Mathematica 2
(1930), p. 171-180.

icm

Sur le systéme déguations intégrales 107

du type suivant de Fredholm:

(2)  galw)=24 f """ - Yho:e ay
) jwy

olt F,(@,Y,u;,Us,Uz,...) sont des fonctions d'une infinité de variables
définies dans la région fermée

(3) xeQ,

(n=1,2,...,00)

yeld, wml<R, |w|<RE, ..., |u/<E, ...

On a désigné par |xy| 1a distance des points # et y dans un domaine (fermé
et borné) d’intégration 2 de ’espace euclidien & s dimensions; les expo-
sants «, sont des constantes réelles données, non supérieures au nombre
a<$.

On suppose que les fonctions données F,(2,Y,U;,%a,Us,...) SOlent
continues en tout point de la région (3), c’est-d-dire que, pour tout point
(%5 %o, %15 Uy,...) de cette région et pour toute fonction F, séparément,
on peut faire correspondre 4 chague nombre positif ¢ un nombre positif
7 tel que

iFn(wu’ymug:ugv"')—Fn(w:yiunuzy'-'”<£
si
oy ) <7, Jug—u,| <7

oyl <, (v=1,2,3,...).

En outre on admet que les fonctions F, sont uniformément bornées, c’est-
-3-dire qu'il existe un nombre positif M tel que toutes les fonctions 7,
satisfont & Pinégalité

4 By < M.

Démontrons d’abord que chague fonction F, séparément est unifor-
mément continue dans la région (3). Considérons & cet effet un espace I7
composé de toutes les suites infinies A («,y,u;,us,u5,-..) O @,y sont
des points arbitraires du domaine £, et u,,u,,%;,... une suite réelle
bornée, uelconque. Définissons la distance de denx points
(5) Alw Y, uy, Uy Ugye e ), Al(m’yy,7u1571;’u;s'~-)

de Pespace IT par la formule
(6) @(A,A’)=I%$'l+lyy'l+2; &l — 1,5

ot Ye, est une série de nombres positifs convergente, arbitrairement
choisie. I’ensemble (3) est alors borné dans Pespace JI; nous démontre-
rons qu’il est compact. En effet, pour s positif quelconque, considérons
dans Despace IT I’ensemble de tous les points

(7) B (@, %1%, %3500y Un,50,0,0,...)
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dont les composantes & indice supérieur au nombre N, tel que

&= €
sont nulles. A chaque point A(z,y,%,%s,%,...) de Pensemble (3), on
peut done faire correspondre un point B, tel que

o(4,B,)<e.

Mais Pensemble des points B, dans I’espace I7 est évidemment compact,
par conséquent, d’aprés le théoréme cité de Fréchet, ensemble (3) est
aussi compact dans Pespace 7. Il en résulte que toute fonction ., sépa-
rément est wuniformément continue dans Pensemble (3), c’est-a-dire que
Pon a, pour deux points quelconques (5) de (3), P'inégalité

(8) [ (4)—F(A")|<e

sio(4,4")<n, ou bien si |2a'|<my, lyy'|<m, lu,—u,|<n, o

(7 ne dépend que de & et n).
Pour 1étude du systéme (2), considérons 1espace fonctionnel B> de
toutes les suites infinies

[9:(2),@2(®) - ., @ (@),...]

bornées, composées des fonctions déterminédes et comtinues dans le do-
maine fermé . Définissons la distance des deux points Ulgi} et Vig,)
de Vespace E*™ par la formule

(9) 6(U’V)2216n sup le,— gal

oiL }'s, est une série numérique aux termes positifs convergente, arbitrai-
rement choisie. La norme du point Ufp,} sera définie par sa distance de
Dorigine 6(0,0,0,...):

(10) 1U01=6(T,0)= 3, sup|p,|.
=1

La définition (9) vérifie toutes les conditions adniises pour l'espace
métrique.

11 est évident que la condition de Cauchy est suffisante pour la con-
vergence d'une snite arbitraire de points U1, Uy, Us,... de Pespace B,
et, par conséquent, cet espace est complet. Bn outre V'espace E™ sera li-
néaire, 5i 'on admet les définitions suivantes du produit d’un point T{p,)
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par le nombre réel y et de la somme des deux points Ulp,} et V{g,):

(11) yU=lyg},  T+V=|patga)

Soit maintenant, dans P'espace E®, un ensemble fermé § de tous les
points U{p,] vérifiant Pinégalité
(12) lpal < B.

Cet ensemble est convewe, puisque tous les points du segment rectiligne
A= T+yV,
joignant les points Ulg,} et V{g,} de S, vérifient Pinégalité
[X—=7)Pnt vgul ST =)l @ul +y1gal <B

quand y varie dans Pintervalle (0,1); done ces points appartiennent & 1en-
semble 8.

D’apres la forme de Péquation intégrale proposée (2), transformons
maintenant I’ensemble § en faisant correspondre & tout point U{tp,,,,}
de cet ensemble un point U'{%} de E™ dont les composantes sont déter-
minées par les formules

Bl 9,0 (8),0:(4),2:(9),. -]
(13)  pul@)=1 )" =
, " g Jy |
Le point U'{y,} appartient & Penserble S, si le paramdtre 4 est suffisam-
ment petit pour qu’on ait

dy (n=1,2,...,00).

N dy
(14) M| —+<R
gj ey (™ =77
ot M désigne la borne supérieure de ’ensemble des fonetions |F,}. Or
on a
L 5—1
[ W [0 o= e U1,

oy 5 o™ s—a, s—a

(13)
I
ol L est le diameétre du domaine 2, w, — I’aire de la surface sphérique
4 s dimensions .
2. )"
W= — H
T I(s/2)
en outre on a L'=L° si L>1, et L'=L si L<1. La condition (9) sera
done satisfaite si

B
(16) <
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et I'ensemble & des points transformés de S fera partie de cet ensemble.
Pour prouver, d'aprés le théoréme de Schauder, l'existence du point
invariant de la transformation (13) il faut montrer encore que la transfor-
mation fonctionnelle (13) est continue et que I’ensemble transformé S’
est compact.

Soit done dans Pengemble S une suite infinie de points { U, (¢?,¢},...)}
convergente vers le point U(g;,p,,...). On a alors

@p| =0, s v->o0.

an U, 0)= 21871 sup g, —
n=

Si |, (v}, y5,...)} est la suite de points qui correspondent aux points

U, dans la transformation (13) et U'(yp;,4,,...) correspond au point li-

mite U, on a alors pour toute valeur entiére positive de n et »

(18)
] =y lo,y,00(y :‘P~(y

oy ™

T, [ 9),2(y),-
1, (@) — "L')—-}-J n[ 24 1Y), 95 : dy.
Draprés la supposition (17), toutes les différences ¢j,— ¢, tendent unifor-
mément vers zéro dans le domaine 2 si y—>oo; en outre les fonetions F,
sont uniformément continues séparément, on peut done faire correspondre
4 tout e positif Pindice N,(s) pour qu’on ait

Ful@,y, @1 (), @2 (y)s. o 1~

si >N, (g), o N,(¢) peut dépendre de n. On aura ainsi

Fol2,9,0.(4), 22 (¥),--

(19) I (@) — v (@) <] 6 f %\lllel

wyl|™

si v>N,(¢). Remarquons maintenant que les fonctions ¢ vérifient,
quels que soient n et », l'inégalité

[wn(@)| < R.
On peut done choisir un indice ny(e) qui ne dépend que de & et qui soit
suffisamment grand pour gu’on ait '

(20) 2 & Sup |yl —

n="ng(e)+1

pal e

quel que soit ». L’indice ny(e) étant fixé, on aura alors, d’aprés (19), 1’iné-
galité

7o(e)

(21) 2, en SUD |y, —

=1

vl <[ eld
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(ol A= 2&,, ) pour u>N( &), ot N(e)=>N,(s) si n=1,2,..
résulte, d’aprén les inégalités (20) et (

.m(e). I en

(21), que
8(U,, r')~\’s suply, — pa <(1+12]14)e

si v>>N(e); done 8(U,, U')—0 si v->o0, et la transformation fonctionnelle,
définie par les relations (13), est continue dans Pensemble S.

Il reste & démontrer que I’ensemble transformé 8§’ est compact. A cet
effet démontrons que les composantes (13) de tous les points transformés,
correspondant & I'indice n fixé, sont éguicontinues, c’est-a-dire qu’s tout e
positif correspond un nombre # tel que toutes les fonctions (8), pour n
fixé, vérifient 'inégalité

(22) lp(@)—wa(@)<e, s fed'|<.

Décomposons done la différence (22) en deux parties

(23) - ,
(@) — 1 J Fyz['”;?{a?‘1(’ 1), 02 (y)s - J—F [y 0 (4) 02 (y),- .. ]

P, (@)= g oy

dy -+
1 1

- d
oyl o'yl ) -

D’aprés la continuité des fonctions F,, toute fonction F, vénfle P’iné-
galité

(24) AL FL 2,9, () 92 (¥),

+/1J'Fﬂ,[w',y,rpl(J/),lﬁz(m,- ..] (

| &
CI=Fale Y0 (9),e: (1), <’2’i
si |wx'| <7, ol le nombre positif #;, dépend du nombre positif arbitraire e.
Il en résulte, d’aprés l'inégalité (15), que le module de la premiére inté-
grale (23) sera inférieur & £/2 si jza’'|<#n,. Pour rendre la seconde intégrale
(23) inférieure & /2 en module par rapprochement des points z et o/,
remarquons que ’on a

(25) 2 [ Bl 1@, 5 0),--.]

e

(’ 1 1 )lf
oy Joyl) ™

<M|A |- L 1 a
S| g W
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Soit maintenant une sphére K de centre x située & Pintérieur du do-
maine @, et décomposons Lintégrale & droite dans l'inégalité (25) en deux
parties
(26)

J

étendues & la sphére K et & la partie extérieure 2 — K. On peut choisir
le rayon 7, de la sphére K suffisamment petit pour qu’on ait

1
_l_____ — ! dyz
lzy|= |2yl 2

1, | P
iy | f\!wyl" Iwyl“"' Y

Tyl

dy £
TR
J oyl e
en tout point &’ et pour tous les exposants a,<a<s. Le point # étant
extérieur au domaine Q — K et le rayon 7, étant fixé, on peut faire cor-
respondre maintenant au nombre ¢ un nombre #, indépendant de » et
de » tel qu'on ait

(amn

1 1 e
eyl Jo'yl™ | T 6MV A

si |za’|<<n, et ol y est un point arbitraire & 'extérieur de la sphére K;
V désigne le volume du domaine £. Finalement, d’aprés les formules
(25), (26), (27), (28), on conclue que le module de l'intégrale (25) sera
inférieur & /2 si |w2'|<y,; on aura donc
I’Pn(w)_"l’n(m’)i<3

pour toute fonction ¢, et pour tout couple de points x et z” du domaine £2,
dont 1a distance est inférieure aux nombres #,,7,. Par conséquent, les
fonetions y, sont équicontinues pour # fixé.

A chague point U'(y,,%,,...,00) de I’ensemble transformé §’, faisons
correspondre wn point T, (py,¥s,...,¥x,,0,0,0,...) dont les composantes
4 indice supérieur au nombre ¥, s’annullent, tel que on ait

(28) % <

(29) 8(U",T,) Z & SUD [P <&

n~Ne+

oll ¢ est un nombre positif arbitrairement choisi. Or P’ensemble de tous
les points U, dont les composantes au nombre finie de N, sont différen-
tes de zéro, est compact d’aprés la propriété démontrée (22) et le théordme
@Q’Arzels. Il en résulte, d’aprés le théoréme de Fréchet cité au début,
que ’ensemble transformé S’ est compdet. Toutes les conditions du thé-
oréme de Schauder sont done satisfaites et existence dang ’emsemble §
du point (g;,@,,...,00) invariant par rapport 4 la transformation (8),
c’est-h-dire Pexistence d’une solution du systéme d’équations intégrales (2)
a une infinité de fonctions inconnues se trouve prouvée.
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II. Systéme d*équations du type elliptique
Soit maintenant le systéme d’équations différentielles
AU =AF, (A, %y, Ugy Usy - .)

& une infinité de fonctions inconnues wu,(A4),u,(4),us(4),... dans un
domaine borné 2 de l'espace euclidien & trois dimensions; A4 désigne
Popérateur de Laplace.

On recherche le systdme de fonctions {u,(4)} qui satisfont aux
équations (30) & Vintérieur du domaine Q et qui s’annullent aux points
P de la surface fermée S limitant le domaine

(31) A->PeS.

On suppose que les fonctions F,(4,u;,u,u%;,...) d’'une infinité de va-
riables sont déterminées et uniformément bornées dans le domaine fermé

(32) Ae @,

(30) (n=1,2,3,...,00)

U, (4)—+0, i

[ua| <R (n=1,2,3,...,00),
et qulelles y vérifient la condition d’Holder, c¢’est-i-dire I'inégalité

(33) [Fo(d suy,1, 055 ) — Fp (A, Ty, s,y Wy
AT+ S B — T (0<p<).
s

On suppose en outre que la série numérique des coéfficients d’Holder

_—.Zk:‘

y=

-

est convergente quel que soit n.

Pour trouver une solution du probléme posé, considérons le systéme
d’équations intégrales suivantes:
(34) , (4)=

p)
—EQIG(A,B)F,.[B,%(B),uz(B)y---]dfs

4 une infinité de fonctions inconnues wu;(A4),u,(A4),u5(4),... G(4,B)
est la fonction de Green habituelle relative 4 la surface 8. On a done,
pour deux points intérieurs 4,B,

0<G(A,B)=—= —g(4

(35) 43|

1
,B

)<z’
g(4,B) étant harmonique méme si A coincide avec B. Le systéme (34)
est donc semblable au systéme (2) étudié précédemment. Les fonctions
F, sont uniformément continues, d’aprés la supposition (33). En
outre on démontre dans la théorie du potentiel, que Pestimation de

Amnnales Polonici Mathematiei IT 8
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1 continuité des intégrales de la forme (34) n’exige que la connaissance
de la limite supérieure des fonetions [F,|, donc ces intégrales forment
une famille de fonctions équicontinues. Par conségent, en repétant le
raisonnement de la premiére partie, on démontre lexistence d’une solu-
tion du systéme (34) composée des fonctions continues u;(4),u,(4),

3 (A),..., 8i la valeur absolue du paramétre 1 .vérifie- I'inégalité (16),
qui, dans le cas actuel, est la suivante:

2R
(36) MKW’

ot M désigne la borne supérieure de I’ensemble des fonctions |F,|, et
I — le diamétre du domaine 2.

Draprés la propriété de la fonction de Green, les fonctions u,(4)
satisfont & la condition limite (81). Il reste & démontrer qu’elles véri-
fient les équations différentielles (30). Or, si les fonctions continues u,(4)
satisfont aux équations (34), elles admettent les dérivées u, (A) par rap-
port aux coordonnées du point A sous la forme
W)= o (G BB B0 (B) (B)

(37) ]drg.

On sait bien que les dérivées de la fonetion de Green vérifient I'inégalité

(38) |&4(4,B)|<

¢
|4B*
(o étant une constante) pour tous les couples 4,B dans £. Done, les dé-
rivées des fonctions u,(A4) sont bornées dans le domaine £, notamment
on a

’ IZ]MO d‘L’B

(39) ltp (A)| < —— Df BT < |A| M.

Il en résulte que les fonctions u,(4) satisfont & Pinégalité
4 (4) — 14, ()| < 32| Mo L|AA],

et, par conséquent, d’aprds la propriété (33), les fonctions composées
F.[B,u,(B),uy(B),...] vérifient I'inégalité

(40) |Fn[By’“'1(B)"”'2(B),~--]“Fn[ﬁyul(g);%(ﬁ);- il
<kn|BBI*+ 3 Ky |u,(B)—u,(B)* < (kn+ 132 Mo L|* )| BBI*,
r=1
done elles vérifient la condition d’Hlder. On en tire, d’aprés le théordme
bien connu de la théorie du potentiel, que les fonctions u,(4), formant

la solution du systéme d’équations intégrales (34), admettent les déri-
vées secondes en tout point intérieur 4 du domaine 2, et vérifient le
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systéme d’équations différentielles (30) ainsi que la condition au bord §
du domaine Q.
III. Systéme du type de Volterra

On étudiera encore le systéme d’équations smguheres 4 une infi-
nité de fonctions inconnues ¢,,p,,... de la forme

f K. (w:f’/) ) d +Zf FF W2, 9,01 (4),9: ().
3 (—y)™ (z—y)™~

ol les constantes a,, sont inférieures & I'unité. On suppose que les fone-
tions K, (x,y), fa() sont déterminées et continues dans la région fermée

(42) 0<z<a,

(41)

dy =1u(@),

0<y<a,
et qu'on a f,(0)=0

Les fonctions d'une infinité de variables F,[z,y,%;,%,,%;,.
déterminées et continues dans la région

(43)

..] sont

0<r<a, o<y<a, |u,| < B, v=1,2,3,...

En outre on suppose que les fonctions K,(x,y),f. (@), Fp(,y,u,%,-. J
admettent les dérivées par rapport & la variable x dans les régions (42)
et (43) et que ees dérivées sont continues. On peut transformer le systéme
(41) en systéme d’équations

S K,(z,y)
/ (z—w)‘*%[of (@)

(44) o (y) By +

F[m7y’¢1(y)7%(y)7 -] .
s dy—foto)] = 0.

11 en résulte, par I’application de la transformation de Dirichlet, que le
systéme (41) est équivalent au systéme d’équations réguliéres

45  [Ee)e@d+i] Bly,e)ew),. Jly=1F
n=1,2,...,00) olt l'on a posé
‘o) = [ En®®)
Kﬂ(z’y)—,,f(z—w)l*%(w__y)a»
(46) Fo(2,Y,Upytay. ) = an(w’y’ul’uz"'~)

J (=)@ —y)*

]‘,,z) f(z fﬂm)uﬂdm

8
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Daprés les propriétés admises pour les fonetions K, F,,f., les fonetions
(46) sont déterminées, bornées, continues et admettent les dérivées par
rapport & la variable 2, continues dans les régions (42) et (43). Désignons
ces dérivées par K. (2,Y), fn (2), ' (2,9 ,% s, 2s,...). En dérivant les
denx cotés des équations (45) par rapport & la variable 2, et en remar-
quant que ces cotés annullent pour z=0, on peut affirmer que le systéme
(41) est équivalent au systéme

(47) KZ(Z,Z)%(Z)-I-OIKZ' (2,9)Pu(4) By +2F [2,2,01(2),92(2), - ]+

z
+10fFZ’ [:9:21(%),0:(9), - Jdy =1, (2).
1l est facile de vérifier que

K} (2)8) =Ko (#2) o -
sina,, %

En admettant que K, (2,2)740, et en appliquant maintenant la solution

bien connue de Volterra, on peut affirmer enfin que le systéme donné

(41) est équivalent au systdme d’équations intégrales

(48) %(z>=—zuf@n[z,y,%(y),%m,...m~

— 1B [2y01(2),02(2) 5 s -] —{_f;:* (#),
otr les fonctions &,, 7" ,fn" sont déterminées par les formules

S CF (5, 5ty 5 Uy - )
D&Y 3 Uy Ugy.. )= | ———p——— "N, (2,y) dy +
7 s ?’.2, 1}[ x3,7) ‘ (2,9) dy

Tyl (2 Y, Uy gy )
%n(z y) + n 19 Wiy W2y !
’ Ka(s2)

+F;(?/7y5u15u27'“)
Eo(y,9)

Fo(2,2,0, 1, ...
F,’,'L*(z,ul,ug,...)z 'n( 1%Ly Yoy )

K (2,2) !
. W@ 7 )
fn* (z) = * + g’tn 4 :L d;
Kl Dy
olt M, (z,y) désigne le noyau résolvant de
'K:LI (2,9)

N, (25y) = — Tz
e n ?
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clest-a-dire c’est la somme de la série

(50) Ra(21) = N (2,3) + 3 Nale,9),

ol

N&(Z,Q/)=nyn(zyﬂ)N¥F1(?77y)d? (No=X,).

Toutes les fonctions (49) sont bornées, d’aprés la supposition f,(0)=0,
en outre, elles sont continues dans l’ensemble fermé (43). En admettant
que l'ensemble des bornes supérieures des modules des fonctions (49),
pour n=1,2,...,00, est borné, on peut répéter le raisonnement de la
premiére partie. On considére donc dans l’espace E*, composé des suites
lgn(w)} de fonctions continues, une transformation fonctionnelle

(51) pul?) = ~zof"¢n[z,y,%(y),%(y),-..]dy—

— A (2, 91(2),92(8); - ]+ 2" (2)

et on coustate, d’aprds le théoréme de Schauder, l'existence d’une solu-
tion {%(m)} du systéme d’équations intégrales (41), le module de 1 et de
la variable 2 étant suffisamment petit. '
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