Sur I'approximation uniforme avec des noeuds

*par S. PASZEOWSKI (Wroclaw)

Dans ce travaill), je généralise le probléme de l'approximation uni-
forme qui comble, dans un certain sens, la lacune existant entre les po-
lynémes de la meilleure approximation et les polynémes d’interpolation.

Jemploierai les notations et définitions suivantes:

1. La suite {pn(t)} de fonctions continues dans 'intervalle I’ sera
appelée suite W dans cet intervalle si ’expression

kypy(8) 4 Koy () + .o + K2, (0),

pour tout n et |ky| +...+|k,|>0 a au plus »—1 racines distinctes dans
I'%),

Comme exemples de suites 9/ on a 1,i,#,... (dans un intervalle °

arbitraire), t,#,... (dans un intervalle ne contenant pas 0). Dans la suite,
on considérera les suites 9 dans les intervalles fermés.
2. On appellera polyndéme de degré n toute combinaison linéaire des
fonetions p(t),ps(8),...,p.(t) de la suite N :
Comme exemples de tels polyndmes peuvent servir les polyndmes
algébriques de degré mon supérieur & n-—1.

p:i()  Pa(?) {0 |
3. A(E381,80y.-,8;_1) = pi(s1)  p:(s)) p;(s1) ;‘
Pa(im1) Pa(8jma) - Dy(85-) |

La fonection d(t;s,,8,,...,8;_;) est un polynéme de degré j.

1) Présenté aux séances de la section de Wroctaw de la Société Polonaise do
Mathématique les 19 mars et 4 mai 1954.

*) Dans loeuvre de N. I. Achiezer [1] une telle suite est appelée suite
de Markoff, p. 94. 8i la propriété dont il est question dans la définition, est vérifide
pour un certain n, le systéme p, (t), pa(t),...,p,(t) est appeld systéme de Tchebycheff
ou systéme T (loc. cit. p. 85). Les théorémes de ce travail sont justes pour les’ gysts-
mes T ot » convenable. En se limitant aux suites 9 on avait uniquement pour but
la simplicité d’expression dans certains cas.
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4. Soit un systéme de points #,%,...,t, appartenant & l'intervalle
fermé I’ qui contient Pintervalle fixe I=[a,b]. Désignons ce systéme par
T={t1,t2,m,tm}- Les points de T seront dits noeuds.

5. @, désignera la classe des fonctions continues dans Pintervalle T,
définies dans DPintervalle I’, qui ne sont pas simultanément des polyné-
mes de degré n.

6. Pour z(t)eC,, W, (x;T) désignera la classe des polynémes de
degré n qui admettent aux noeuds les mémes valeurs que la fonetion
z(t), c'est-a-dire si v(t) e, (2;T), v(t;)=u(f) pour 1=1,2,...,m.

Dans la suite on étudiera les propriétés de 1’approximation uniforme
de la fonection continue z(t)e?, dans lintervalle I par des polyndmes
de la classe 9/, (x;T). On supposera toujours que n>m (le degré du po-
lynéme est plus grand que le nombre de noeuds).

7. La distance entre les fonctions continues x(t) et y(f) sera le nombre
@

8(,y) =max|a() —y(®)].
tel

8. La distance de la fonction #(t) & la classe 9, (2;T) sera le nombre

& (@;T)= inf &(z,).
veWa(@:T)

9. On appellera polyndme de la meilleure approximation de la fone-
tion, ©(t)eC, dans la classe W, (2;T), le polyndme w (t)eW, (z;T) tel que
S(@,w) =&, (x;T).

10. Partout, ol il n’y aurait pas confusion, on écrira 9, au lieu
de 9, (x;T), et &, au len de &,(2;T).

Dans ce travail je démontre I’existence du polyndme de la meilleure
approximation et j’examine certaines de ses propriétés pour » fixé. Ces
problémes ont été étudiés par Bernstein ([3], p. 5-6) mais au cas seule-
ment, ot T/ IntI=03%). Il obtient de cette maniére une entiére analogie —
également dans les démonstrations des théorémes & Papproximation
sans noeuds. Comme il s’avérera (voir par exemple le théoréme 2), on ne
peut obtenir cette analogie dans le cas général. Je n’examine pas le‘s
problémes aux limites comme par exemple: Vévaluation de ¢, pour di-
verses clagses de fonetions continues, la convergence de la suite de poly-
noémes de la meilleure approximation ete. Des théorsmes que j’ai démon-
trés sonb en partie analogues & des théorémes connus, entre autres de
Bernstein sur l'approximation des fonctions continues par des polynd-

3) Le symbole 4 ~B désigne le produit des ensembles 4 et B, le symbole AUB,
leur somme.
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mes, et constituent une généralisation des résultats classiques de Tche-
bycheff, Borel et de la Vallée Poussin.

THEOREME 1. Pour toute fonction z(t)eC, et tout T, il ewiste dans
Ul (2;T) un polynéme de la meilleure approzimation.

Démonstration. I1 s’agit de démontrer avant tout que la classe 9y,
n’est pas vide. Or ceci résulte du théoréme démontré par Achiezer?) que
pour m (m <) points distinets %,,%,,...,%, la matrice

p1{t) Pa(ty) - pa(ty)

P1(ta) Da(ts) Pn(ts)
-------- |

D1(tn) Paltn) v Pulty) |

est d’ordre m. Done, si par exemple le déterminant
8

D1(t1) (1) «.. Plty)
P1(ts) Po(ts) o Pnlts) £0,
pl (tm) P2 (tm) oo P (tm)

on calculera %,,k,,...,k, du systéme d’équations

Bipr(t) +Eapa(ty) + -+ Enpn(t) =2(h),
Eypi(le) +Fapa(le) 4o 4 B Dm(t) =2 (%),

on admettra %y, ,...,k, égaux & 0 et Y k;p,(f)eW, (x;T
i=1

le théoréme de Borels), la démonstration de Pexistence du polyndme de
1a meilleure approximation consiste & prouver que la limite d’une suite uni-
formément convergente de polyndmes de degré donné (dans ce cas, de po-
lyndmes de la classe 9¢,) doib &tre un polynéme du méme degré (un poly-
néme appartenant & 9J,). Je ne donnerai pas cette démonstration en
raison de son entiére analogie & celle du théoréme de Borel.

Remarquons qu’en se limitant &
qui ne sont pas des polyndmes, on avait pour but d’éliminer le cas banal
olLe, = 0. Ainsi done, pour toute fonction z(t) ¢ @, et tout systéme de noeuds
T, e,(2;T)y> 0.

). Comme dang

4) Voir N. I. Achiezer [1], p. 81.
®) Voir E. Borel [4], p. 82. Voir également I.P.Natanson [6], p. 48.

Papproximation des fonctions z(f) -
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La continuité de la fonction #(t)eC, et du polynéme v(t) €4, implique
lexistence, dans I'intervalle 7, d'un point dans lequel |o(t)—= (1)) atteint
le maximum égal & 6(w,).

11. Un tel point est appelé (e) point; en particulier on I'appelle ()
point §i

o(t)—a(t)=6(x,v),
et (—) point si

(t)—a(t)=—0d(z,v).

12. L’ensemble de tous les (¢) points porte le nom dalternance de Tche-
bycheff du polyndéme v(t)*).

13. Tout intervalle fermé est appelé (e) intervalle s'il contient un (e)
point. Dans le cas contraire on Pappelle (f) intervalle.

Le théoréme ci-aprés qui constitue une généralisation du théoréme
de Tchebycheff, élargi plus tard par Bernstein sur les suites W(7),
exprime un caractére de l'alternance du polyndme de la meillenre
approximation.

THEOREME 2. Si w(t) est le polyndme de la meilleure approxzimation
de la fonction x(t)eC, dans la classe V) (x;T), il existe, dans Vintervalle I,
un systéme Az{al,az,...,al} de 1 (e) points (a<<a,<...<ay) tel qu’avec
les notations

1 y{t)y=wt)—a(t),

2 S=A4A, ={81,8<7, SSumly 08 §<8 <. <Sppm

3 =gy

4 ( ) signy(s,),  n=signy(s;)+n; . (signly(s;)|—1)
pour §=1,2,...,1+m, le nombre de changemenis de signe dans la suite
N1y Tgye 1y NE 800 Pas moindre que .

Démonstration. Soit & Pintérieur de I un systéme de noeuds
Bytayeneybny (B<ty<l...<ty,) et s0it

I():[a:tl]7 Il‘_‘[tlzt2]7 LERF] Iml:[tmlsb]'

11 résulte de la continuité de la fonction y (f) dans Iintervalle I que chacun
des intervalles I; peut &tre réprésenté sous la forme

Ij:—‘I:,-;quu en

o Likyy

ot Ijy,Ip,..., I, sont des intervalles fermés, aux intérieurs disjoints,

numérotés sulva,nt la grandeur des extrémités et tels que
7) Voir 8. Bernstein [3],

% Voir I.P. Natanson [6], p.51. p. 3 et 5.
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19 chacun d’eux ne peut contenir qu’un genre de (e) points tout
au plus ((4) points ou (—) points) et seulement en son intérieur
(& Pexception peut-étre des points & et b qui peuvent étre des (¢) points
et ne se trouvant & lintérienr d’aucun des intervalles I,,1,,...,I, ),

20 deux intervalles voisins ne sont pas simultanément (e) intervalles
ni (f) intervalles,

3% des (e) intervalles du méme genre, c’est-d-dire des (¢) intervalles
qui contiennent le méme genre de (¢) points, ne sont pas limitrophes
d’un (f) intervalle dans Pintervalle I,

4° chacun des intervalles IOI,IG,‘,O,III,...,I,,,leml, n’est pas (¢) inter-
valle si son extrémité est un noeund.

Parmi les intervalles I,,Ip,...,I5, distinguons les (¢) intervalles
By, By, By,. 11 résulte de la division ci-dessus de I; que

BpnBp=...=By_ Ty =0

et que By et E; ., (k=1,2,...,;,—1) ne sont pas des (¢) intervalles du
méme genre.

Définissons le systéme 4 comme contenant exactement un (¢) point
de chacun des intervalles Ey,Ey,..., B, (en dehors de cesintervalles
iln’y a pas de (¢) points). Il faut démontrer que le nombre de changements
de signe dans la suibte 9;,7s,.. ., %, (on 1o désignera dés lors par (x)) cor-
respondant an systéme 4 ainsi défini n’est pas moindre que n.

Dans chaque intervalle I;, on choisit un point entre tous les deux
(¢) intervalles consécutifs, ce qu'on peut inscrire en symboles

E51<911<Ejz<---<sz,_1<Ejz, (f=0,1,...,my)

et on introduit une numération uniforme de ces points dans tout 1'inter-
valle 1. Etablissons que ces points sont g;,¢,,...,¢,. Considerons & pré-
sent les noeuds. Soit #,eT et ty=s,. Sis;., e eb yn.,1=—1, au noeud f
on fait correspondre le point appartenant & lintervalle I, (qui par la
quatridme propriété de la division I — n’est pas un (¢) intervaile). On
a ainsi les points 7,75,...,7.
Soit
u(t)=ﬁ‘d(t§q“%’---7QZ'at17t27--'7tm:7'1;7'27"'1’"m');

|#]|=1 et on choisit le signe ¢ de maniére & ce que dans le (¢) point a;=s,
appartenant & lintervalle Hy, le signe de w(t) soit le méme que celui
de y(t).

A présent en examinera le signe de u(f) dans tous les autres (e) points
en profitant de la remarque que les seules racines de w(f) sont les nombres
Gy Qas-os Qusbistayeeoylys Py 7ay. .y 7e €6 que u(f) change de signe au pas-
sage de ¢ par chacun de ces nombres, §'il se trouve 4 l'intérieur de l'inter-
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valle I'%). A chacun des points g,g,,...,q, correspond un ¢hangement
de signe dans la suite (%), car ce point se trouve entre les (e) intervalles
de gerre divers, ¢’est-h-dire entre deux points A dans lesquels Ies signes
de la fonction y(¢) sont opposés. On profite ici de nouveau du fait que
pour s;ed, n,=signy(s,).

Par contresis;eT, n;=—mn,;_,, ainsi donc & chacun des noeuds tiytayeeestm
correspond un changement de signe dans la suite (7).

Enfin, il resulte de la définition des points 7y,7,,...,7, qu's chacun
d’eux correspond également un changement de signe dans (7). Inversement,
4 chaque changement de signe dans cette suite correspond une autre
racine du polynéme u(t), notamment lorsque

s; 64, Sip1€4  —un des points ¢,9,,...,4,
s;el, 8,064 —un des points 7y,75,...,"0,
8;1€T  —un des points #;,4,...,0,.

Donc le nombre de racines du polynéme u(f) est égal & celui
des changements de signe dans la suite (5). On le désignera par la lettre 2.

De plus le nombre de racines de %(t) dans chaque sous-intervalle de
Lintervalle I est égal & celui des changements de signe dans la partie de (7)
correspondant aux nombres du systéme § qui appartiennent & ce sous-
-intervalle. C’est pourquoi entre les intervalles Ky, et By il y a autant de
racines de u(t) et autant de fois u(f) change de signe, qu’il y & de chan-
gements de signe dans la partie correspondante de la suite (7).

Considérons la suite

(Y] 0+#signy (sp), signy(spy1)y -+, SigNY(8)#0,

ol s,=a,€ By, s, By, Sidans la suite (1) il n'y avait pas de zéro, c’est-
-3-dire si dans la suite s,,5,,1,...,8, il 1’y avait pas de noeud, il est clair
que le nombre de changements de signe dans la suite (1) serait le méme
que dans la suite 7,,%p 1517y, b les signes de u(sy,) et y{sy) seraient
identiques.

En plagant un noeud entre les points s;,8;,, de la suite s,,8,01,. 58y
on ne modifie pas le nombre de changements de signe dans la suite (1)
et on provoque dans 1a suite 7,,%,415-- 3%,y S0it un supplément de 2 cha:n-
gements de signe (lorsque #;=17;,,), s0it le maintien de la méme quantité
de changements de signe (lorsque 7;= —17;,1)-

Oest pourquoi dans le cas général, lorsque parmi les nom'bres‘ Sy,
8py1yeesSp 86 trouvent des noeuds, le nombre de e?langements de signe
dans la suite (1) et celui dans la suite 7,,7,41,- - -, 7y ditférent d’un nombre

%) Voir N. I Achiezer [1], p.85-86.
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pair, d’olt les signes de u(s,) et y(s,) sont égaux. Ainsi done les signes
des fonctions y(t) et «(¢) sont conformes dans tous les (e) points.
. my 4
Soib E:UﬂkUI_E'jk. Le polynéme u(f) ne s’annulle dans aucun (e)
o k=
intervalle et c’est pourquoi (¥ est un ensemble fermé)

moin |% (8)] =u,> 0.
teB
En outre, soit

max |[u ()] =1, max |y (t)|=y,<<e,,
tel telE

car dans les (f) intervalles dont la somme est ’ensemble I—2 il n’y pas
de (e) points. Il résulte de la premiére propriété de la division I, que

(2) max max [y (') — y (1) =4, < 2e,.
ik tteln

) Posons gzmin.((en—yl) 25, (26, — Y5) /2u2) et considérons la fone-
'thIl y(t)—gu(t). Si By est un (e) intervalle contenant des () points,
il résulte de la formule (2) pour teHy,

£, — Y <Y (1) <ep,

et en méme temps (les signes des fonctions w(f) et y(t) sont les mémes
dans les (e) points) u,<<wu(t). C’est pourquoi

—Ep<<— % Yo En— Yo — Py SY(B) — g (8) S — g1 << 6.
De méme, si Ej contient des (—) points, |
—aSYO<Y—a,  uH)<—u,
< — eIy (1) —gul) <y — &+ gu < % Uy <&y
C’est pourquoi dans 1’ensemble F

() [y (1)~ gu (8| < &
Paxr contre pour teI—F

YOOIy O+ OI<s+ 5 (enm3:) <on,

@0t Tinégalité (3) est juste dans tout Dintery :
valle fermé I. -
lement Décrire sous la forme On pent fgi-

(4) fw () — gu (8) — @ ()| < &
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Puisque

w(t)—gu(t)=w(t)=x() pour i=1,2,...,m

et le degré du polyndme u(t) est égal & 241 (= désigne la quantité de chan-
gements de signe dans la suite (7)), alors

w(t)—gu(t) €Wy (2;7).

De (4) et de la définition de e,, il resulte que z+1>n, c'est-a-dire 22>n,
ce qu’il fallait démontrer. ‘ )

Deux corollaires résultent du théoréme 2. .

COROLLATRE 1. D'alternance de Tchebycheff du polyndme de la meilleure
approvimation z(t)eC, dans la classe VW, contient au moins n—m-+1
points.

En effet, puisque dans la suite () on a, en vertu du théoréme 2,
n changements de signe, elle se compose — et par la méme P’ensemble §
également — d’au moins n.+1 nombres. Dans ’ensemble 8 il y & m noeuds,
done au moins n-+-1—m (e) points.

COROLLAIRE 2. Pour n>m--m,, Valternance de Tchebycheff dw poly-
néme de la meilleure approvimation x(f)eC, dans la classe W, contient
des () et (—) points.

m, désigne, comme dans le théoréme 2, le nombre de noeuds contenus
3 Dintérieur de Pintervalle I. De la démonstration du théoréme 2 on
sait au sujet du systéme 4 que a; et a;,; appartenant 4 4 ne sont pas des
(e) points du méme genre 8’1 1’y 2 pas de noeuds entre eux. Soit n>m-+m;.
La quantité d’éléments dans Ia suite (4) égale & 1+ m ne doit pas étre
inférieure & n-+1. Dot I+ mznt+1>m+m+1 et I>m,;+1, c’est-a-dire
1>>m,+2. (Pest pourquoi dans Pintervalle T il y a au moins 2 (e) points
non separés par un noeud — done 1un d’eux est un () point, 1’autre
un (—) point.

11 est facile de citer des exemples prouvant que Ton ne peut renforcer
le théoréme 2, c’est-a-dire plus strictement, qu’on ne peut en général
borner & gauche le nombre de changements de signe dans la suite (1) par
un nombre plus grand que n. Considérons notamment Ia suite 9: 1,8,%,...
Soit T=1I'=[—1,1] et T=11/2}. Pour la fonction

. - 1
(5) ’ w(t)‘= m&X(O,E’—m)

le polynéme de la meilleure approximation dans la classe W, (x5{1/2})
est le suivant: . = - - -

V32 21/2+ 1 1
w(t):l 2V (H— ]2+ )(t'g)
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fi(t)—x(t)| atteint un maximum égal & (1-4-}/2)/8 aux points a,=—1//2,
a,=0,a,=1. Bt —1/}/2 est un (+) point tandis que 0 et 1 sont des (—)
points. On a‘ ici Sz{_‘1“/270’1/271};"102—17771:1, m=—1, n3=1,
n,=—1, et il y a 3 changements de signe dans la suite (), c’est-a-dire
que l'alternance se compose de n—m-+1=3—1-41=3 points; on ne
peut donc également renforcer le corollaire 1. Considérons encore le po-
l/ynéme de la meilleure approximation de la fonction (5) dans la classe
Wy(zs{—1/2,1/2}) et dans Vintervalle I=[—1,1]

‘ w(t):%(—i——tg).

(6)

On a iei n=4, n=m;=2, n=m+m,. Puisque I'alternance du polyndéme
(6) ne se compose que de (—) points, on ne peut également renforcer
le corollaire 2.

THEOREME 3. Pour toute fonction ®(t)eC,, tout n>>m et tout systéme

df; noeuds T' il exisie exactement un polyndme de la meilleure approxima-
tion dans la classe ), (w;T).

Dém.onstramiong?. Supposons que w, (t) et w,(t) sont des polynémes
‘de la meilleure approximation de w(t)e@, dans la classe O,

le(t)"w(t)l<6n’ Iw2(t)_w(t)|<8n'
De 14 également
[w () — 2 (f)| <&,

ol w(t):Ewl(t)+w2(t)]/2. La fonction w(¢) est done aussi un polyndéme
de la mel‘]leure approximation, car évidemment w(t)e9s),. Il résulte
du corollaire 1; que-le polynéme w(¢) posséde une alternance composée
de n+1—m Doinbs a,@y,:..,0,,,_,, dans lesquels

[w(a;)—2(a))| =&,

et linégalité

(j=1,2,...,n+1—m);

7 [0 (@) —@(a))[<ep
implique que
Jwy(ay) — 2 (ay)| = |2 [W(wf)—~m(d;)]— [y () — 2(a,)]|

o B =2~ wy(a;) — v (a;)| > &,

lwy (@) —w(a)| = et |wy(a)—w(ay)|=e,.

®) La méthode de démonstration ¢ i
b 55 (ihdortne? comme dans le travail de I. P. Natanson [6],

©
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C’est pourquoi les (¢) points du polynéme w(?) sont en méme temps ceux
des polynoémes w,(t) et w,(f) et du méme genre, car si par exemple

wy(y)—2(g)=e, b wy(@)—aw({g)=—¢,,

alors w(a;) —x(a;)=0. Done

wy (@) —wy(a;)=0 pour j=1,2,...,n+1—m.

Fn outre .
wy () — o (t) =w, (4;) — () =0

pour ¢=1,2,...,m.

11 en résulte que le polynéme w,(t)—w,(f) possdde en tout n4-1 racines,
et de 1a définition de la suite 9 il est identiquement égal & zéro, ce qu'il
fallait démontrer. )

On démontrera & présent une certaine propriété de la suite ). Mais
donnons auparavant quelques définitions.

14. On appellera %, racine simple du polyndme

v (t) = 7‘lel (t) + kzpz (t) +' hid + knpn(t)7

ott [ky|+...4|k,|>0, si-0(f)=0 et () change de signe au passage de i
par t,. On appellera t, racine double du polyndme o(t) si v(f,) =0 et v(f)
ne change pas de signe au passage de i par f,. En cherchant le nombre
de racines du polynéme v(t), on ecompte une fois les racines simples eb
deux fois les racines doubles.

THAOREME 4. Tout polynéme v(t) de degré n posséde duns Pintervalle
I' au plus n—1 racines en tenant compte de lewr multiplicité définie dans
14%),

Démonstration. Supposons que le polyndme o(t) de degré n
n’ayant dans l'intervalle I’ plus que n—1 différentes racines ait en méme
temps n'>>n racines en tenant compte de leurs multiplicités (on voit que
n' <2n—2).

Ainsi done le polyndme »(f) a n'—2 racines gimples et une racine
double, ou »'—4 racines simples et 2 racines doubles, ..., oun'—2[n’[2]
racines simples et [n/2] racines doubles™).

Dans lentourage de chaque racine double le polynbéme »(f) est non
positif ou non-négatif. Soient ¢i,gs;s-« s dn les racines distinetes du poly-
néme (1) ((1<q<rv.< o) S0LEDE Gy 3 Ty -+ -1 Iy les racines doubles (égale-
ment ordonnées selon la grandeur). A chaque couple de racines conséeuti-

10) Pendant que ce travail était imprimé, j’ai trouvé que le théoréme 4 esb
connu. Il a été trouvé par S. Bernstein ([2]. D. 8, lemme 1). La preuve donnée
dans ce travail est un peu différente et le théordme est necessaire pour obtenir les
autres résultats de ce travail.

1) [t] désigne une partie entidre de 1.
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ves doubles, dans l’entourage desquelles le polynéme () a des signes
dlf.férents on fait correspondre un point situé entre eux. Appelons ces
points 71,7, ..,7;. Puisqu’il y a au plus [»'/2] racines doubles, k< [n'/2]—
—1ig<n—1]—1=n—2. Soit

w(W)=0d(E;71,75,...,72),
ol # égale 1 ou —1. On choisit & de maniére que le signe de %(qy,) soit
le méme que le signe du polyndéme v(f) dans l’entourage dr,- Posons
a'=gy, b'=q,.,, (intervalle I'={[a’,b’']) et soit

h

h= min max |v(z)|, =
U

0<En” be[Qe, Q5411

w=max |u(t)|,

tel’
Le polyndme u(t) est de degré k+1<<n—1, done le polynéme v(t)—gu(t)
est de degré n. En vertu du lemme d’Achiezer, cité dejh dans®), le polynéme
%(t) change de signe au passage de ¢ par chacun des points 7y,7y,...,7,
et c’est pourquoi dans des enfourages suffisamment petits des ra,cinec;
doubles de v(¢) (g, qx,s- -+ ¢s) le Polyndme u(t) a le méme signe que le
polynéme v (¢). Calculons le nombre des différentes racines du polynéme
2(f)—gw(t). Soit d’abord g une racine simple de »(t). Dans les intervalles
(¢i-158), (2:,G:41) existent respectivement des points ¢f,q), tels que
[o(g)|=lv(gi"}|=h (ceci résulte de la définition de k) et v(g:)v(g;) <0
Puisque ' '
»’

‘5>0

v(q:) [2(g5) — g4 () 1> 12~ ghu(gf) > h* —
et analogiquement
v(¢) [o(gl) —gu(g;)]> 0,
alors

[v(g)—gu(g)1[v(g' ) —gulg)]<0

et la r?.cine ‘du polynéme v(¢)—g-u(?) se trouve entre ¢, et g.'.
Soit maintenant ¢; une racine double du polyndéme v(t), et que dans
m; er;izourag];e de g;, les valeurs du polynéme »(f) soient, par exemple, non-
-negatives. Dans les intervalles (g;_,,4;), (¢;,q,.,) existent i N
tels e o2y mola) e i1 @) (855 8541) ent des points ¢;,g;
On a successivement

w{g)=>0,  v(g)—gulg)=—gulg) <0,
ﬂ(aé)—gu<q})=h—gyu(q})>% >0,
i’ m rr h
2(g ) —gu(g)=h—gulg )23 >0
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(est pourquoi dans lintervalle (g;,q;’) se trouvent deux différentes ra-
cines du polyndéme »(f)—gu(t). Ainsi done & chaque racine simple du
polynéme () correspond une autre racine .du ‘polyné,me‘ v(t)—gu(t);
4 chaque racine double de v(f) correspondent 2. racines de v(t)—gu(f)
(différentes — il est clair — pour chaque racine de »(t)) et le polynéme
v(t)—gu(t) a n' différentes racines, c’est-a-dire d’aprés la définition de
la suite W
v(t)=gu(t).

Ceci est cependant impessible, du fait que u(f) n’a pas de racines
doubles et ¥(t) en a au moins une. Ainsi done le polyndie v(f) a réellement .
au plus n—1 racines en tenant compte de leur multiplicité.

Le théoréme 4 montre comment les polyndmes examinés dans ce
travail sont une généralisation naturelle des polynémes algébriques et sert
3 démontrer le théordme suivant. La premiére partie de ce dernier con-
stitue une généralisation du théoréme de la Vallée Poussin®), la deuxiéme
généralise le théoréme de Tchebycheff et est la réciprocité du théoréme 2.

TEEOREME 5. Soient une fonction x(t)eC, et un polyndme v(t)eW,.
Soit y(t)=v(t)—x(t). Soit A={ay,as,...,a} un systéme de poinis apparte-
nant & DVintervalle I, dans lesquels y (1) est non nul (@< ay<...<ay).

Soit S=ACT={81,8,-,8,m}, 0% 8, <8< .81 - 08 enfin ay=sp,

no={—1)" signy(sy),

ny=signy (s;)+n;_a(signly (s)|—1)  pour j=1,2,...,14-m.

8i

1 f‘/(sj)y(si+1)<0 pour §j=1,2,...,l4+m—1,

2" l¢ nmombre de changements de signe dans la suite 71,%ay--+yMi4m
. n'est pas moindre que n,
alors
' e (@3 T) 2> mmin [y (a5)| .

I<igl

8i en outre

3" y(a)|=6(z,2) pour 1=1,2,...,1,

alors 8(m,v)=-¢,(x;T), Cest-a-dire v(t) est un polynéme de la meilleure
approzimation de x(t) dans la classe W,.

12) Voir C. de la Vallée Poussin [7] et 8. Bernstein [3], p. 4-5.
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Démonstration®). Supposons — en dépit du théoréme — que
&, (2;T) < min [y(a;)|, c’est-b-dire qu’il existe un polynéme u()e)y,,
Igig
pour lequel 8(z,u)< min [y(a;)|. Soit 2(f)=wv(f)— u(t). De 14

1<igl
2(a)=v(a;)— u(@;) =y (a;) —[u(a;) — z(a;)]

et puisque |u(a;)— 2 (@) <d(x,u), le signe de 2(a;) est conforme au signe
de y(a;). La suite signy(s)), signy(sy),..., signy(s;,,) sera désignée par
(y) et la suite 5;,7,,...,%.m Par () — comme dans le théordme 2. Bxami-
nons plus en détails la méthode de formation de la suite (7).

Si s;ed, alors n;=signy(s;) et si s;¢ T, alors n;=—x;_;. Done la suite
(n) est issue de la suite (y) en laissant dans cette derniére les nombres
différents de zéro sans changement et en y changeant les zéros en mnom-
bres 1 et —1 de manitre que le zéro figurant dans (y) apreés
signy(s;))#0 devienne #;,,=-—signy(s;), le zéro suivant (sl existe)
devienne ;.= —n;,,=signy(s;) etc. Si a;=3s,;, alors .

7y ="8igny(s,).

8i p>1, cest-d-dire s;=t,,...,8,_, =1, ;, alors

7= (—1)" signy(s,), M=oy +vey Np_1=—Np_3,

Np=—1p_1=8igNY (8,

c’est-i-dire les nombres #;,7,,.:.,9, ont tour & tour les valeurs 1 et —1.

Ainsi par exemple de la suite (y) aux signes 0,0,—,4,0,0,+,0,4
découle une suite () aux signes —,-+,—,+,—, 4,4+, —,+.

Remarquons encore que I’hypothése 1° n’est pas trés nécessaire mais
elle a été faite pour simplifier les considérations ultérieures. On peut
rayer du systéme A certains points de maniére que la premiére hypothése
soit remplie sans diminuer le nombre de changements de sighe dans la
suite (7).

La premiére partie du théoréme (avec les hypothéses 10, 29) sera
établie si on démontre que la fonction #(f) a au moins autant de racines
quil y a de changements de signe dans la suite ().

Considérons tous les genres possibles de successions de signes dans
la suite (y).

1) La méthode de démonstration comme dans le travail [6], p. 86 (théo-
réme 4).
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Les cas suivants peuvent avoir lieu:

1. +; - (011 "’+ )7

2a. +,0,+ (ou —,0,—),
2b. +,0,0,— (ou —,0,0,4),
2e.  +,0,0,0,+ (ou —,0,0,0,—),

4 la fin de la suite

4a. +,0 - (ou —,0),

4b. +,0,0 (ou —,0,0),
an début de la suite

5a. 0,4+ (ou 0,—),

5b. 0,0,+ (ouw 0,0,—),

Pour leur examen on profite du fait que signz(a;)=signy(a;). Dans
le cas 1 an changement de signe dans la suite () correspond wune
racine de la fonction z(f), car les nombres z(s;) et z(s;,;) sont de signes
différents.

Dans le cas 2a (on examine analogiquement 2b, 2¢,...)

Signy('s'i) =0, Sign?/(sj-)-l) =1.

Lorsque ¢ passe par §;, la fonction 2(i) ou bien ne change pas de signe
et s; est une racine double, ou bien elle change de signe et dans P’intervalle
(85_158;41) existe une racine z(t) différente de s;. Puisque

signy(s;_,)=1,

fi_1=1, n=—1, Nip1=1,

ici anssi & chaque changement de signe correspond une racine z(t). Dans

le cas 3a, lorsque
signy(s;_,)=1, signy(s;)=0, signy(s;,)=~1

et N

Nip1= -1,

ni_1=1, 7i=—1,

au changement de signe qui survient dans cette partie de (), cor-
respond une racine s; de la fonction 2(¢). Dans le cas 4a aux signes -+,0
g
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dans la suite (y) correspondent les signes +,— dans la suite () et an
changement de signe correspond une racine de z(t), car cette
fonction en tant que différence de polyndmes de la classe ¢, s’annulle
dans les noeuds. Enfin dans le cas 5 il y a au moins autant de racines
que de changements de signe dans (), car si par exemple (cas 5a)

signy(s;)=0, . signy(sy)=1,

il découle de la définition de la suite (7)

m=—1,. =1

D’aprés ’hypothése 29, la fonetion z(?) a donc » racines en tenant
compte de leur multiplicité définie dans 14, done z(t), en vertu du thé-
oréme 4, est identiquement égal & zéro et v(t)=wu(t), ce qui,conduit & une

contradietion, car 8(x,u)<<min |y(a;)| et évidemment 6(x,v)=min [y(a;)].
1<igl Tgigl

Si de plus (hypotheése 3° ) |y (a)| = 6(z,») pour i=1,2,...,1, alors
en(@;T)=26(2,v). De 1a et de la définition ¢,(2;T) on obtient 'égalité de-
mandée e,(z;T)=0d(x,v).

Le théoréme 3 garantit en outre que v(t) est le seul polyndéme de la
meillenre approximation de x(f) dans 97,. :

Le théoréme 5 est pratiquement important car avec le théoréme 2
il permet toujours d’établir si le polynéme examiné »(t) est celui de la
meilleure approximation dela fonction x(t) ounon—naturellement lorsqu’on
peut. tudier la différence y(f)=wv(t)—x(t). En outre de I’étude du poly-
noéme remplissant les hypothéses 1° et 2° du théoréme 5, on obtient cer-
taines informations sur e, (2;7). :

Utilisons ce théoréme comme exemple pour la construction de po-
lynémes algébriques, de degré » sans terme Ilibre, avec le coefficient de "
égal & 1, rapprochant le mieux uniformément 0 dans l'intervalle [0,1].
Considérons la suite Yz 1,t,8,...

THEOREME 6. Le polynéme algébrique de degré n rapprochamt le
mieux 0 dans Vintervalle [0,1], avec le coefficient de " égal & 1, Sexprime
comme Suit:

(7) . Wy, (t)=91_n(1-‘ !Zu)hn co8 [ﬂ' are cos ((1_ Qn)t’I' Qn,” )

o g,=cos ((2n—1)m/2n}.

Démonstration. Considérons le polynéme de Tchebycheff
2'~"cos(n arc cost) rapprochant le mieux uniformément 0 dans [—1,1]
parmi les polyndmes de degré n avec le coefficient de " égal & 14), On
change Pintervalle [g,,1]; c’est-i-dire Pintervalle & partir de la plus

14) Voir I. P. Natanson [6], p. 63.
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petite racine de ce polynéme & 1, en intervalle I=[0,1]. En divisant
par (1—g,)" pour maintenir le coefficient de ¢" on obtient le polynéme
(7). De la définition de g,, on obtient tout de suite

w, (0)= _n(l —n)”

Pour appliquer le théoréme 5 remarquons que la solution du pro-
bléme posé equivaut & trouver un polyndéme algébrique de degré n—1
de la meilleure approximation de la fonetion t* pour I=I'=[0,1] et T= {0},
c¢’est-4-dire un polyndme, au sens de la définition 2, de degré n. On appro-
xime donc " dans la classe 97, (t;]0}).

Llalternance du polynéme (7) se compose de n points a;,ay,...,4,
(0<a;<...<ay), car Palternance du polynéme de Tchebycheff se compose
de n-1 points et la transformation de I'intervalle n’a éliminé qu'un d’eux,
notamment —1. Cest pourquoi S={0,a;,a,,...,4,}.

Puisque les points de Palternance sont tour & tour des () et (—)
points, la suite (n) prend la forme

B,—0,9,...,(

! cos(n arc cos q,)=0.

—1)"4 (#=1 ou -1)

et les changements de signe dans cette suite sont au nombre de n. Clest
pourquoi en vertu du théoréme 5, le polynéme (7) est celui de la meilleure
approximation de zéro dans intervalle [0,1].

Du théoréme 6 il résulte que

&, (1"3]0}) =2" (1 — g,) " =2"""[con (s [4n)]7*".

Puisque 2™ est la distance du zéro du polynéme de Tchebycheff
dans Dintervalle I, I’égalité
Lim 2"~ 1e, (15 {0}) =1
R-—> 00 -
montre que pour des 7 suffisamment grands, ’approximation de zéro
au sens ordinaire et I'approximation de zéro avec un noeud donne prati-
quement la méme erreur.

Et voici les polyndémes (7) pour n=1,2,3,4:

w,(t)=t,

wy()=F— (2} 2 — 2)t~— 0,8 849"1 471,

ma(t)=3 313(2—13)f+6(1—1y )t
£—1,392304845 4 £+ 0,430 7806183 £,

w4(t)=t4+[12+8 V2— (844} 5)1 °]ﬁ+
+ [178-126 2 — (96 + 687/2)}/12 + "] -+

+[740+ 52412 — (400 +284)'2 1/ /2 +
At —1,920867 740287+ 1,113475393 T —

0, 183483370315
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les distances respectives sont de

e (b;{0})=1 @' =0,5),

& (3]0}~ 0,172 (2'7%*=10,125),
&(t*;{0}) ~ 0,0385 (2'7%"*~0,0313),
& (t;]0)) ~0,00912  (2'7*"*~0,00781).

Dans Pexemple sus-cité d’application du théoréme 5 on a profité
des polynémes de la meilleure approximation sans noeuds. C’est une mé-
thode non typique car la transformation de l'intervalle d’approximation
provoque un changement de la fonction approchée. Du reste, on sait
bien que c’est uniquement pour les fonetions trés simples qu’on parvient
3 trouver le polyndme de la meilleure approximation sans noeuds, et
d’autant plus avec des noeuds.

Cest pourquoi le théoréme B permet de vérifier si un polynéme est
celui de la meilleure approximation, et non pas de chercher ce dernier.

En ce qui concerne le théordme 6 remarquons que A. Markoff a donné *5)
les conditions nécessaires et suffisantes, pour que le polyndme algébrique,
dont les coefficients vérifient une relation linéaire — en particulier le
polynéme admettant une valeur donnée en un point donné — approxime
le mieux zéro dans Pintervalle [a,b].

Cependant ces conditions ne conviennent pas pour la recherche
effective d'un tel polynéme, en outre leur portée est trés restreinte puis-
quelles ne se limitent qu’aux polyndmes algébriques et & approximation
de zéro. (Pest pourquoi les théorémes contenus dans ce travail sont pra-
tiquement & mon avis meilleurs.
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