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"Ly, Ly,..., L, et ne les coupant pas.

Probléme non linéaire d’Hilbert pour le systéme
de fonctions

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

Introduction. Soit dans le plan de la variable complexe un ensemble
de p lignes fermées de Jordan Ly, L,,..., L, n’ayant pas de points communs
et entourant les domaines disjoints
81,82,...,8, (Fig. 1).

Soit en outre une ligne fermée de
Jordan L, entourant toutes les lignes

Désignons par §; le domaine infini,
situé & Vextérieur de laligne I, et par
8% le domaine limité par la ligne I,
et les lignes L;,L,,...,L,.

Le probléme aux limites d’Hilbert,
posé et résolu dans un cas particulier
par Hilbert en 1905, comsiste en la Pig. 1
détermination d’une fonction de la va-
riable complexe @(z) holomorphe & Pintérieur des domaines 8,8y,
87,85 ,...,8; séparément et dont les valeurs limites satisfont A la
relation lindaire donnée

1 PF)=GH) D™ () + g(t);

@ (1) désigne la valeur limite de la fonetion @ (z) relativement au domaine
8+ au point ¢ du bord ’

() D=Ly Ly+Ly+. ..+ L,

du domaine S'; @ () désigne la valeur limite de la fonction & (2) relati-
vement & la région

(3) 8 =8 487 4.8

an point ¢ du bord L. Yes fonctions ¢ (1), g(t) sont données ot détermindes
en tout point ¢ du bord L; on suppose que G-(1)0 partout.

Le problame était résolu dans le cas général d une fagon immédiate
sans Pemploi d’équations intégrales, mais en Stant basé sur les proprié-
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2 W. Pogorzelski
tés de Pintégrale du type de Cauchy, dans une suite de travaux de T. Car-
lemann [1], F. Gachow [2], J. Privalov [3] et B. Chvedelidzé [4].

La solution générale du probléme (1) s’exprime par une intégrale
du type de Cauchy de la facon suivante

t)d
() Be) = o XO) [ gty + X2

sous la supposition que les fonctions données G(t), g(¢) vérifient la condi-
tion d’Holder et que les lignes Ly, L,,...,L, admettent la tangente con-
tinue en tout point. Le sens de parcours est positif sur la ligne I, et né-
gatif sur les lignes L,,L,,...,L,. P(z) désigne un polyndéme, ou plus gé-
néralement une fonction entiére arbitraire, X(z) désigne une solution
du probléeme homogéne d’Hilbert, dite eamonique et exprimée par la
formule :

1
——— ™ s zelT
(3) X@)={ @&’ ’
#e™®,  si zeST,
ol Yon a posé
I(z)=(2—a)* (g —ap)". .. (2 —a,)”,
(6) Gy (1) =1""11(}) G(t),
1 log@y(t
)= [0,
2mip 1—2

a, étant un point arbitrairement choisi & Pintérienr du domaine 8
(v=1,2,...,p) et le point =0 étant situé & l'intérieur du domaine S*.
La lettre » désigne un nombre entier; elle est dite index du probléme
d’Hilbert et est égale & la somme

A

v ?

M

(M 5=

v=0

I

ot 2nA,=[arg@(t)];, est laccroissement qu’éprouve l'argument de la
fonction G(f) pendant le parcours total & partir du point ¢ sur la ligne
fermée I, (dans le sens posmf pour »=0 et dans le sens négatif pour
v=1,2,...,p).

On vm’ﬁ, d’aprés les formules (5) et (6), que la solution canonique X
n'a pas de zéro dans tout le plan.

Enoncé du probléme. Nous appellerons probléme mon linédaire
& Hilbert pour un systéme de fonctions 1a recherche d’un systéme de fonctions
de la variable complexe

(8) D,(2); Du(); +-vs Dule)
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dont chacune serait holomorphe dans les domaines §*,8;,87,...,8;
séparément et dont les valeurs limites @] (t), @] (f) satisferaient en tout
point ¢ de lensemble L=IL,+L;+...4L, aux relations

9) @7 (1)=G, (1) (1) + AF,[t, D (8),..., D (1), DT (£),- .,
(a=1,2,...,m)

D, (D]

Ol F (% yUyevy Uy U1y Ymyss--,Uap) SONE des fonctions données de
2m-+1 arguments et 4 un paramétre. La difficulté du probléme, résultant
de la présence de termes non linéaires dans les relations (9), «xige de faire
pour les fonctions donnédes G,(t) et F, des suppositions moins générales
que pour le probléme linéaire.

Nous supposons notamment que chacune des fonections données
@, (1),G5(t),...,G, (t) soit définie dans Pensemble des bandes fermées

(10) Q4,805 8,

comprenant les lignes correspondantes L,,L,,L,,...,L,, et qu'a l'inté-
rieur de chacune des bandes séparément elle soit holomorphe. En outre
nous supposons toujours que G, (t)70 sur les lignes L,. Nous admettons
que les bandes (10) n’ont pas de points communs. Nous supposons
ensuite que chacune des fonctions données

(11) Fu(z7“11u‘2)'"7Mnu“‘:u+15-"7u:Zm) (a:1727""7n)

soit définie pour tout point z & l'intérieur d’un ensemble de bandes (10)
et pour les valeurs des variables complexes u,,... Uy, dans
les cercles de rayon positif R,

7um H 'u’m+l AR

(12) lu <R  (a=1,2,...,2m).

Nous admettons en outre que les fonctions (11) soient holomorphes par
rapport 4 la variable z & lintérieur de chacune des bandes 2, séparé-
ment et aussi holomorphes par rapport & chacune des variables (u,,...
U yUsy) dans le domaine (12).

7uﬂlﬂ
M1y

Résolution du probléme. D’aprés la formule (4), représentant la so-
lution générale du probléme linéaire d’Hilbert, nous pouvons affirmer
que, si la solution

(13) @, (2), By(2), ...

) gDm (z)

du probléme non linéaire d’Hilbert (9) existe, les fonctions (13) vérifient
le systéme d’équations

_ Fo[5, 8 (2),:, P (1), D1 (2),-» O (7)1
(14) 0,(5)= 5= X(a) | T ) +

+X.(2)P(z)  (0=1,2,...,m)

1*
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en tout point intérieur = des domaines 8,85 ,...,8; . Xi(#), X, (2),..., X, (2)
étant les solutions canoniques données par les formules (5) et (6) pour
les fonctions Gy,Gs,...,G,, nous avons donc partout X, (2):=0. P,(2),.

..y P (z) sont de eertaines fonections entiéres.
D’aprés Plemelj, les valeurs limites ¥* (1), ¥~ (¢), correspondant au
domaine 8* et 8~ au point  des lignes L, de Vintégrale du type de Cauchy

EIN 0L
(15) l}/(z)—-27w'L T—2
sont les suivantes:
(16)
+ v ’W iy 1 AL
) = w()+2mf , O == vl [

ol Pintégrale impropre a la valeur principale de Cauchy et y(z) est une
fonction arbitraire vérifiant la condition d’Ho6lder sur L. Il en résulte
que §i la solution @,(2),D,(2),...,D,(2) du probléme non linéaire d’Hil-
bert (9) existe, alors les fonctions limites

oF(t), si
oo (t), si

a

a=1,2,...,m,

17 i) =
(17) Pa(t) a=m+1,m+2,...,2m

vérifient en tout point ¢ de L le systéme d’équations intégrales

1 .
‘Pa(t) = '5' '?'Fa[t;%(t),- . )wm(t)ylpm-{-l(t)r‘ '7¢2m(t)] +
A F [T,(PI(T), 7(Pm(r)""’¢2m(1)]
+§7;Xj()l} XF (0) (r—1) dr+
+XF@)P,()  (a=1,2,...,m)
(18)
1 Xo ()
Palt) = }‘X;——-m( ) By @1 () s @am(8) ]+
- Fon[%301(5) s s0m(T) 5oy Pan(7)]
+ 5 Xam) Lf - dot

X (@) (v —1)
+ Xom ()P (£)

olt X} (t) et X7 (¢) désignent les valeurs limites aux points ¢ des lignes L
des fonctions X(z) déterminées par les formules (5) et (6). Réciproque-
ment, si le systéme de fonctions ¢, (f),¢,(2),... 00, (f) satisfaisant & la con-

(a=m+1,m+2,...,2m)

icm
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dition d’Holder sur L, forme une solution du systéme d?
grales (18), les fonctions entiéres P
alors le systéme de fonctions

équations inté-
.(2) étant arbitrairement choisies,

2 F"[T’ )ses -1 Pam
19) o= g X [T e N gy
(a=1,2,...,m)

qui sont holomorphes dans les domaines S*,8; ..., 85 séparément, vé-
rifie les équations (9) et, par conséquent, 1eprésente la solution du pro-
bléme proposé.

Nous sommes done amené & résoudre le systéme d’équations inté-
grales (18), qui sont non linéaires et & forte singularité & cause de la pré-
sence des intégrales impropres au sens de Canuchy.

D’abord nous allons démontrer une propriété auxiliaire de Tinté-
grale du type de Cauchy

1
(20) ol =5 [ 1O
Ly

ol f(2) est une fonction holomorphe dans la bande &, (Fig. 2) qui contient
la ligne fermée L,(v=0,1,2,...,p). La fonction ¢(z) est holomorphe
dans tout le domaine § limité par la ligne
L} mais n’est pas nécessairement égale
4 la fonetion f(2) dans la partie commune
du domaine 8,et de la bande Q,. Soit
maintenant une ligne fermée I, situde
a Dintérieur de la partie commune de la
bande O, et du domaine §; nous pouvons
éerire alors, d’aprés le théoréme de
Cauchy, ’égalité suivante

t)
‘t‘__z dt, Fig. 2
Lo

qui est vraie pour tout point z gitué entre les lignes L, et L;.
tout point = entre les lignes L, et I;, est vraie D’égalité

Done, pour

1 1)
21 = S S dt.
(21) () =1(2) + 2’”3(+)f P
1 en résulte que la fonction ¢(2), déterminée par I'intégrale (20) et holo-
morphe dans le domaine 8, peut &tre prolongée analytiquement par tout
point ¢ de la ligne I,. Tl existe, par conséquent, une fonction holomorphe
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dans 1a bande @, contenant la ligne I, et étant située dans la bande Q,,
qui est égale 4 I'intégrale du type de Cauchy (20) dans la partie commune
de la bande @, et du domaine 8. Nous en concluong qu’il existe des fonc-
tions différentes de zéro f.(2),fr(2) (a=1,2,...,m), holomorphes iép“'
rément dans toute bande 2, (»=0,1,...,p), située dans la bande Q, et
contenant la ligne L,, qui sur les lignes L, prennent les valeurs

LO=X:1), f.0=X 0

ot X, (2) est la solution canonique, déterminée par les formules (5) et (6).
Nous écrivons done le systéme d’équations intégrales (18) de la fa-
con suivante:

(23) @ O)=AF,[1,¢:(1)5. . 1 P2m )]+

(22) (a=1,2,...,m)

r F:*[tﬁ:‘i’l ()53 Pam (T
+AJ T—1

A A e () (a=1,2,...,%mn)

L

otL les fonctions F¥,F.", f," sont déterminées par les formules

P (2 Uyythnye ey tian)y 51

1 foem(®) .
- '2 ' ?f,_::(z) Fa—m(z’fu] IRRRS] W) 5

a=1,2,...,m,

Telm

F:(zyuhuzv--a“zm) =

si a=m-1,...,2m,
(24)
1 )

2 1,(2)
1w
20 fom(0)

T (CyUyyeryUom), S a=1,2,...,m,

ek
P2y 0yttyyUey ooy gy) =

Fu—m (é.$u1 PR 7’”‘21)1) H
si a=m+1,...,2m,

fa(2)Py(2), 81
;f:*"l (z) Prb"l“ (z) 1 Si

a=1,2,...,m,

1o (2) =

a=m-41,...,2m.

Les fonctions (24) sont done holomorphes par rapport aux variables 2,¢
dans les bandes 2y, %,...,2, séparément et aussi holomorphes par rap-
port aux variables w;,%uy,,. .., Uy, dans les cercles |u,|<R (r==1,2,...,2m).

Les équations intégrales (23) & forte singularité ne peuvent pas étre
régularisées; nous résoudrons done ces équations par Papplication dircete
de la méthode des approximations successives.

Dans ce but considérons, dans chacune des bandes 2, (v=0,1,2,...,p),
deux suites de lignes fermées {A‘f,"} et {B;"} satisfaivant aux conditions
suivantes (Fig.3):

icm°
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10 La ligne A} entoure la ligne A7*' et n’a pas avec elle de points
communs,

20 la ligne BI'' entoure la ligne B! et n'a pas avec elle de points
communs,

30 les lignes A tendent vers la ligne limite A, (si n—oo0) qui entoure
la ligne d’intégration L, et n’a pas avec elle de points communs,

TFig. 3

40 les lignes B! tendent vers la ligne limite B, (si n—>oc) qui est
entourée par la ligne I, et n’a pas avec elle de points communs,

59 toutes les lignes précédentes ont les tamgentes comtinues et en-
semble de leurs longueurs admet une borne supérieure déterminée.

Formons maintenant 2m suites infinies de fonetions
(25)

(P;(z)a Pal#) ey GL(R)s - (a=1,2,...,2m)

& Dlaide des relations de récurrence
(26) @i (R)=AFL (2,01 (), s g (o) ]+

1 F[2,7, @l (20 ¥ (@)

2 —
2 Al gl T 2

dr+i(2)

(a=1,2,...,2m)
olt A" ot B™ désignent les sommes de lignes A" et Byt
(27)

AP AT LAY AN, B =BT B L B
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Pour démontrer l'existence des fonetions (25), supposons que les
fonetions ¢l (2) (¢=1,2,...,2m) solent définies dans la région

(28) P =B+ 2+ + 9,

olt 2 (v=0,1,...,p) désigne la bande limitée par les lignes A7 et B"
(Fig. 3); on admet que ces fonctions soient holomorphes dmns chacune
des bandes Q) séparément et vérifient les inégalités

(29) oz ()| < B 22m).

Il en résulte, d’aprés les relations (26),
(e=1,2,...,2m) sont définies dans la région

30 Qn—l—lzgn—{-l_i_gn+1+’"+Q71+1
(80) o 1 »

et chacune d’elles est holomorphe dans les bandes p+!, QF+ ..,
géparément.

Cherchons la borne supérieure du module des fonctions ™V (z) dans
la région (30), sous la supposition (29). Remarquons d’abord qu’existent
les bornes supérieures M, et I, des modules des fonctions (24) dans la
région zeQy+ 2 +...+82,, [u|<R, donc

(31)

(a=1,2,...

que les fonctions @@+9(z)

-1
7‘Q}J

L3
| B (2 Uy gy . oy Ugg)| KM, fFu*(za”u“z}---yuzm)l<M2'

Observons ensuite que, d’aprés le théoréme de Cauchy, nous avons 16-
galité

F:* [Z,T,yll(f),. <oy P (T)] dr — ’ ;’Zi;*r[z7ra1_/f}(_7)7~ .

T—% - T8

b',’} +1
22”[.1’1:* [2,2,91(2) - -y 2 (2)] ’

qui est vraie en tout point 2 & Vintérieur de la bande Q™" et pour tout
le systéme de fonctions w(2),95(2),...,%um(2) holomorphes dans cette
bande et vérifiant Pinégalité [y, (2) f<R (f=1,2,...,2m).

8i le point z est situé entre les lignes BP+! ef Lv (et 7 sur A7) la di-
stance |r—e| des points v et z admet la borne inférieure o, différente de
zéro et nous avons

(32) 2 Yl (T) ]

-1
Ay

dt

i Ty Yan] v

A”'{"l T—2 [

(33)

4, étant la borne supérieure de la longueur des lignes 4
Par analogie nous avons linégalité

, B dans £,

M, _/l

B2,
(33" N J._’.;L/’_I_’za

i gl
'

Yol 4 ’

icm

Probléme non linéaire d’Hilbert 9

51 z est situé entre la ligne I, et 4", o' désignant la borne inférieure
(différente de zéro) de la distance des pomts de la ligne L, et de la ligne
Bn+1

Draprés (32), (33), (33"), inégalité

BRGNS
T—R

(34) ! 7"/’27!1.(7)]
| An+1+Bn+1 »

dv:] <2, (il?- + 2ﬂ)

est vraie pour tout point # & Pintérieur de la bande Q™+, o étant le plus

petit des nombres g,, g,. Sile point = est situé dans la bande Q7+, nous
avons en outre 'inégalité

F:* [2,7,9:1(7),. ..

T—2

¥ (9)]

(35) e

bl ntl
A"+ By

pour f5%», o désignant la borne inférieure, différente de zéro, de la distance
des points des lignes A, et A; si asf. Il en résulte que P’inégalité

P 2,7, (7).
T—2

(36) 3 Pam(7)]

l!<2( A+'/é+2ﬂ)M2
e [

At et
(0=1,2,...,2m)
est vraie en tout point z & lintérieur de la région
QT Oy L ont

et pour tout le systéme de fonctions w,...,,,, holomorphes séparément
damns cette région et Vérﬁlant la condition |y,|<R; 4 désigne le plus grand
des nombres A, et o* le plus petit des nombres 0,-

Done si les fonctions entiéres P,(z) sont choisies de maniére qu’on
ait

(37) ™ (2)

eti si les fonctions ¢(2) satisfont au condition (29), alors d’aprés 1’iné-
galité (36) les fonctions ¢}}*'(2) vérifient les inégalités

(38)

ISRI<R, s 26Q=02,4+Q+...4+9,

lpat @) <R (a=1,2,...,2m)

dans la région O"H'=0p+t 4. 400 4 condition qu'on ait

(39) WMHM~+ +@M§R&

Finalement nous concluons par induction que si:
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10 les premiéres fonctions g.(2) des suites (25), arbitrairement
choisies, sont holomorphes séparément dans la région Q' et vérifient
les inégalités

lpa(2)| <R,

20 les fonctions P,(z) sont choisies pour gue les inégalités (37) soient
vraies,

30 le module du paramétre i est suffisamment petit:

R—R
(10) PP . B

4 4
M, + (L+ — —|—27r) M,
@ Q
alors les fonctions ¢"(z) des suites (25) seront définies et holomorphes

dans la région Q" (séparément) pour toute valeur de n et satisferont aux
inégalités
(41) lge (2)] <.

D’aprés la propriété connue de la valeur principale de l'intégrale

de Cauchy et la relation (26), les fonctions ¢ des suites (25) prennent
aux points ¢ des lignes T, les valeurs qui vérifient les égalités

(42) @ O=AFL0, g1 (1), g3 (1), PR () ]+

I' tv &l ] AL, .
oif “It,T, gh (e )f;(t)“ (D] g ey
(a=1,2,...,2m).

Pour démontrer la convergence des suites (25), étudions les différen-
ces entre les fonctions (25).

Nous avons, d’aprés les relations (26),
(43)

(pzwl( 2)— @, (2)= Z{F: [z, @7 (=),. s P (2)] “Fi [, (/j'lhl (2),. Py l(z)” +
L B 12,7, G2 (5) o0 (01— P (2,7, 0 (7)o (7)]

- A
+2 T—2

dr.

An
En démgna,nt par b les bornes supérieures du module des différences

@" (2)— ¢! (2) dans la région Q" et par x,, %, les bornes supérienres du mo-
dule des dérivées

o a
F (2505 5 lgm), AT F CI A PR )
Oug Ouy
dans la région

(44) 2eQ, e, |ul<f (F=1,2,...,2m)

Probléme non lindaire & Hilbert 11

nous avons les inégalités

2m

‘F: (2,01 (2)s. .-, ¢l (z)]”“F: [27(//711_1(3) yreey (!’:'1.[::_:1 (z)]‘ < 2 b})."'),
(45) A=l
. ’m
!F:*Lzy"":([’?l"('[)y' < P (T)]— Pu [z,7, 91" VI(T),-..,(/G,“ (r ]w S b(m

5=1
Par analogie avec I'inégalité (36), nous pouvons éerive pour les intégrales
dans la relation (43) les inégalités
. ) ok
(46) 3« } }-ﬂi |'.z],T ’ q/';',(. ) ’%"’( ]—B“ [z T’ WIL 1.( ) ’(qulml{w);! dv

arim T3
2m
kxgﬂ‘zz b (a=1,2,...,2m)

qui sont vraies en tout point z & Pintérieur de £"; nous avons désigné
pour abréger

A A
(47) h=22 1 L o,
e e

11 en résulte, d’aprés (43), (45), (46), que les différences entre les fonctions

(25) satisfont dans la région Q" aux inégalités

m
(48) ot (&) — gl () < (o +Bea) A JBEY (a=1,2,...,%m)
=1
done aux inégalités
(49) @it (&) — @ (&) < [2 (o6 + o) 1A V2R

Nous en concluons que les suites (25) convergent uniformément vers les
fonctions limites

(50) @, (2)=1im ¢ () (a=1,2,...,2m)

N N—00
h'olomorphes dans les bandes 2 séparément (limitées par les lignes 4,,B,)
si le module du paramétre A est suffisamment petit, notamment

¥ >
(51) 4] < - B—fy , A< .
M+ kM, 2 (7 -+ ety

Dapres les relations (42), le systtme de fonctions limites (50) repré-
sente la solution du systdme d’équations intégrales (23) aux poinbs ¢
des lignes L,. En substituant les fonctions obtenues (50) dans les formu-
les (19) nous obtenons un systéme de fonctions @,(2),P;(2),...;Pom(2)
holomorphes séparément dans les domaines 8*,87,87,...,8;, qui est
la solution du probléme non linéaire d’Hilbert propose.
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Nous allons montrer encore que la solution obtenue du systéme
d’équations intégrales (23) est unique, les fonctions entiéres P,(z) étant
choisies. Supposons que le systéme d’équations (28) admette 1’autre
solution ;(£),ws(t),. .., P (f), ol les fonetions w,(t) sont holomorphes
dans les bandes £F séparément. Nous aurons alors dans QF les égalités

‘P‘a(z)szZ [27(’71(2)7' (] q72,,1(z)]+f:*(z)+

. 1 [ T 0@ om0
(52) 2 T—2

P, (R) =T [2,1(2) .- s Yo ()] 27 (2)+

1 F:*[2’17"P1(7);"-,1/’2m(1)]
+.2_1 f = dr

Ar B T2

(a==1,2,...,2m),

d’ott résultent les inégalités

2m

I%(z)—%(Z)lé(%ﬁk%z)lllZ,; borne sup |g,—yal  (@=1,2,...,2m).

Mais nous avops supposé que 2m(x+kwx)|Aj<1, donc il doit étre
. (8)=v.(2) (a=1,2,...,2m) dans la région Q° et la solution obtenue
est unique.

D
Draprés les expressions (5) et (6), si tous les index %,= 3 A COTTeSPOI-

r=0
dant aux fonctions @, (t) sont positifs ou nuls, alors pour que les fonetions
©,(2),...;P,,(2) données par les formules (19) soient nulles & Vinfini il
faut et il suffit de choisir pour les fonctions P,(z) des polyndmes arbitrai-
res de dégré »,—1 au plus, ou P (e)=0 si x,=0.

i tous les index x, sont négatifs, alors pour obtenir la solution du
probléme d’Hilbert composée des fonctions &, (2) (a=1,2,...,/m) pour
lesquelles le point & 1infini est un point régulier ou un péle Pordre —x,—1
au plus, il faut et il suffit de poser P,(z)=0. Dans ce cas (%,<0) la solu-
tion du probléme d’Hilbert, qui véritie la condition préeisée & Dinfini, est
4videmment unique, d’aprés I'unicité de la solution du systéme d’équa-
tions intégrales (23).
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