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because for yeF it leads to the inequality

[ Sails

Tt
— =ty (&)
Tl_l,n;.zl‘ 4 2R+)J()
1 T 1k
< v [ _
<X 1cﬁ|hm2Tr£f(R 9P+t)y (h“

<({§ toal ) 171 < ( b o]} 171,

k=—co
which proves the Lemma.
THEOREM 2. If
1
(1) s,()= 2 ake“k‘ (..

then, [l =21, llss (Ol llsa ()]l
We can represent the trigonometric sum (1) in the following form:

A S>> > > A > > )

i
s.(t)= [ 5 ds(&)=1(t), )
—A
where '
A 1
=S  [lds(8) <3 lml<oo.
k<& —ar z=—1
‘We also have

A
gity=1 =1 [&d¥as(8).
~7
Therefore we see that the theorem follows, as in [1], from the above
Jlemmata and a remark that the funections f and g are elements of the
class W since they are trigonometric polynomials.
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Démonstration du théoréme de Osgood-Carathéodory
par la méthode des points extrémaux

par W. KrEINER (Krakéw)
1. Introduction. Soit D un domaine plan simplement connexe

contenant le point & Pinfini et dont la frontiére (' ne se réduit pas & un seul
point. Soit

(1 =g, .m0

un systéme de points extrémaur de € du rang n, c’est-b-dire un systéme
de n-+1 points de C, tel que le produit

V™= T[] n"—u

Vgi<kgn
soit le plus grand. On peub supposer que

n
H ]"]‘n’—’?m’[<}!]0 Mi-"’—ﬂg"ly i=1,2,...,n

ki
Posons
S
/ n Z_ngl)
(2) Fol2)= €' ] n e n=1,2,...,

ot les nombres réels 9, et les radicaux sont choisis de maniére que
fo(@)>0 pour un point fixe aeD.

F. Leja a démontré?) que la suite (2) converge dans D vers une
limite 7{z), et que w=/f(z) donne la représentation conforme du domaine D
sur le ,,cercle“ E{lw|> 1}, de maniére que f(co)=oc.

En partant de la formule (2), nous allons démontrer le théoréme
suivant:

THEOREME DE O8G00D-CARATHEODORY. Lorsque C est une courbe
de Jordan, la fonction f(z) est prolongeable contindment auw domaine fermé
D=D+0, et elle établit une correspondance biunivoque et bicontinue entre
D et K.

1) Voir F.Leja, Sur les suites de polyndmes, les ensembles fermés et la fonction
de Green, Ann. Soc. Pol. de Math. 12 (1933}, p. 37-71; Sur une suite de polyndmes et
la représentation conforme dun domaine plan quelconque sur le cercle, Ann. Soc. Pol.
de Math. 14 (1935), p. 116-134.
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Conventions. La frontiére ¢ du domaine D est une courbe de Jor-
dan. I’arc simple L dont on a enlevé les extrémités sera noté L°. Au lien
de zeL, s¢e L, on éerira 2,5¢L; au leu de n{®—7,.

atl)

) 2. Lemmes. On sait que d,= }/ V (™) a(0); d(0) est dit le
diamétre transfini (ou Péeart par rapport & la fonetion génératrice |z— ¢|)
de la courbe C; on a d(0)>0. '

Soit O, la partie de O contenue dans le cercle {|z—Col<r}, £ye O en ne
changeant que Vordre des points 5™ supposons que

3)
- Alors, quelque petit que soit >0,

Niyayee ey €Oy 171;+1y-~-,77”50—0,«.

. Y
lim-—>02).

oo ¥

(4)
D’autre part, nous allons démontrer que la.quantité

(5)

tend vers 0 lorsque »—0.

En effet,

n(n+1)

l/V(er--7’7v)'Hl|7]q‘.‘— Nl

&=

ol le produit 71’ renferme tous les facteurs de V(™) qui n’entrent pas
dans V(7,...,7,); ces facteurs étant bornés par un nombre R>1, on a

»(v41)
dng(g,«)wmﬂ) R,
done
: 40)<(2)* R,
et par suite
: log R/d 1
O — 20 1.
< Tog 2r pour r<< 5

ce qui prouve que @,—0 lorsque »—0.

3. Démonstration du théoréme. Il résulte du théoréme de Rie-
mann que’ [7(2)] =1 pour z->ZeC, zeD. Il reste 4 examiner le comporte-
ment de I'argument de f(z) dans les mémes conditions.

?) - ur ies surtes de polynomes et la
)
?)- Voir F. Le H.‘ 8 1 ( f,e) d ly dmes et 1 fonetion de Green qenemlusee I,

icm°
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2. Nous démontrerons d’abord Pexistence de la limite de argf(z)
lorsque z—CeC le long @un arc circulaire L, ot I°CD.

Soit L un tel are. Pour des branches quelconques des argf,(2),
arg(z—n;) sur I°, on a d’aprés (2)

(6) arg .fn(z‘:)"‘argfn(zl)

1
T

lﬂ:

D [arg(z—n:)— arg(z—mn)] pour  2;,% € .

i=1

Désignons par C, la partie de C renfermée dans le cercle |z—Z|<7,
et supposons (3). On &

(7) larg f,(2)— arg fa(21)l
! 1 » ) % ‘
< w S |arg (2, —7;) — arg (21— 74)| + o S | arg (2, — ;) —arg(z — 7:)-

f=1 i=pt]

r H
Désignons les sommes et 3 dans (7) par s,8 respectivement. Alors
1 ¥+1

(8)

ce qui résulte de la possibilité de joindre 7; & oo par un rayon extérieur
4 I°. Mais, pour un ¢>>0 arbitraire, on a

v 3 &
(9) 2%;—<2n@,—rz<~§
pour n suffisamment grands et un r assez petit; fixons cet r. arg(z—7)
stant uniformément continu sur Pensemble fermé Lx(C—C,), il existe
un 6>0 tel que

&
larg (2, — 7)) —arg (s — Nl < 5

pour 2,26 L0, jor— (<8, t=v+1,...,7;

done

|21 — 2| <6,

1 1
(10) L S< =)y el
n n 2

et par suite largf,(z)—argf.(z) <e pour 7,560, |z—2l<d et n
suffisamment grand. A la limite on a
2,206 L0, {2 — 2] <<O.

larg f(2,)—arg f(#)|<e pour

La condition de Cauchy est done satisfaite ef 1a limite lim f(z) existe.
z2—,2eL0
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b. Pour démontrer Pexistence de la limite lim f(z), olt { est un point
X . z—t,zeD

fixe ‘quelconque de_ C, joignons le point ¢ au point co par un ,,arc simple”
J, olt J°C D, et soit g, la partie de D, limitée par un arca,(b, de C (con-
tenant C‘) et p%‘mr Pare g,=a,2,b, de la circonférence |z—(|=1/n, 2, étant
le premier point de rencontre de J avec la circonférence |z— (| =1/n
(Fig. 1). 11 est clair que g,.,Cg, et que
gn—C, Clest-d-dire suple —Z|—0 lorsque

2elly

n->oo. !

D’aprés ce qui précéde, f(g,) est un
arc simple. Le domaine f(g,) est limité
par cet arc et par un arc I, de la ecir-
Epiérence Q {|w| =1} . Les domaines fermés
flgn) décroissent lorsque = croit, et leur
pfo(lhn'ttﬂ 1(g,) est égal au produit I77,=1,
) ol [ est un arc ou un seu i
8i 7 est un are, la fonction inverse z=jf"'(w) tend vers laIJ f(?;];zaf‘; ¢
lorsque w tend vers un point quelconque de I, d’oit 7 (w)=C; mais cez

est faux, donc 7 est un point, et par suite la limite lim f(2)=1I existe
Posons f(£)=1. f(¢) est aingi , aotgeD
contimue. (&) f(2) est ainsi prolongée au domaine fermé D et y reste

Fig. 1

. c. Pour démontrer que f(z) est univalente sur ¢ nous allons d’abord
prouver que dan.s chaque entourage \e—¢|<R dun point quelconque teC
il exisie deuw points [y et &y de O tels que f(5,)#F(y).

exméSO}‘téq"CDﬁ un are ouvert de la circonférence [2—¢|=r<R dont les
o ml_: S ‘4‘1,”60 (.Flg. 2a). Il nous faut démontrer que 7(¢;)s7(5)
v;ﬁz” . dl(,zmonstgaitlon se trouverait facilibée, si ¢° était un intezr'
e l'axe réel, contenant le poi ! .
& Pinfini. ’ point
Cette situation pouvant étre obtenue
de la précédante par une homographie,
s?pposonst que {; et , soient les points
d {.utersectwn de C avee P'axe réel, le pre-
mier et le dernier respectivement suivant
la direction de I'axe (Fig 2h).
o LSilent éyl;%’zz>€2 deux points de Paxe réel. Joignons-les par un
2C D {I2<0}. On a sur T la relation (6) pour des branches

uniformes et continues s
nee. ur L des arg f,(2), arg (¢—7,). Je dis que, pour

(13) 0 <arg (2,—n)—arg (2 — 7)< 2x.

icm
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En effet, pour 7==;,, (13) est vraie. Pour gu’elle devienne fausse, la diffé-
rence (13) doit &tre égale & 0 ou 2z pour un 7'eC (A cause de la continuité).
Mais cet %’ devrait alors étre réel et situé en déhors de Lintervalle (2;,2s),
alors n'eD, ce qui contredit que n'eC.

Choisissons maintenant un ('eC pour lequel [I{'|=2¢>0, et soit
¢,={lz—'|<e} C. Pour neC, et %e[l—1,41, 2,6[Z,5,+1] (dans un
ensemble fermé alors) la différence (13) est continue et y atteint un ma-
ximum M et un minimum m. Ces extrémes satisfont & (13); il existe
alors un a>0 tel que a<m<M<2z—a. Or, pour neC,,

(14) aarg (z,—n)—arg (3 — ) <2m—a.
Soit, comme au début, Bryeees7,€C,5 00 B

_ av 1 L . ay
(15) 7QTE:arg (ga— ) —arg (11— ) S 2T — =

i=1
On sait que »/n260>0 pour suffisamment grands (cf. lemmes); alors
% la limite
a@gargf(:z)—argf(zl)gzn—aG, a®>0.
Qi Pon fait tendre 2z;—C;, on voit que (L) =T (L)

d. Supposons maintenant, quil y ait sur ¢ deux points [, {; pour
lesquels f(5;)=7(C)- Joignons &, aun £, parun
are L, I°C D, partageant D en deux domai-
nes Dy, D,.

Done, f(L) partage K en K, =f(D,),
E,=f(D,), dont 'un — par esxemple K; —
forme Dintérieur de la courbe fermée 7{(IL);
K, a un seul point w, commun avec Q, et on a f({)=1w, pour chaque
te(,=C-D,; cependant, sur (, doivent exister deux points aux images
distinctes.

e. Chague point w'eQ est I'image d'un point de C. En effet, suppo-
sons que w'e, et soit w, une suite quelcongue des points de K tendant
vers w'. Si la suite f~*(w,) avait deux points d’accumulation &; # L., on
aurait f(&)=f(L)=w’, ce qui est impossible d’aprés le §3d. Alors
FHw,) > et w'=71(C).

T.a démonstration est ainsi achevée.

4. Remarques complémentaires. Pour les congidérations du § 3a,
il est essentiel que loscillation de arg (z—n) pour ze L°CD (L étant un arc

gimple queleconque dont une extrémité Fe() soit bornée par un nombre
indépendant de neC. Cette condition est satisfaite pour chaque £, si la
courbe C est assez réguliére (par exemple convexe ou de la classe Cy);
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dans ce cas le § 3b est superflu. Pareillement pour des courbes ¢ con-
vexes (méme plus générales) on peut omettre le §3d.

11 est probable que la méthode précédente peut &tre appliquée 3 'étude
des propriétés frontidres de la fonction f(2) dans le cas général ol Ia fron-
tiére du domaine simplement connexe D est quelconque.
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Un lemme sur les polyndmes de Lagrange

par F.LEsa et Z. OPIAL (Krakéw)

Soit donnée une suite triangulaire de nombres complexes

1, 1

’:1()], C(1)7

2, 2 (2
1) o, o, B,

i, @, o, ),

ot £ lorsque k. Formons les polyndémes

e
Lg’(z)=ngq)—:é(7,y §=0,1,...,m,
k=0 =7 k&

k#f

‘et soient 2z, un point d’accumulation de la suite (1), 7 un nombre positif

quelconque et M, (z,,7) le plus grand de ceux des modules
‘Lg)("o)]y j=(),1,...,‘n,

pour lesquels le point ;}"’ est contenu dans le cercle z—z,}<r. Lorsque
aucun des points ZJ",ZM,...,z8" n’est contenu dans le cercle |z—z| <7,
posons, par définition, M, (z,,r)=0.

II est clair que, quel que soit r>0, on a 3, (%,7)>0 pour une infi-
nité de valeurs de n. Nous allons démontrer que:

Quel que soit r>0, la limite supérieure
T Y Mo (2,7) =M (20,7)
N—>00
satisfail & Vinégalité M (z,,7)>=1.

Démonstration. Supposons que, pour une valeur »>0 de r, on
ait M(z,7,)<@<1. Comme M (2,,7) ne croit pas lorsque r décroit, on a

(2) M(z,r)<O<1 pour r<r,
et, par suite, il existe un nombre N tel que
M, (2y,r)<O" pour n>N, r<ry,
d’ott il résulte que
(3) LD ()] < @™  pour n>N si [ —g <r <.
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