Les transformations unifoliées
par

, K. Tatarkiewicz (Lublin)

En 1945 M. T. Wazewski a posé le probléme de caractériser les
transformations différentiables qui conservent Punivalence des intégrales
d'une équation différentielle. o

L’image géométrique d’une fonction univalente est un ensemble dont
deux points différents ont des projections différentes sur ,l’axe” X de
la variable indépendante. On appelle ensemble & projection simple tout
ensemble qui est U'image d’une fonction univalente définie sur X (Cest
une définition équivalente & la Définition I1). . -
) I.ZIne transformation biunivoque qui transforme les ensembles & pro-
Jection simple sur X en ensembles & projection simple sur X* sera dite
transformation unifoliée. Elle transforme done une fonction définie dmis‘
un sous-ensemble 4 de X en une autre fonction définie dans un sous‘:
-ex‘lsemble B de X*. A l'aide de cette notion on peut généraliser le‘pr(x)-
b.leme de M. Wazewski, en posant la question: quelle est lo forme analy-
tique des transformations unifoliées? B

pe Théoréme 1 nous donne une condition trés simple (condition W)
s'ufﬁsante pour qu'une transformation soit unifoliée. On peut demz/mder
si cette. condition est nécessaire. Le Théoréme 2 donne la soluﬁon 4de
ce dernier probléme pour une classe d’ensembles de structure s éciale.
Les exempl‘es 10, 2%, 49, 5° et 79 montrent que dans le cas généraf on{ ne.
peui S?Eéromier aucune des hypothéses qui caractérisent cette structnre.‘
o ell 1rerj?e 3 et le Théoréme-fi é_largissent cette classe d’ensembles

§ 1ls ne le font que pour Ia projection simple sur la droite. Les e\{emj
ples 8° et ?“ montrent que ces deux théorémes sont en défa‘ut pou "l“
ensembles & projection simple sur un hyperplan & n>2 dli’menl'!)(m'1 “

Le Théoréme 5 fournit un criterium pour ces ens;r;lbleq 5 on
plestlO"r—l:;;,‘t:§ lé" sont des applications de ce eriterium

u oréme 1 on voit que r e i véri
fient le.‘s suppositions des Th%ore"znll):sm?nl;s Izlafs;;igo?s;lmis o V(*;l'l'
et slzlfﬁ;?]n’te pour quune transformation soit unifo]iéé et nécemaire

) e éoréme 6 montre qu'on peut joindre deux ; by 0ieet
différentes var og o X 4 points & projections
P arc formant un ensemble 4 projection simple, ¢

Les exem-

e qui —
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avec le Théoréme 1 et le Théoréme 2 — permet de résoudre le probléme
de M. Wazewski, méme dans des hypothéses plus faibles (Théoréme 7).

T’exemple 3° montre qu'on rencontre des difficultés sérienses si l'on
veut sortir au-deld des espaces euclidiens. Je me bornerai donc & eux.

Je remercie M. J. Szarski d’avoir bien voulu m’aider dans la ré-
daction définitive de ce travail.

1. Soient deux espaces euclidiens X, ¥ & n et m dimensions respecti-
vement. Soit MCXxY (ob XxY désigne le produit cartésien de X
et de Y). Nous désignerons dans la suite par x les éléments de X et par
y les éléments de Y.

Désignons par S[M,z,] l'intersection de Phyperplan (dans les cas
particuliers d’une droite ou d’un plan) z=1z, et de l'ensemble M.

Définition 1. Un ensemble A est dit ensemble & projection simple
sur X si, pour tout xeX, Pensemble S[A,x] contient un point au plus.

Détinition 2. Un ensemble M est dit connerve sur X si, pour chague
x e X, Pensemble S[M,x] est connexe (ou vide).

Envisageons la transformation @ définie dans lensemble 3 par les
équations
(1) r*=glx,y),  y=hiz,y)

Désignons par U* DPimage de l’ensemble U, cest-i-dire Pensemble
U* £ ¢(U). Introduisons la définition suivante:

Définition 3. Une transformation biunivogque ®, qui transforme chagque
ensemble ACM & projection simple sur X en un ensemble A¥C M* a pro-
jection simple sur X*, sera dite transformation wnifoliée dans M.

Appelons condition W la condition suivante: g(x,y) ne dépend pas
de y, Cest-a-dire que
(2) g(x,y)=s(z)
ot x*=s(x) est une transformation biunivogque.

On a alors

THEOREME 1. Pour que la transformation @ soil une transformation
anifoliée, il suffit que la condition W soit vérifiée.

Démonstration. Admettons la condition W. Soit A un ensemble
4 projection simple. Si

(1,71, (X2, Y2) € 4
et (i, ) (La,ys) ON QUTA &y 7= s{x) étant biunivoque, 'on a que
i s£af — les points & projections différentes sont transformés en points
ayant la méme propriété. Done A* est 4 projection simple sar X* et
la transformation de 4 en A* est biunivoque. La transformation & est
une transformation unifoliée, c. g.f. d.


GUEST


124 K. Tatarkiewicsz

THEOREME 2. M éant un ensemble ouvert et connexe sur X et g élant
une fonction continue, pour que la transformation @ soit une transformation.
unifoliée il faut que la condition W soit verifiée.

Démonstration. Admettons que @ soit. une transformation uni-
foliée. Nous allons montrer qu'il existe alors pour chaque i, un af tel
que, pour chaque (x,,y) € S[M,x,],

3) 9(wo0,y) =15
Prenons un point (x,y,) e S[M,z,] et soit ixf=g(xy,y,). Désignons
par K[xf] PPensemble
Klrg]=

(x,7) € SIM, xgl

[gle,y)=ag].

On a K[x3]CS[M,x,].
Nous allons démontrer que

(4) E(x3]=8[M,2,]
ce qui est équivalent & la formule (3).
Soit
Ulre]=8[M,2,]— K[x3]
et supposons que Ulz ]#0. Or K[2F]CS[M,z,], done
SLM, o) =K [x314 U[,].

] A étant, par hypotheése, connexe sur X, S[M,2,] est connexe. Puisque
K[r31#0, Ulr,0 et K[a3]-Ula,]=0, on doit avoir Ulxe] K [xF] 0
ou bien Ulr,)-K[zg]#0.

L 8i Ulxg]-K[25]' 50, il existe une suite (ZosYn) € K[25] telle que

B (29, )= (0, 7o) € K[251CS[ M, 2,).

Nous avons supposé que ¢ soit continue, done G(@oy Yn)—>9(24,7,). Or
(Zoy¥a) € K[25], donc g(xy,y,)=2f. Il gensuit que g(2,,¥,)=a5 et, par
conséquent, (xy,7,) e K[x3]. Il y a contradiction avee Ulzy]- K[a}]=0.

2. 8i ULxo)- K[x3]#0, il existe un point (2,%,) qui appartient 3 ce
produit. ]A)ésignons par V Dintersection de I'ensemble M ef de Phyper-
plan y=4%, I étant, par hypothése, ouvert, I'ensemble V est ouvert
dans l’%lyperplan Y=7, (qui est un ensemble & Projection simple sur X)
et cont.lent le point (zy,7,). D étant une transformation unifolide, 1a trans-
formation a*= g{x,i,) est biunivoque et continue puisque g est, continue
par hypothése. La transformation ¢ étant continue et biunivoque,

g(V) est un ensemble ouvert dans X qui i i i
A ; qui contient le point z¥ f
(Xos3a) € V- K [a3]. ' o P
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Comme (xg,5,) € U[z,], il existe une suite (%,%.) — (£o,5,) ol
(Zo;Yn) 7 (%0,0) et (Lo,¥n) € Ulao], dome g(xg,y.) #25. Or g est con-
tinue, done

L5 =q(ZosYn) ~ §(To,Fo) =5
et .
r¥ry.

Cela veut dire que dans chaque voisinage de xy — done aussi dans
g(V) — sont contenus presque tous les éléments x;. Par conséquent, il
existe un point (25,%,) eV tel que xf=g(xs,7,). On a en outre x,54x,
puisque g(x,,§,)=25 et xg#xy. L'ensemble A={(x5,7o), (%, ¥»)} est done
a projection simple sur X et se transforme par @ en A* contenu dans
DPhyperplan z*=u,. On arrive 4 une contradiction avec ’hypothése que @
soit une transformation unifoliée.

L’hypothése que U[x,]#0 conduit ainsi & une contradiction. On
a done U[x,]=0, c’est-a-dire la formule (4), ou — ce qui revient au méme —
la formule (3). Par conséquent, pour chaque point (z,,y) e S[M,z,], on
a x5 =g(%,,7), Cest-h-dire que g(x,y) ne dépend pas de y — on peut done
poser x*=s(x).

Nous avons supposé que @ soit une transformation unifolide. Il s’en-
suit que, si @, #®,, on a xfs=x3, done r*=s(x) est une transformation
biunivoque, ce qui achéve la démonstration.

2. Les exemples suivants montrent que dans le cas le plus général
toutes les hypothéses du Théoréme 2 sont indispensables.

1° La continuité de g. Soit M Pintérienr d’un carré. Prenons la trans-
formation

(5) ;l'*:]s‘(:)_",:l[), ?/*zh(m"y)i

ol h est une fonction quelcongue de deux variables, et k(z,y) est la fone-
tion de Cantor qui transforme biunivoquement le carré en un segment.

14 "+

b,

Bien que (3) n’ait pas la forme (2), elle est une transformation unifoliée.
Cette fonction k est partout discontinue. Mais il suffit que g ait seule-
ment une ligne de discontinuité pour que la eondition W cesse d’étre
nécessaire (voir fig. 1), olt l'aréte mince désigne qu’elle n’appartient pas
a Pensemble, ’aréte grasse qu’elle lui appartient).

y i

& D

X | Y
Fig. 1
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de la transformation des ensembles A & projection
4 projection simple sur X*. Sojt

90 La biunivocité
gimple sur X en ensembles 4*

=y, Y=Y

une transformation du carré (0,1) % (0,1). (C'est une projection du carré,
paralléle & laxe Oz, sur sa diagonale). Elle tmnsform_e cha.que? en.semble
4 projection simple sur I'axe O univoquement (ma.ls. no’n bmn’lYoque-
ment) en ensemble & projection simple sur Oxz*, quoiqu’elle n'ait pas
la forme (2). A .
La transformation @ peut ne pas étre biunivoque. La transformation

du carré N

=z, yE=x

qui vérifie le Théoréme 2 en est un exemple. o

30 TLa théorie ne peut pas étre élargie au-deld des espaces euclidiens
5 un nombre fini de dimensions R,. Pour 'espace de Hilbert $ le Théo-
réme 2 est en défaut. Soit

o= () e X=9H, Y=Yy e T=Ra.

Alors la transformation continue et biunivoque
rr=g(x,y)= (y17y25 ey Yy Y % ..),
yr="n(,y),

oil h est une fonction continue quelconque, transforme chaque ensem-
ble ACH & projection simple sur X en ensemble 4* & projection simple
sur X*, quoique g dépende d'une maniére essentielle de y et de .

Les contre-exemples qui montrent que la comnexité de M sur X ne
peut pas étre omise (voir I'exemple 4° et la fig. 3) ainsi que ceux qui
montrent que M doit &tre ouvert (voir les exemples 7° et 8°) seront don-

nés ultérieurement. Pourtant, comme on le verra, en’ vertu du Théo-
réme 4, la condition W reste nécessaire pour certains ensembles fermés.

3. Si on ne considére que les ensembles & projection simple sur une
droite, on peut omettre dans I’énoneé du Théoréme 2 '’hypothése que I
soit connexe sur elle.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant:

Levme. Soient M, et M, deux domaines (cest-a-dire ensembles ouverts
et connexes) tels que U=M,-M,#0 et soit X Uaxe Ox. Supposons que
la condition W soit nécessaire pour qu'ume transformation ® avec g continue
sqit une transformation unifolibe dans M; (i=1,2).

Alors la méme condition W est nécessaire pour qu'uné transformation >
avec g continue soit une transformation wnifoliée dans M, M,.
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Démonstration. Soit @ une transformation unifolide dans M,-+ M,
avee g continue. D’aprés les hypothéses on a done

g(x,y)gs,-(:c) dans M,

Désignons par d; la projection du domaine M; sur X et posons d=d, - d,.
Pour démontrer notre lemme il suffit de prouver que

(6)

i=1,2.

s(w)=s.(x) pour xed. .

Or d; est un intervalle ouvert étant la projection sur X d’un domaine.
La fonction x*=s;(x) est donc monotone dans d; puisque elle est con-
tinue dans d; et établit une relation biunivogque. Soit d, la projection
de " sur X. Il est 0d,Cd. On a évidemment
(7) 51(x) = 55()

pour red,

Il en résulte que s,(x) et s,() sont toutes les deux des fonctions erois-
santes ou bien décroissantes a4 la fois. Pour fixer les idées admettons
qu’elles soient croissantes.

Supposons que (6) ne soit pas vrai. Il existe donec un x ed tel que
§1(2;) £ 8o(2;). Pour fixer les idées, supposons que s(x;)>ss(xr;) et pre-
nons un r,edy D’apres (7), on a x, € dy, done x5z, Soit par exemple
I, > Ty On a alors

81(y) > 8o1) > 8o{®o)== 81(L¢);

il en résulte, étant donné que s,(x) est continue dans (x,,%;>, qu’il existe
un i, e (ry,r,) tel que
(8) 81(@s) = 8o( 7).

Comme &z, la relation (8) est en contradiction avec ’hypothése
que la transformation @ soit une transformation unifoliée dans M, + M,.
La relation (6) est done vérifiée, ce qui achéve la démonstration de notre
lemme.

THEOREME 3. M étant un domaine, g étant continue dans M et X étanit
Daze Oz, pour que la transformation (1) soit wne transformation unifoliée
dans M il faut que la condition W soit vérifiée.

Démonstration. Soit @ une transformation unifoliée dans M avec g
continue. On doit démontrer que g(z,y) ne dépend pas de y dans M,
cest-d-dire que, pour deux points (Z,,%,)F (Zo,Y,) appartenant & M, on &

(9 9@, Y1) = 9(X0, Ys)-

A étant un domaine, les points (z,,¥;) et (ix,,y,) peuvent é&tre joints
par une ligne polygonale LCM formée d’un nombre fini de segments
Lyy...;Lx. Chaque segment I; est évidemment contenu dans un domaine


GUEST


128 K. Tatarkiewicz
M,CM qui est connexe sur X. En vertu du Théoréme 2 la fonction g(a,y)
est de la forme (2) dans chagque M;. Comme L;-L,7%0, on a M- M,#0.
Draprés notre Lemme, la fonetion g(z,y) est donc de la forme (2) dans
M+ M, On a ensuite (M,+1M,) M;#0, d’olt, en vertu du Lemme, il
suit que g(x,y) est de la forme (2) dans M;+M,+ M, En répétant ce
raisonnement k—1 fois on voit que la fonction g(x,y) ne dépend pas
de y dans M;-+-M,+...+ M. La relation (9) est donec vérifiée, c. q. f. d.
49 La fig. 2 nous montre que sans I’hypothése de la connexité de M
le Théoréme 3 serait fanx.
5° Ce théoréme peut étre faux lorsque la dimension de X dépasse 1.
On le voit aisément sur la fig. 3.

s

/oy
A
/

D, )
X X

Fig. 3

— e,

Quoique D, soit situé au dessus de D, les projections de Df et de D3}
sont différentes — done g(x,y) dépend d'une maniére essentielle de ¥.

4. THEOREME 4. Soit M la fermeture dun domaine M et X Daze Ox.
Supposons que g soit continue sur M. Pour que la transformation (1) soit
unifolide sur M il faut que la condition W soit verifiée dans M.

Démonstration. Supposons que M soit une fermeture du do-
maine M. Soit @ une transformation unifoliée dans M. & est alors & plus
forte raison unifoliée dans M. Il en résulte d’aprés le Théoréme 3 que
g est de la forme(2) dans M, et que la transformation #*= s(z) est biuni-
voque dans la projection de M sur axe Ox. Or, M étant un domaine,
cette projection est un intervalle d. ‘

On sait déja que ¢ ne dépend pas de y dans M. Pour achever notre
démonjtmtion il suffit de montrer qu’il en est de méme dans M’ (puisque
M'=M pour tout M ouvert). Soit donec (x,,y,) ¢ M'. Tl existe alors une
suite de points (.,y.) ¢ M telle que (@,y,)—(%,,7,). On a done

y(mnvyn)= 8(1‘,,), Tn € d; Lp—>2g € E,

icm
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et, g étant continue dans M,
9%y, y)=1im g(x,,y,)=lim s(x,).
n—oo n—o0

Or s(x) est continue et monotone dans d, la limite de la suite s(x,)
ne dépend donc que de wz, et, par conséquent, g(zo,y,) ne dépend pas
de y,. La fonction g(»,y) est donc de la forme (2) dans M’=H. La trans-
formation #*=s(z) est en outre biunivoque dans M puisque dans le cas

contraire la transformation @ ne serait pas unifoliée dans M, c.q.f.d.

|14 . 4 Y Y*
5% J ]
> 7
o x x* I X X
Fig. 4 Pig. 5

Ce théoréme resterait vrai si M était un ensemble contenu entre un
domaine et sa fermeture. Mais les exerples gui suivent montrent que
pour d’autres ensembles 3 ce théoréme peut étre en défaut.

6° Un exemple analogue & celui de la fig. 2 nous montre qu'on ne
peut pas omettre des hypothdéses du Théoréme 4 la connexité de l'en-
semble M. La connexité de I’ensemble M ne suffit pas — voir la fig. 4.

79 On voit sur la fig. 5 que si Pon prend un ensemble M fermé, con-
nexe et connexe sur l'axe Oz, la condition W peut ne pas étre remplie.
(Plus spécialement la -condition (2)).

On peut démontrer pour les ensembles M connexes efi connexes sur
Oz que, si z et T sont les extrémités de la projection de M sur Ox et les
ensembles S[M,z] et S[M,z] sont contenus dans les ensembles dérivés
de M—S8[M,z] et de M-—S[M,%] respectivement, la condition W est
nécessaire pour qu'nne transformation soit une transformation unifoliée.
Fundamenta Mathematicae, T. XLI. 9
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80 On peut demander si le Théoréme 4 peut étre généralisé aux fer-
metures des ensembles M connexes et connexes sur des hyperplans &
dimensions (n>1). L'ensemble représenté sur la fig. 6 nous montre que
ceci n’est pas possible. .

Pour lintérieur de cet ensemble la condition W est nécessaire et suffi-
sante pour qu’une transformation soit une transformation unifolide,
tandis qu’elle n’est pas nécessaire pour sa fermeture. Cela est A aun fait
que la limite de s(z) dépend du chemin pour lequel on la calcule.

5. Un théoréme analogue au Théoréme 3 et valable pour la pfojec—
tion simple sur des ensembles & #» dimensions (n>>1) serait beaucoup
plus compliqué.. Dans le Théoréme 5 nous ne donnerons donc qu’un
criterium qui permettra 1’étude de la question si, pour un ensemble donné
la condition W est nécessaire (et suffisante). Pour la démonstration (h{
Théoréme 4 nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemue. 8¢ BCR, est un domaine et y, et v, sont deuw transforma-
tions continues et biunivoques telles que

1/)1(B)+1p2(B)CR,,,
w(B)y(B) L U0,

e, si & deux points différents p,#p, correspondent deux points différents

(10) Pu(P1) F pa(D2),

alors y(p)=1y,(p) pour tous les p ¢ B.

Démonstration. L'ensemble U étant Pintersection d’ensembles
ouverts, est ouvert. Evidemment il est aussi ouvert dans w(B). On a

v (@=v:"(q)

pour ¢eU. En effet, s I'on suppose qu'il existe -un
0 L s U tel ©
i (q) #v3 (), alors (10) donne ren

g=vily (9) 1wy (g)] =
ce qui est absurde. o v 0] =g,

A plus forte raison, on: a

v (U) =9 () LY.
(10) implique méme plug

(11) w(p)=vy(p) pour peV.

exisigpf.gsznj;u%%(?)#g 2(11211)) Beumatg, o Alors wi(p) e U done il
FpeV qui vérifie 1’4 i _ , :

contradiction avec (10) austion wi(p)=yilp’) — ce qui st en
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Je vais montrer que B=V. Soit une suite de points greU et

soit lim gx=go e:(B). Il existe alors une suite de points rr eV tels
k—o0

que yi(re) =ya(r)=¢ et un point roeB tel que go=vi(r,). Comme
()= go="1u(r,) et la transformation inverse u;' est continue dans
w(B), on a m—7o. Il en résulte que uy(ra)—>ys(ro), et, par conséquent,
P1(re) =1p(To) (pm‘sque "/’1(7':1):%(7'2))- Ceci veut dire que go=1i(ro) € U.

1l s'ensuit que U est fermé dans p,(B). Si U est & la fois fermé et
ouvert dans lensemble connexe y,(B), alors U=y, (B) et cela signifie
que B=V. ’

Mais alors (11) entraine

p(p)=uwy(p) pour peB, c.q.f.d.

THEOREME 5. Si

. D, D, et Dy sont trois ensembles deux & deux disjoints.

D, et D, sont des domaines.

D, +D,+Dy=2M est un domaine.

. Projection de D, sur X=projection de D, sur X L3B.

. Dintersection de B et de la projection de Dy sur X est vide.

6. Chaque transformation @ unifoliée dans M et de la forme (1), o g
est continue, transforme D, et D, en ensembles qui ont Uintersection de lewrs
projections sur X* non vide.

7. Dans chague ensemble D; (i=1,2,3) pris séparément la condition W
est nécessaire pour qu'une transformation soit dans ce méme D; une trans-
formation unifoliée.

Alors, pour qwune transformation avec g continue soit unifoliée dans M,
il jaut que la condition W soit vérifice.

Démonstration. Supposons que @ soit une transformation unifoliée
dans M. D'aprés 7, g est de la forme (2) dans D, et dans D,. Posons
g(x,y)=1y(x) dans D; et g(z,y)=1y.(x) dans D,. Les transformations
x*=1y,(x) sont continues et biunivoques dans B qui est un domaine.
En vertu de 6, on a

Ot H> WO Lo

%(B)ll’z(B) #0.

Pour p,7Pa, il est yy(py) Zpe(pa), car la transformation @ est unifolide
dans M. En appliquant notre lemme, on & done p,(p)=1ys(p) pour p € B,
et cela veut dire que g ne dépend pas de y dans D,+D,. D’aprés 7 g ne
dépend pas de y dans D,. Il résulte de 5, que g ne dépend pas de y dans
D,+D,+D,=M. La fonction g(z,y) est done de la forme (2) dans .

“T1 est évident que la transformation a*=s(x) est biunivoque et la con-

dition W est vérifiée, c.q.f. d.
9*
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Dans les applications le plus difficile est de montrer quune trans-
formation donnée vérifie 6 et 7. Si les ensembles D, et D, sont connexes
sur X, pour démontrer 7 ont peut se servir du Théoréme 2. Les condi-
tions 1 et 3 nous montrent que D, n'est pas' ouvert, on ne peut done
pas employer ici le Théoréme 2.

6. Nous donnons ci-dessous des exemples de I"application du criterium
du Théoréme 5 pour le cas, ol X est un ensemble plan (un ensemble
de deux dimensions).

90 I’ensemble de la fig. 3 ne vérifie pas 6. Il existe des transforma-
tions unifoliées (elles peuvent &étre méme continues et biunivoques —
voir la fig. 3) qui transforment D, et D, en ensembles & projections dis-
jointes. (Pest conforme & la remarque antérieure que pour ceb ensemble
la condition W nlest pas nécessaire pour
qu'une transformation soit umifolide.

-10° L’ensemble de la fig. 7 vérifie tou-
tes les conditions 1-7. Par notre choix de i
Dy, D, et de D, les conditions 1-5 sont vé- Pl
rifiées. La condition 7 est vérifiée par D,
et D, en vertu du Théoréme 2. Il suit du D
méme théoréme qu’elle est vérifide & linté-
rieur de D;. Par nin raisonnement analogue D5
a4 la démonstration du Théoréme 4 nous
démontrerons que les limites de g ne dépen-
dent pas du choix de la route sur le plan X, 0y
donc la eondition 7 est vérifide dans D,

Nous allons montrer que les ensembles
D, et D, vérifient la condition 6. Soit
(wgy¥0) € Dy- Dy. Soit @ la droite qui a comme
équation =z, (ou en coordonnées ' =x;; o"=w; sion pose x,=(xh,x;)).
Prenons deux points P(x,,%;) et P(x,,7,) appartenant aux différentes
parties séparées de 'ensemble Q-D; et prenons leurs voisinages U,[z,¥;)
et Uy[ry,¥,] ayant une projection commune U sur X et contenus dans M.
Soit g;(z,y) la fonction appartenant & D; en vertu de la condition 7
(qui est vérifiée — voir ci-dessus), donc ayant la forme (2). Posons

- | 9(E,), (@,9) € Dy,
st {ga(w,w, (xy) ¢ Doy

Etant donné que gu(zg,y:)= gs(Zo,¥s)=81(2,) et que g est continue
dans T'ensemble M=D,+D,+D;, on voit que s, U,) et s,(U,) sont des
voisinages de s,(x,)=s5(x,) dans X*.

Or on a
(12)

yry

XY X

Fig. 7

i=1,2.

(D3 Uy) 728, Uy) sy U.),
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puisque s;(U,)s,(U,) est un voisinage de s;(x,) et 8(D;U,;) ne l'est pas.
D’autre part

81D Uy) = 85(D3Us),
done

(13) 83(DsU1) C81(U1) 8 Us)-

11 résulte de (12) et de (13) qu’il existe un point » tel que 7 e 8;(Uy)sx(Us)

et rés(DyU,), done

(14) res (D, Uy).

Puisque 7 € s5(Us) et ¢ s;(DyUy)=s85(DyU,), done

(15) , e 52(D, Ua).

(14) et (15) impliquent
§:(D;U1)s5(D, )50,

ce qui est une autre forme de la condition 6.

vérifiée par les ensembles D, et D,.

La condition 6 est donc

Cp¥

[5 B

\\

2

\
1

oo I3

Fig. 8

On voit, en s’appuyant sur le Théoréme 5 et le Théoréme 1, que pour
notre ensemble la condition W est une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une transformation @ soit une transformation unifoliée.

11° Pour Pensemble représenté sur la fig. 8 les hypothéses du Théo-

réme 5 sont aussi vérifiées. La démonstration que les conditions 1-5
et 7 sont vérifiées, est analogue & la démonstration employée dans 'exem-
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ple précédent. Seulement 1a démonstration que la condition 6 est vérifide
différe de celle-ci.

Le plan X est divisé dans notre exemple par la projection du triangle
ABC en deux parties disjointes. G appartient & l'une de ces parties,
B & Pautre. Aprés une homéomorphie quelconque de la projection de M,
le continu G*E* doit avoir une partie commune avec le triangle A*B*C*.
La projection simple devant &tre conservée, cette partie commune est
égale & O(D;)=0(D,). Donc &(D,)E(D,)#0 et la condition 6 est vérifide.

Le Théoréme 5 s’applique donc % notre ensemble.

7. 8i Ton veut appliquer cette théorie (par exemple dans la théorie
des équations différentielles), il y a un intérét particulier & considérer
les transformations qui conservent la projection simple (le plus souvent
sur une droite) mon pas de tous les ensembles, mais seulement des arcs
simples. ,

TL est évident que la condition W suffit pour gu'une transformation
qui change les ares & projection simple sur X en arcs & projection simple
sur X soit unifoliée dans M.

Le lemme ci-dessous est non moins évident:

Lemwe. Supposons que dams un ensemble M tout couple de points
& projection simple sur X peut 8ire joint par un arc & projection simple.
Alors une transformation qui transforme les arcs & projection simple biuni-
voquement en arcs & projeciion simple est unifoliée dans M.

Il résulte de ce lemme que si M vérifie Phypothése du lemme et les
hypothéses du Théoréme 2 (ou du Théo- y . "

réme 3 ou du Théoréme 4 ou enfin du Y )
Théoréme 5), les transformations qui con- %

servent la projection simple des arcs vé- %
rifient la condition W. ! w X { X

Pour des ensembles dans lesquels la
construction exigée par le lemme n’est pas
toujours possible, la condition W peut ne pas étre nécessaire (quoiqu’elle
soit foujours suffisante). L’exemple 12° le montre.

12® La transformation de I'ensemble M, montrée sur la fig. 9, trans-
forme tous les arcs 4 projection simple sur Oz en arcs & projection simple
sur Oz*, quoique g dépende d'une maniére essentielle de y.

THEOREME 6. 8¢ M est un domaine conneve sur X, chaque couple
d’élémm_ts CM gqui forment un énsemble & projection simple peut éire joint
par un arc CM ayant la projection simple sur X,

Démonstration. Soit a,be M et {a,b} soit un ensemble & projec-
tion simple sur X. On sait qu'on peut joindre alors o et » par une
ligne polygonale HCM formée d’un nombre fini de segments. Prenons

Fig. 9
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L,=projection de H sur X. Elle est aussi une réunion d’un nombre fini
de segments. Si I, a des points de bifurcation, on la réduit & une courbe L,
non réductible (entre a et b) et on rejette de H les segments ayant des
projections CL,— L, ou ayant une projection qui se réduit & un point.
S8i quelques segments possedent la méme projection, on n’en retient
qu'un seul d’entre eux. Enfin prenons la fermeture de ce qu’il nous reste
de H. On a construit un ensemble G (qui n’est pas connexe en général)
et qui, & Pexception d>un nombre fini de couples de points 935435409, 4%,
est & prejection simple sur X. .

Pour fixer les idées considérons le couple ¢%,¢2. Il appartient & un
ensemble connexe S[M,c], done il peut étre joint dans cet ensemble par
une ligne polygonale Hy.

Soit ¢ la distance de Parc Hy, qui est un ensemble fermé et borné,
4 Dlensemble fermé ColM. L'intersection HCol étant vide (HCHM —
done HCoM=0), on a & >0.

Soit & la plus petite des distances dist(p,,p,), ol les p, sont ou bien
des sommets de la ligne polygonale L, ou bien des projections des couples
4%,¢* formant des ensembles qui ne sont pas & projection simple. Soit
e=min(e,,£,/2) et prenons ’ensemble

Vi= X K(p,e) CH.
2,

De la définition de ¢ suit que G et la frontiére de V; ont deux points
communs ¢, et g; ayant des projections distinctes. . .

Prenons la paramétrisation de la ligne polygonale @+H§’ + g2y
dans laquelle le parameétre o€ <0,1> est proportionnel & la longueur de
la ligne, en comptant de g¢;. Soient alors ses équations

=10},
Yi1="0;(s)

et soient les coordonnées des points g; et g respectivement

’ . ro ’
912(1’1;'"71:,,73/1}"'5 ym)y

va 7t ” L
ﬂ_—‘ (-’rly---:w,,,?/lr--yy,,,)-
Soient
2y =i+ 0 (@] —i),

16) i=1,2,...,n,
Y=0;(), j=1,2

¢

32,0,y

les équations de l’arc H,. On a H,CV, et cet arc est & projection simple
sur X. (Si & un certain ensemble de valeurs Z,,%p,...,%a; ¥1;Y2swYm;
(16) fait correspondre un o, ce ¢ est unique).
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Pour les autres couples ¢%¢? on construit des arcs H; et des ensem-
bles V; d’une maniére analogue. On voit que dans la projection de V;
est contenue uniquement la projection de H;. Il résulte des considéra-
tions antérieures que la projection de H; n’a pas de points communs

avec les projections des ares ¢, ¢;. Done la réunion des arcs H, et des

"

ares Q;T/TQJ forme un arc & projection simple sur X entre a et b, c. g. f. d.

(e théoréme ne résout pas le cas de M — non-connexe, sur X (com-
parer ’exemple 129).

Si la dimension de X est plus grande que 1, il peut arriver que dans
un ensemble non-connexe sur X, tous les couples de points peuvent &tre
joints par des arcs & projection simple (voir par exemple la fig. 7). .

Si X est une droite, on peut. résoudre le probléme partiellement —
pourvu que M soit un domaine. Soit W Iensemble de tous les # tels que
S[M,x] soit non-connexe (voir la fig. 9). Si W ne contient pas un in-
tervalle, on peut montrer que la construction de la démonstration du
Théoréme 6 peut é&tre faite. -

Du Théoréme 1, du Théoréme 2, -du Théoréme 6 et du lemme du
début de ce paragraphe résulte le

THEOREME 7. 8i la transformation continue et biunivoque @ est définie
{i(ms le domaine M connexe sur X et transforme tous les ares CM & pro-
yepiiovz simple sur X en des arcs & projection simple sur X*, il faut et il
suffit que la condition W soit vérifiée. ‘

Lorsqu’il s’'agit de transformations dans des domaines quelconques
nous pouvons seulement affirmer que la condition W est suffisante e1:

1 N I v
qu’il est nécessaire que, dans chaque sous-ensemble connexe et connexe
sur X, la transformation g vérifie la condition W.

Regu par la Rédaction le 13. 9. 1953
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On a problem of P. Turan concerning graphs
by

K. Zarankiewicz (Warszawa)

The purpose of this paper is the solution of a problem put forward
by P. Turan. The problem is to define the smallest number of inter-
section points of the sides of a graph, defined in Theorem I. The problem
was derived from the following question. In a brickworks the bricks
are made in burning-ovens. When they are burnt out, they are carried
away to storerooms by workers on small trucks rolling on rails. The
trucks move easily and fast except when they pass a crossing of the
rails. Here the trucks are usually derailed a great loss of time and bricks
occurs and the traffic is hindered on all rails crossing that point. This
loss will be reduced to minimum when the number of intersections of
the rails is as small as possible and no three rails intersect each other
at an inner point. Theorem I1) gives the solution of this problem. Theo-
rem II gives the minimum number of regions into which the above
graph cuts the plane. :

TaeorEM 1. If

(«) in the Euclidean plane two sets of points, A and B, are given, A con-
sisting of P POINIS @y, Gs, g, -.., Ay, aRd B consisting of g points by,by,ybgy.. by
(p and q are natural numbers);

(8) for each pair of points a;, b;, where i=1,2,3,...,p, j=1,2,3,...,q,
there exists a simple arc lying in the plane and having the points a;,b; as
its end points;

(Y) the arcs lie in such a way that no three arcs have an interior point
(i.e. a point that is mot an end point) in common;

(8) E(p,q) denotes the smallest number of intersection points of ares;
then the following formulas hold:

(1) K(2k,2n)=(k*—k)(n*—n),
2) E(2k,2n+1)= (B—k)n2,
(3) K(2k+1,2n41)=k*n2. .

1) This theorem was proved at the same time, quite independently, by K. Urbanik
(Wroelaw).
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