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Sur une relation entre deux substitutions linéaires ")
par

W. Sierpinski (Warszawa)

Pour établiv une propriété paradoxale du segment d'une droite,
M. J. von Neumann a démontré lexistence de deux transformations
linéaires fractionnaires

()

_ oty oy Oy
T ertd et (’12(“)_02‘104;—(12

entre lesquelles il n’existe aucune relation de la forme
q;:’{l s q{){‘s qﬂ;«t . (p:’l‘zn-—1 q’;"" =1,

ot %y,kg,...,kn sont des entiers, tons non nuls, a Pexception peut-étre
de %, et k2. Le but de cette Note est de démontrer que, dans cet
énoncé, les transformations fractionnaires ne peuvent pas étre rempla-
cées par des transformations linéaires entiéres (de 1a forme ax-+Db).

THEOREME 1. @y(®) =a,2-+ b, et pu(x) =a,z-+ by étant deux substitutions
linéaires quelcongues, ot a; 0, a0, on a Videntité

(1) v =g, 27 07 e, 05 e ek, oy e eyt =1

(o(x) et z(x) étant deux substitutions, ov désigne la substitution o(z(a));
o désigne la substitution inverse pour o et o*+l=o%g, o*—1 =o*c— pour
% entier; 1 désigne la substitution identique o(w) =z pour tout » com-
plexe. La formule (1) exprime qu’on a pour tout z complexe y(x)=u).

THEOREME 2. Il n'emiste aucun systeme de 2¢—1<11 nombres entiers
Fyy Koy ens Fooga, mON nuls, sauf peut-éire keq—q, tels quw’on ait pour deuxs sul- .
stitutions linéaires quelcongques p() = a@-+by et (@) = 4T+ by, 0% 0,70,
ay 70, Didentité

(2) Planghaa .. plaph=1.

1) Présenté & la séance du 3 avril 1945 de la Société Polonaise de Mathématiqie
(voir les Annales de la Soc. Pol. Math. 18 (1945), p. 160).

2} Voir [1], p. 107.
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Démonstration du théoréme 1. Soient ¢y(®) =aw+b; et g,(x)
= a,z+ b, deux substitutions linéaires données, ol a,50, 4,54 0. On dé-
montre sans peine par induction que, si a;7%0 et a,51, on a pour k entier

" . af—1
¢1(fv)=a1w+51_1

by

et, si encore a,7%0, a,#1, on a, pour ky,k,,..., by, entiers, en posant

kaja+ Rojpa -+ oo+ Foag1=59;

(3 our §=1,2,...
) oyt Koyt oo gty pour j yyeenslly
la formule
ppugiet..ghagh (2)
b
" =arape+ allil[(a;1—~aia)a;a+(a§a—a§u)a-;h{—

oot (0208 — aee ) afor2 o+ (a2e—2 — 1) aga]

+- 0

P [as3 (agp —ags) + o (ag—ase)+ ...+ a1 (g2 - a3e) 4 ase—17,

Pour kl,kg,....,k12=1,2, —1,—1,1,~1,—1,2,1,—1,~1,—1, on tronve, d’aprés
(3) respectivement
8182000y 812=0,0,—1,—2,0,—1,—1,0,0,2,—1,—1,

et la formule (4) donne

y(z)=2+

b
a1 A=+ (7~ 1+ (1—ag?) a4 (a2 1)
+(1—ar) a7+ (a7 —1) a1]

by
+a2—1

et (1—az?) + (a2 —az?)
Fotlagt =1+ 1—a2) + oot ~ag?) + 07— )=

La ft?rmule (1) ‘est ainsi démontrée pour g, 1, a,#*1. Or, comme
on le voit sans peine, y(x) est un polyndéme en ay, a7, ap, 0571 (aJL;x coeffi-
cients dépendants de b, et b,): la formule (1) étant déméntrée dam le
cas, ot a; %1, ay£1, on en dédnit (p. e. en passant aux limites pour a,=1 l
Tesp. a,=1) qu'elle est vraie pour tous les @, et a, complexes Y

Le théoréme 1 est ainsi démontré. '
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Il faut remarquer qu’on a aussi les identités

Oy P T e P e e e vy =1
et
el e A

Démonstration du théoréme 2. Supposons qu'il existe des en-
tiers %; (j=1,2,...,,11) non nuls, sauf peut-&tre %, tels qu’on ait ’iden-
tité (2) pour ¢=6 quelles que soient les substitutions linéaires ¢ (x)
=2+ b; et @y(®) = ayx+ by oW ;70 et a,520. Vu les formules (3) et (4)
pour ¢=6, ke,=0, on & §; =8,=8,=0 et, pour tous les 4, et a, non nuls,
la relation suivante est vérifiée identiquement

(a1 —ags) as2 +(ags — afs) ass +-(afs —a57) agp

-|-(ai1 _.q,-‘ls) a;s + (a{a—aiu)a,;xo -+ a,in — 1= O,
done, vu que §;=8,=0

S S A § S S, AL ' 5
ala a24 - alﬁ aaa -+ a17 aze =+ a;lv a,zm + alu

(8)

—as S5 154 - 457 (s S9 (158 S11 S
4 - G A 4 agrags + afr as + agn ago.

Cette égalité étant une identité en a, et a, et le premier terme & ganche
étant afsay, il existe un terme & droite qui lui est égal. Suivant que c’est
le premier, le second ete. terme & droite, distinguons 5 cas:

10 gsag=oafs. Il en résulte que s,=0 et, vu que $,=0, on trouve,
d’aprés (3) k, =s,—s, =0, ce qui est impossible, les nombres %y, ks, ..., k1o
étant non nuls.

20 aSsag= s ag. Cela donne s,;—s; et ky=s;—s;=0, ce qui est im-
possible.

30 agsass = agragy, d'ott s,=s; et ky=8,—8=0, ce qui est impossible.

49 gsap=apagp. Cela donne s;=sy et §,=ss. Apres la réduction de
ces termes égaux la formule (5) donne

3 S $11 = (15 S| sy 1 g8 5 8 5
(6) ass o + afrags + ageagi + agn =ajs + apag: + oy ag + agnage.

N

Le premier terme & gauche étant ajag, il existe un terme a droite
qui lui est égal. On n'a pas afsap=aj, puisqu’il en résulterait s;=s;
et Jy =8,—85 =0. On n’a pas afss = ajsagt, puisque cela donnerait s;=28,
et &, =0. On n’a pas asagp = af7 ajs, puisque cela donnerait s;=s, et ks =0.
On a done afsajs = aj ago. Apres la réduction de ces termes égaux, l'iden-
tité (6) donne
(7) .a*; ags 4 apage + asu== 033 +asag - AL AR

1*
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Le premier terme & gauche de (7) étant ayrass, il exigte un terme
& droite qui lui est égal. On n’a pas airajs =ass, puisque cela donne s, ==,
et, comme §;=§,, on trouve s, =s, et k,=0. On n’a pas T == s as,
puisque cela donne s;=s; et k;=0. On n’a pas afrap =afra, puisque
cela donne s =s; et k;=0. Le cas 4° est donc impossible.
0 gssgfi=anasw, Aprés la réduction de ces termes dgaux, Piden-
0/1 2 1 2 i =
tité (5) donne

5 —_— I (158 (15 S Al -5 §
@) a5 a5+ ay7ags -+ a0 4o+ g =g+ a3 age -+ ay7 ag - ago ags.

Le premier terme & gauche étant afrage, il existe un terme & droite
qui lui est égal. On n’a pas afsaf =ass, puisque cela donne s;==s, of
ks =0. On n’a pas afsal =a'sas, puisque cela donne sg=8, et k,==0.
3 13 1 o 1 9T p [} 4 4
On n’a pas afsajs =aj7afs, puisque cela donne s; =8, et ks =0. On n’a pas
enfin afsass =a%as, puisque cela donne s;==8 et k;=0.

172 12 ? 6 8 (]
Le cas 5° est donc impossible.
Le théoréme 2 est ainsi démontré pour ¢ =6. Or, si Pon a pour 29 —1
) 1
entiers non nuls k,,k,,..., ke l'identité

(p’l‘zru-lqygw—z o q)ég (pf] =1
on a aussi l'identité
Pypi—iplan— ... phaghiprt =1

(puisque ¢,-1-¢71=1) ef, si I'on a pour 2p entiers non nuls Pidentité
’ Phaplae— .. plaghi=1
on a aussi identité

g ghepl1 .. pleglhi=1.

Il en résulte tout de suite que si le théoréme 2 est vrai pour g=p-+1,
il est encore vrai pour g=p. Done, le théordme 2 étant démontré pour
¢=6, on conclut successivement quwil est vrai pour q=5,4,3,2,1. Le
théoréme 2 est ainsi démontré complétement.

Vu le théoréme 2 on peut dire que la formule (1) présente la plus
simple relation qui a lieu entre deux substitutions linéaires queleonques
(le nombre 12 de facteurs du produit (1) ne pouvant pas é&tre diminud).

Quant au théordme 1, il est & remarquer qu'il en résulte tout de suite
la conséquence suivante. Il n’est pas vrai que, pour les fonctions linéaires
de la variable complexe p(z) et v(2) que j’ai considérées dans TFund.
Math. 373), les nombres 4) y envisagés sont tous #1. La faute dang la
démonstration du théordme 2 (l. ¢.) congistait en ce que j'avais regardé

3) Voir [2], p. 2.
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comme chose évidente que (le nombre ¢ n’étant pas une fonetion ra-
tionnelle aux coefficients rationnels de a et 3) la formule, qui se trouve
a la ligne 16 en descendant de la p. 3 (L. c.), entraine que ¢=0. Or, cela
n’est pas vrai, comme I’a démontré M. Myecielski.
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