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Sur le phénoméne de convergence de M. Sierpinski
par

J. Popruzenko (L4dz)

M. Sierpinski a démontré en 1928 le Théordme suivant:

(T) 84 8, =2%, il existe une suite convergente de fonctions fo(x) (n=1,2,...),
définies pour 0<La<<l, qui converge non uniformément sur tout en-
semble non dénombrablel).

Nous appelons phénoméne de convergence de Sierpinski la singularité
qui se présente dans la thése du Théoreme (T), & savoir la convergence
non uniforme dans fout ensemble indénombrable d’'un certain champ de
convergence.

Si P’on abandonne 1’hypothése du continu, la question de l’existence
des singularités de ce genre reste ouverte; la méthode de M. Sierpinski,
essentiellement liée & ’hypothése du continu, ne donne aucun renseigne-
ment sur ce sujet.

L’étude approfondie du Théoréme (T) et des problémes qui s’y rat-
tachent m’a conduit & mettre en évidence une singularité connexe dont
lexistence dans les espaces d’une certaine puissance indénombrable peut
étre démontrée sans prémisses hypothétiques.

Dans la Note présente, je m’occupe de cette démonstration, puis je
donne certaines applications du résultat acquis & la théorie de la mesure
abstraite.

1. Préliminaires
Btant données deux suites infinies d’entiers positifs a=(a,,a,,...)
et b=(by,b,,...), convenons d’écrire
(py) a<<h 8 a;<<h; pour i=1,2,..;
(e} a<2b siYon a ¢;<<h; & partir d’un certain indice i=1,.

Nous dirons qu'une famille & de suites infinies d’entiers positifs est
bornée, resp. finalement bornée, lorsqu’il existe une suite fixe d’entiers
positifs qui majore toutes les suites de & au sens de la relation (p;), resp.

(p2)-

1) W. Sierpiniski [1] et [2], p. 52, Proposition C,.
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Les négations de ces propriétés (& savoir non bornée, finalement non
bornée) sont évidentes. . ' -

On sait que toute famille dénombrable de suites d’entiers positifs
est finalement bornée. On en conclut que la somme dénombhrable de
familles finalement bornées est encore finalement bornée.

Ceci posé, introduisons deux propositions auxiliaires sur les suites
infinies de fonctions réelles. ] ‘

Leve I. Soient F une famille (finie ou non) de swiles v=(fy,My,...)

dentiers positifs, B un ensemble de puissance = F,D(x)=v UNe COrrespon-

dance quelconque qui attribue & tout < B un blément déterminé ve== (g 0%, ..)

de & de sorte que Von ait O(B)=§.
Dans ces conditions, il existe une swite convergente {fm(@)} de fonctions
réelles, définies dans B, jowissant de cette propriété:

(¥) powr que la convergence soit uniforme dams un sous-ensemble 1y de B,
il fout et il suffit que la famille F=@(E,) soit bornée.

 Lemue XI. Soient E un ensemble quelconque, fi(w)—f(a) une sudte de

fonctions réelles convergente dans E.

On peut définir une famille F de suites non décroissantes d’entiers po-
sitifs v = (Fy,ka,...) € une correspondance ®(x)=» lelle que O(B) =&,
de sorte qu'elles satisfassent & la condition (*).

Démonstration du Lemme I. Définissons avec M. Sierpinski®)
les fonctions fnu(z) (m=1,2,...) comme il suit.

Soient x e B, ®(w)=v=(nF,n%,...). Si Ventier positif m ne figure pas
parmi les nombres n7, posons

1 F)=0.

Dans le cas contraire, désignons par p*(m) le plus petit indice 4 pour
lequel #¥=m et posons

(2) ful@)=

La suite {fm(#)}, définie dans F par (1) et (2), converge vers 0.

Nous allons démontrer qu’elle satisfait & la condition (x).

Soient E, un sous-ensemble de B et O(E)=5&,. Si la suite {fu(x)}
eonverge uniformément dans E), la famille &, est bornée au sens de la
relation (p;); ceci fut établi par M. Sierpinski [3]. 11 ne reste done
qu'a démontrer que Pimplication inverse est vraie.

Soit &, une famille bornée, contenue dans &. Posong

B=E{®@)< &}

%) Quant & ces lemmes, cf. les raisonnements trés voising de W. Sierpinski [8].
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Il existe donc par définition une suite fixe d’entiers positifs {k;} telle
que la relation

(3) <k, (6=1,2,3,..)

soit vraie pour tout x e E,, et ’on peut évidemment supposer que cette
suite soit croissante. Désignons par i=g(m) (m=1,2,...) le premier in-
dice 7 tel que k;>m. D’aprés ki<kiiz, on a
(4) lim g(m)=o0.
m—oo

Soit # un point de E,, m — un entier positif appartenant & {n7}.

On a d’aprés (3): m=n;x(m)<kpx(m), d’ot il résulte p*(m)>=q(m),
done f,(z)<<1/g(m). Le point x de F, étant quelconque, les formules (1),
(2) et (4) démontrent que la suite {f.(x)} est uniformément convergente
dans FE,3).

Le Lemme I est ainsi démontré.,

Démonstration du Lemme II. Définissons pour tout zeE la
suite (k,k3,...)=»=®(x) en posant

ki = le premier indice & partir duquel on a

felo)—f@)] <3 (i=1,%...),

En désignant par & la totalité des suites distinctes ainsi définies,
on obtient une famille, et une correspondance, satisfaisant & toutes les
conditions exigées.

Les détails de la démonstration sont faciles & reproduire.

2. Existence

Soient B un ensemble d’éléments z, {f,(z)} une suite de fonctions
réelles convergente pour tout z e E.

Nous dirons que la suite {f,(x)} converge a-wniformémenf dans un
sous-ensemble E; de E si E, peut étre représenté dans la forme

(5) E1=ZM:¢,
k=1

ot M, sont des ensembles dans lesquels {f,(z)} converge uniformément.
Tl est clair que la o-uniformité (ainsi que sa négation) est invariante
contre les transformations biunivoques.

%) Simplifié suivant une remarque de M. Marczewski.
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Considérons la suivante

ProposITION (P).

{0 11 ewiste dans un ensemble B aw moins une suite convergente de fone-
tions réelles {f.(x)} qui n'est o- umfownemem convergente dans aucun sous-
-ensemble B, de E de puissance E,=F.

20 Toute suite convergente {¢.(z)} de fonctions réelles définies dans E
est o-uniformément convergente dans towt sous- -ensemble By, de I de puis-
sance <B.

La condition double de cet énoncé détermine un certain phénomone
de convergence, abstraction faite de son existence.

8i %,=2% ce phénomene est réalisé dans tout ensemble indénom-
brable de nombres réels ou, si on veut, dans tout ensemble & de puis-
sance du continu. En effet, on s'assure sans peine que, dans ce cas, I
Proposition (P) coincide avec le Théoréme (T) de M. Sierpinski.

Notre but est de démontrer le suivant Théoréme d’existence:

TaROREME Y. Il existe un et un seul nombre cardinal m tel que la Pro-
position (P) soit réalisée dans tout ensemble B de puissance m.

Ce nombre est un aleph régulier satisfaisant & Vindgalité 3 <<m <L 2™,

Démonstration. Désignons, suivant M. Rothberger, par &, le pre-
mier aleph >R, satisfaisant & la condition
(A) 4l existe au moins une famille de puissance X, se composant de suiles
infinies dentiers positifs et finalement non bornée.

Cet aleph est ainsi défini d'une fagon univoque. Il vérifie 'inégalité
ngs,,<2“° ot satisfait par définition & la condition
(B) toute famille de suites infinies d’entiers posilifs d'une puissance

est finalement bornée *).

Il en résulte, comme il est facile de le voir, que x, est un aleph
régulier.

Je dis que le nombre m=s, satisfait aux conditions du Théoréme I.

Il nous reste & démontrer que

(a) tout ensemble B de puissance &, satisfait aux conditions 10-20
de la Proposition (P);

(b) le nombre m est unique.

Soit w, le nombre initial de puissance &, et soit {afh <, u, UG famille
de suites dont l’existence a été affirmée sous (A).

On passe, par un simple procédé transfini, indiqué par M. Roth-
berger [9], & une nouvelle famille

Fo={P*h<s<o,

4) F. Rothberger [9], p. 296.
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se composant de suites infinies distinetes d’entiers positifs, bien ordonnée

par la relation (p,) et jouissant de la propriété suivante, essentielle pour-

notre: démonstration: .

(T)  aucune partie de F, de puissance 8, n'est finalement bornée.
T’assertion (a) résulte maintenant de nos lemmes et des proprié-

tés (B) et ().

En effet, soit E un ensemble quelconque de puissance ;.

Daprés = &F,, il existe une correspondance biunivoque @(z)=1D
entre les éléments x de E et ceux de &,. L'ensemble E, la famille &,
et 1a correspondance ¢ étant donnés, soit {f.(z)} une suite satisfaisant’
aux conditions du Lemme I. Cette suite n’est o-uniformément conver-.
gente dans aucun sous-ensemble E; de E de puissance F,=x,, car, s'il
existait une décomposition de la forme (5), chacune des familles O(My)
(k=1,2,...) serait, d’aprés la condition (#) du Lemme I, bornée, donc

la famille &= ®(B,)=), &(M,) — tinalement bornée; ce qui est impos-
k=1

sible en vertu des relations &,=0(E)=y,, $;C¥, et de la propriété
(T) de &, '

D'autre part, soit {g.(#)} une suite quelconque de fonctions réelles
convergente dans E, E, — un sous-ensemble de ¥ de puissance <E=y,.
&(x) ayant maintenant le sens préeisé dans le Lemme II, considé-
rons la famille @(E,) de toutes les suites distinctes @(z)=v=(k1,k3,...)
que l'on obtient pour x ¢ E,. Il résulte des rélations @(B,)<F, <, et de.
la propriété (B) que la famille @(E,) est finalement bornée. Il existe
donc une suite fixe d’entiers positifs {m;} qui majore toutes les suites
de @(E,) dans le sens de la relation (p,). Désignons par iy(z) le plus petit
indice tel que ki <<m; pour i>i,z), x ¢ B, et posons

MPZE{‘I)EEI’ Lhiz)=p} (p=1,2,...).

11 est clair que E,= ), M,. Par définition, on a kyi <My pour tout
p=1

2 ¢ M,, 120. Or, les suites v==(k1, %3, ...) étant non décroissantes (Lemme IT),
ceci démontre que chacune des familles @(M,) (p=1,2,...) est bornée.
De 1a résulte, d’aprés le Lemme II, que la suite {g,(x)} converge unifor-
mément dans les ensembles M,(p=1,2,...). Elle est done o¢-uniformé-
ment convergente dans E,. :

La Proposition (P) se trouve ainsi réahsée dans tout ensemble E de
puissance X,.

Nous avons démontré qu’il existe au moins un nombre cardinal in-
dénombrable m =y, <2"% satisfaisant aux conditions du Théoréme I,
Fundamenta Mathematicae. T. XLI. 3
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Liunicité résulte tout simplement de la remarque que la coexistence -

des conditions 1°-20 de la Proposition (P) définit le nombre ca,rdi?aJ m
comme le plus petit aleph dans la classe non vide des :fjlephs < 2% tels
que les ensembles F de puissances correspondantes satisfont & la con-
dition 1°.

Le Théoréme I est ainsi démontré.

3. Application

Soit X un ensemble abstrait queleconque. Appelons fonction masumnw
(MapBfunktion de Hahn?)) toute fonction réelle p(H) définie sur X et
satisfaisant aux 3 conditions suivantes:

10 0<p(E)<oo,

20 o(E)<¢(E,) pour E,CHE,,

[

30 p(B)<Yo(H,) pour E=21E,.‘
n=1 n=
Soit M, le o-corps de tous les ensembles mesurables ¢.

Désignons par @ la famille de toutes les fonctions mesurantes assu-
jetties & la condition supplémentaire

49 pE)<p(X) 'si E<X.

Banach et Kuratowski, & l'occasion de recherches relatives au.

probléme de la mesure absolue®), ont obtenu un résultat qui peunt étre
interprété comme il suit:

8i X=2% o si w,=2"%, il existe une swite {E,} de sous-ensembles de X
jouissant de la propriété swuivante:

(A) - quelle que soit p e @, la relation E, ¢ M, se présente pour auw moins
une valeur n=mn(g) de Pindice n.

Par cela se trouve précisée la notion d’une famille dénombrable d’en-
sembles absolument incommensurables, résistant -contre toute évaluation
numérique provenant des fonctions mesurantes assujetties & 40,

Nous allons démontrer Pexistence d*une telle famille dans les ensem-
bles de puissance w,.

Dans ce but, désignons par f un o-corps quelcongue de sous-ensem-
bles de X, par 8 —1’ensemble

8=)E.
Eet

Leave TIT (Propriété d’Bgoroff géneéralisée).

%) Voir H. Hahn [5], p. 424.
¢) 8. Banach et €.:Kuratowski [6], p. 127; voir aussi . Banach [7).
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Prémisses. Soient

(o) w(B) une fonction réelle d'ensemble définie sur ¥ et satisfaisant auw
conditions:

1 (B <X (B pour toute suite @ensembles de i,
n=1 n=1
9 limy(B)=0 si Eyef, B,DByp, lim B,=0;
n—oo n—-o0o

(x3)  gn()—>g(w) une swuite convergente de fonctions réelles, définies pour
z el et mesurables relativement & ¥ dans tout ensemble E e ¥;

(a3) 6>0 un nombre arbitraire.
Thése. E, éant un ensemble de £ pour lequel v (E,)#0, il existe un
ensemble B, aux propriétés suivantes:
(B1) ELCEy, By et
(B2) [W(E1)|>I‘P(Eu)|_‘61
(Bs)  {gn(z)} converge uniformément dans E,.
La démonstration ne différe en rien de celle ’Egoroff.

En effet, on pose, pour une suite de nombres o, >¢y>...—~0 donnée
d’avance,

Rn<am>=k.§;g{lgn+k<w>~g<w)l >0m; 2 € B,

et l'on s'assure sans peine que les conditions 1*-2* suffisent pour en
déduire toutes les propriétés des ensembles R, nécessaires pour la dé-
monstration.

Ceci établi, définissons les nombres »(y) et u(yp) par les formules
(6) v(w)=Supr{|v(B) |}z s 5.3
(" w(p)=Supr {|p(B)|}5.,-

Désignons par ¥(f) la famille de toutes les fonctions (E), définies
dans I, satisfaisant aux conditions 1*-2* du Lemme III et & la condi-
tion supplémentaire suivante

3* w(y)<p(yp).

En ¢'appuyant sur le Lemme III, on peut démontrer le

Taporime II. 8 X =R,, il exisie une swite {E,} de sous-ensembles
de X jouissant de cette propriété:

T étant wn o-corps pour lequel la famille W(E) w'est pas. vide, la relation
B, ¢ T se présente pour au moins une valeur n=n(¥) de Vindice n.

Démonstration. Soit {f,()} une suite de fonections convergente
dans X, qui n’est uniformément convergente dans aucun sous-ensemble B

3%


GUEST


36 v J.Popruzenko

de X de puissance F=X=n,; une telle suite existe d’apres le Théoréme 1.
Considérons les ensembles E{fal®) >rm} (n=1,2,...3 m=1,2,..), les 7,
parcourant tous les nombresxrationnels. Supposons ces ensembles rangés
on une suite simplement infinie {E,}. Je dis que cette suite satisfait aux
conditions du Théoréme IL.

Tn effet, soient ¥ un o-corps queleonque 4 P(E)#£0, »(E) une fone-
tion appartenant & ¥(f). Soit B, un ensemble de f tel que 11/;(E0)|M> ().
Draprés (6), (7) et 8% on voit quun tel ensemble existe et que Ly==y,.

Si Ton avait B, ¢t pour n=1,2,..., toutes les fonctions f.(x) geraient
mesurables relativement & I dans tout ensemble B e f.

Done, en - choisissant 0>0 suffisamment petit powr que lon ait
[p(Bo)| —0>(y) et en appliquant le Lemme III, on pourrait déterminer
un ensemble E; vérifiant les relations (,)-(8;) (en y remplagant g, par fn).

Daprés [p(Ey)| > |p(Eo)|—6>(p) et (6), on aurait B =x,, ce qui est
impossible en vertu de (8;) et de la définition de {f.(2)}.

Oeci démontre le Théoréme IL.

Revenons & la famille ¢. On voit que, », étant un aleph régulier,
1a condition 4° entraine, pour X=4,, la relation

Supr {p(E)}g <o (X),

dolt il résulte que, dans le cas considéré, tous les M, (qaérl)) satisfont
aux conditions imposées aux o-corps & P(f)#£0.

On en conelut que le Théoréme II implique ce

COROLIAIRE. Si X=v,, il existe une suite {E,} de sous-ensembles
de X jouissant de la propriété (A).

4. Equivalence

Dans ce. qui précéde, nous ne nous sommes occupés que du phénomeéne
de convergence défini dans la Proposition (P). Il m’a été suggéré par le
Théoréme (T) de M. Sierpinski et par son phénoméne de convergence.
Dans certaines conditions il coincide avec le phénoméne de M. Sier-
pinski. Mais, par définition, il ne lui est pas pareil. Lorsqu’il 8’agit du
phénomeéne de M. Sierpinski comme je D'ai précisé au début de la
Note, je ne sais démontrer, ni refuter son existence. Ici, je veux établir

une proposition qui le met en rapport avec un domaine, tout différent '

d’apparence et peu étudié jusqu's présent.
0{1 dit que les familles {a*}eco et (8"} (n=1,2,...) de suites infinies
d’entiers positifs déterminent une lacune de type (2, 0*) si

'L’ <. 2d 2. I L. I

icm
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et @il n'existe aucune suite infinie d’entiers positifs &= (x,%,...) telle
que af <2z, ©-2b" pour tout £<Q, n=17).

Considérons les deux propositions:

(P,) Il existe dans wn ensemble mon dénombrable une suite convergente
{fx(2)} qui converge non uniformément dans tout sous-ensemble non
dénombrable (Phénomeéne de convergence de Sierpiniski).

(P,) Il existe des lacunes de type (2, w*).

Démontrons que :
les propositions (Py) et (Py) sont équivalentes.
En effet, M. Rothberger a démontré®) que (P,) est équivalente

4 Dégalité n=1, c’est-d-dire & l'existence des familles de suites infinies

d’entiers positifs de puissance s;, bien ordonnées par la relation < et

finalement non bornées. D’autre part, il est bien facile de voir, d’apres
ce qui précéde, que la proposition (P;) est équivalente & la méme égalité.
De la résulte I’équivalence 4 démontrer. '
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