Sur une décomposition des ensembles indénombrables (I
par

J. Popruzenko (L6dz)

Dans cette Note je vais étudier la proposition suivante qui proviend,
elle aussi, de la conception fondamentale de Banach et Kuratowslki[2]
citée dans ma premiére note & ce sujet [4]:

ProrosiTION (K,). Soit E un ensemble quelcongue de puwissance m.
11 existe une suite double {AL} de sous-ensembles de E satisfaisant aux
conditions suivantes:

oo
10 YAL=FE opour i=1,2,..
m=1 .

20 AL -AL=0 pour tout 7 et m=Em’.

3% Quelles que soient les suites infinies dentiers positifs {is} et {m,)
dont la premiére est croissante, si I'on pose v

Po=Af Al LA,
on a
Lim P, <m.
)
.11 g’agit, en premier lieu, de la question de I'existence de nombres
cardinaux m satisfaisant & toutes les conditions de la Proposition (K,).
Les raisonnements qui vont suivre reposent sur la notion de con-
‘ver{;e;‘zce c-uniforme que j’ai introduite autre part [13]. En veici la
définition: ‘
Soit %‘i,(m)} une suite convergente de fonctions réelles définies dans
un ensemble E. stant S0N8- i
E. E, étant un sous-ensemble de E, nous dirons que la

suite {f‘,,(‘w)} est o-uniformément convergente dans E, ¢l existe une dé-
composition de la forme

(1) E,=} E,

telle que {fy(x)} soit uniformé
: mement convergente dans chacu 3
s cha des en-
sembles H, (s=1,2,...). ’ e
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Désignons par & la classe de tous les alephs n (inférieurs & un aleph
fixe quelcongue, supposé suffisamment grand) ayant la propriété suivante:

11 existe dans tout ensemble E de puissance n une suite convergente
de fonctions réelles, qui n’est g-uniformément convergente dans ancun sous-
ensemble By de E tel qgue E,=E.

Soit s, 'aleph de M. Rothberger, symbole de la plus petite puis-
sance des ensembles de nombres réels ayant la propriété 1 et dépounrvus
de la propriété A’ (consulter F. Rothberger [5]). (Vest un aleph indé-
nombrable régulier, caractérisé, comme je I'ai démontré ([3], p. 32-34),
par la condition double suivante:

1. 11 existe dans tout ensemble E de puissance x, au moins we
suite convergente de fonctions réelles qui n’est o-uniformément conver-
gente dans aucun sous-ensemble B, de F tel que Eozsﬂ.

9. ' étant un ensemble queleconque de puissance <s,, toute suite
de fonctions réelles, définie et convergente dans E’, est g-uniformément
convergente.

11 est done démontré que la classe &, définie plus haut, n'est pas
vide et qu’elle contient des alephs réguliers (par exemple x, lni-méme).

Cleci posé, nous pouvons démontrer le suivant

TatorimE 1. Powr que la Proposition (K,) soit vraie, il faut et il
suffit que Von ait me K.

Démonstration. I. Nécessité. Supposons la Proposition (Ks)
vraie. La suite {4’} satisfaisant par hypothese aux relations 1° et 20,
on construit, en reprenant le raisonnement connu de M. Sierpinski
([7], p- 278-279), une suite {f,(x)} de fonctions réelles, convergente dans B
et ayant la propriété suivante: si HCE et si {fa()} est uniformément
convergente dans H, il existe une suite d’entiers positifs {k;} telle que

HCJ] (44 ALt ..+ AL).
=1

Supposons que {fs(x)} converge o-uniformément dans un sous-en-
semble K, de F: il existe donc une décomposition de E, de la forme (1)-
Elle entraine, d’aprés la propriété de {f.(x)} mentionnée tout a Theure,
Pexistence d’vne suite double (£} @entiers positifs telle gue

g . . P
(2) ESC]](A;+A;+...+AL§')) pour §=1,2,..
i=1
Soient {m;} et {j,} deux suites d’entiers positifs satisfaisant aux

inégalités

EO<m  pour 17, (8=1,2,..)5
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la famille des suites B kY,... (s=1,2,..) étant dénombrable, on
sait que de telles suites existent. On a alors, pour une valeur de s fixe,

(3) A+ AOCA A4,
powr i=js,ds+1,0s+2,0
Posons
‘(4) Pi=Alt At oAb,

Les formules (2), (3) et (4) donnent
= i i iy
By C ] (Ai+4p-+ e C T Py,
i=jg i==j,
done, & plus forte raison,
B, C Lim P;,

i—»00

et, s étant arbitraire,

oo
By=) E,CLimP,
I S
Lot il résulte, L’aprés 39, Ey<m.

Nous avons ainsi démontré que la suite convergente {f,(xr)} nlest
s-uniformément convergente dans ancun sous-ensemble de E de puis-
sance m. En d'autres termes: nie K.

II. Suffisance. Supposons maintenant que 'on ait me K.

D’aprés la définition de la classe &, il existe une suite de fonctions
{ga(2)}, convergente dans H, qui n’est g-uniformément convergente dans
aucun sous-ensemble de E de puissance m=FE. On peut évidemment
supposer que

lim g, (x)=0.

n—-»ce
Posons
(5) ki =le premier indice tel que |g,,(aﬂ)|<}T pour i =AY,
(6) AL =F{reB, kf=m}.

La suite double {4,.} de sous-ensembles de F ainsi définie satisfait
évidemment aux conditions 1°et 2°. Démontrons qu’elle satisfait aussi & 3°.

Les symboles {i,}, {m;} et P, ayant le sens précisé plus haut (voir
la condition 3°), considérons l’ensemble

Q=[] (Ar™ A" gy
P=0 LEe
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s étant un entier quelconque >1. La relation e @ entraine

we AP LA Al

Myip

pour tout p >0, ce qui donne d’apreés (5) et (6),

1 .
On () <<= pour n=mgy,, p=0.
1s+p

On en conclut, d’aprés lim i,=oco, que la suite {g(x)} converge
S—»00
npiformément dans @,. Elle converge donc g-uniformément dans ’en-
semble
o
S .
ZQs:le P
=1 5%
d’on il résulte que o
Lim P, < m.

§—>00

Ta suite {4} satisfait done & la condition 3°.

Notre Théoréme est ainsi démontré en méme temps que L'existence
e pareilles décompositions (en vertu de 8£0).

Banach et Kuratowski ont, les premiers, attiré 'attention sur
le fait que les ensembles 4% qui figurent dans leur décomposition (voir
[27, p. 128) ne peuvent (tre, tous & la fois, mesnrables par rapport & au-
cune mesure abstraite ¢(X) (XCE), disparaissant sur les points et satis-
faisant & la condition 0<g(E)<co (3. Banach [1]). L'égalité 5 =29
implique done Vexistence d’une infinité d’ensenibles que Pon peut appeler
absolument incommensurables.

Wous allons démontrer cette existence sans prémisses hypothétiques,
maiz dans des conditions plus restrictives.

Désignons par @ la famille de toutes les mesures extérieures ab-
straites non-nulles @(X), définies pour XCE et assujetties & la condition
«uivante, essentielle pour notre démonstration:

() p(X)=0 si X<E.

@p nest jamais vide si E est un_aleph régulier non dénombrable (ex.:
g (X)=0 st X<E et (X)=1 sl X=E)
Noit M, le o-corps des ensembles mesurables-¢ ).

T 15 Pour préciger les notions: Pr est la famille de toutes les fonetions réeues d'en-
semble p(X), définies pour X CF et satisfaisant aux 4 conditions suivantes:
p(X)=0 et 0<p(H)<o0,

2. p(X)<p(Xs) s XycX,

=

3 3
3. lp(Ean)ézi (A,
i e

4 pX)=0 s X<E.
La mesurabilité est comprise au sens de Carathéodory.
Fundamenta Mathematicae. T. XLIL i8
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Supposons que lon ait F=mef et dp=£0. Dans ces conditions
le théoréme suivant est vrai:

TwéorEME I1.

A. Btant donné un systéme fini B\, E,,...,E, de sous-ensembles de I,
il eviste toujours wne mesure extérieure p(X) appartenant & g tlelle que
tous les ensembles By (i=1,2,...,n) sotent mesurables-g.

B. Il eriste une suite infinie five {H,} de sous-ensembles de I ayant
la propriété: quel que soit @ € O, la velation H,¢ M, se présente powr une
infinité de valewrs de Vindice n=-0@ (k=1,2,..), tous les ensembles H,,g,-)

étant distinets.

Démonstration. Soit @(X) une fonction arbitraive e Pg.

Ilassertion A résulte du fait que, un systéme fini d’ensembles non-
vides B; (i=1,2,...,n) étant donné, on peut déterminer (effectivement )
un autre systéme, dgalement fini, d’ensembles disjoints M; (j=1,2,...,1)
de sorte que tout I soit la somme d’un certain nombre d’entre eux.
Ceci fait, deux cas seulement peuvent se présenter: soit tous les 2/,
done aussi tous les E;, sont mesurables-g, soit il existe un ensemble A7,
non mesnrable-p. On a alors g(M;) >0 e, Qaprés (), M; =m. En po-
sant @,(X)=@(XM;), on obtient une mesure extéricure qui appartient
encore & @p et satisfait & la condition exigée.

La démonstration de B s’appuit sur le Théoréme 1. Bn etfet, la suite
{4L} étant celle de la Proposition (K,), supposons les ensembles Al ran-
@és en une suite simple, soit
(7) Hy=AD =P (2, 1))
Je dis que c’est la suite recherchée.

Pour le démontrer, il suffit de wvérifier les deux circonstances suni-
vantes:

1. @e®g étant quelcongue, le tableau

B=AlL Ay ...+ 4L+ ...
(8)

ne peut contenir qu'un nombre fini de lignes dont tows les termes sont
mesurables-g.

2. Aucun ensemble d=4, de puissance m ne peut y apparaitre
qu'un nombre fini de fois. .

Ces propriétés résnltent presque immédiatement des conditions 19-3¢
de la Proposition (K,), car les suppositions contraives reviennent, dans

) Voir par exemple [6], p. 77.
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tous les deux eas, & la possibilité de déterminer conformément a 3° denx
suites d’entiers positifs {i;} et {m;} de sorte que Pon aurait pour les en-
sembles P; correspondants

ce ¢ui implique une contradiction.

Ceci établi, on supprime dans (8) les lignes .mesurables® et lon
choisit de ce ¢ui reste uné suite infinie @’ensembles 4%, distinets et non
mesurables-g. On les retrouve dans (7) numérotés comme il était indiqué
dansg Pénoncé.

Le Théoréme II est ainsi démontré.

Notons cette conséquence évidente:

COROLLATRE. &i mie &, £ =m, i i’existe sur E aucune .nesure ah-
solue® non nulle, disparaissant sur les ensembles de puissance <n.

Remarque. Je ne sals pas, si 'on peut remplacer dans les raison-
nements préeédants (définition de la famille @g) la condition (%) par
celle-ci: qn((p)):O pour p e E. Je sais seulement que cette modification
conduit & Pexistence @’alephs inaceessibles <<m (comparer S, Ulam [8]).
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