Zur Eigenschaft primitiv-rekursiver Funktionen,
unendlich viele Werte anzunehmen
yon

W. Markwald (Miinster)

Es sei p(k,n) eine allgemein-rekursive Funktion, die fiiv die primitiv-
rekursiven universell ist. Die Menge
' Y = Byl g(k, ) = 00]
n—>00
besteht dann aus allen Zahlen1) %, die (im Sinne von @) primitiv-rekursive
Funktionen mit unendlichem Wertbereich repréisentieren. Mostowski hat
gezeigt ?), daB Y eine nicht rekursiv aufzihlbare I7X-Menge ist und die
Frage gestellt, ob ¥ aunch eine ZII-Menge ist3). Wir wollen zeigen, daB
Y im allgemeinen nicht in ZIT liegen kann.

1. a(q), o4lq) seien die primitiv-rekursiven Umkehrfunktionen der Ppri-
mitiv-rekursiven Funktion o(m,n)=2"(2n-1)—1, die die geordneten Zahlen-
paare umkehrbar eindeutig auf alle Zahlen abbildet. P(x,y,z) sei ein belie-
biges dreistelliges primitiv-rekursives Prédikat. Dann ist die durch

f(z,0)= ¢(0,0),
ol (ftesm) +1,0), fals P (o{ftz )], a1z, 1), 2,
0(01 (f(z,n)), gy (f(z,n)) -+ 1) sonst,

definierte Funktion f(z,n) offenbar primitiv-rekursiv, ebenso wie die Funk-
tion glz,n)=o0, (f(z,n)). Bs gilt

flz,n+1)=

() (Ey) P(z,,2) > im g(z,n) = oo.
Ii—» 00
Beweis. Es sei # fest vorgegeben. Man sieht unmittelbar, daB g(z,n)
einen Abschnitt der Zahlen oder alle Zahlen aufzahlt, und daB stets
g{z,n) < g{z,n-+1) ist. — Wir gehen nun auf beiden Seiten der Aquivalenz

!} Unter Zahklen sind hier stets natirliche Zahlen 0,1,2,...) verstanden.

*) A. Mostowski [4]. Vgl ‘die Bibliographie am Schluf.

*) Nicht rekursiv-aufzihlbare JZX-Mengen kénnen bekanntlich noch im Mengen-
kirper tiber X oder in ZIT liegen.
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zur Negation iiber. So sei etwa h'n; gl&,n)=r und ny das kleinste x, fiir
das g(¢,n)=r. Dann ist al(]‘(z,na))zr, Uz(f(z,‘I?o)):O und f(z,n,+y)=
= olr,y) fiir alle y. Folglich fi alle y~P(r,y,2), also (x)(y)~ P(z,y,2). —
Sei andererseits (Hwz)(y)~ P(x,y,2) angenommen und o die kleinste Zahl,
fir die (y)~P(x,,9,2). Dann gibt es, wie eine einfache Induktion zeigt,
ein ng, 80 daB f(2,m,)=o0(x,,0). Dann aber ist fir alle y flzyng+y)=
=0(%,Y), 9(z,n0+Y)=1,, also g(z,n) <z, fir alle n.

2. Wir definieren ein dreistelliges Pradikat R(s,u,v) durch:

§ ist Godelnummer eines einstelligen primitiv-rekursiven Schemas,
und der Wert fiir das Argument u ist »; oder s ist kein solches Schema,
und »=0.

E ist bekanntlich primitiv-rekursiv, und die Funktion @(s,n)=
= uv[E(s,n,v)] ist allgemein-rekursiv und universell fiir die primitiv-
-rekursiven Funktionen.

t sei eine vorgegebene Zahl. sp(t) sei die Godelnummer des primitiv-
-rekursiven Gleichungsschemas, das aus dem Schema fiir g(z,n) durch
BEinsetzen einer ¢ bezeichnenden Ziffer fiir die Variable z entsteht. Nach
bekannten Sidtzen ist sp(f) eine primitiv-rekursive Funktion von ¢ [1].

8. Zusammenfassend erhalten wir
(@) (Ey) P(2,y,1) <> im g {sp(t),n) = oo,
«>8p(l) e Y.
Wiére nun Y eine XII-Menge, also etwa durch (Hz)(y)@Q(z,y,2) (Q re-

kursiv) definierbar, so wire auch die durch (xz)(Hy)P(z,y,z) definierte
Menge ZII-definierbar:

(@) (Hy) P(x,y,2) <> (@x) (1) (2,9, 8¢(2)) -

Da P beliebig war, lieBe sich also jede IIX-Menge auch in der ZI7-Form
definieren, was dem bekannten Existenzsatz ([2], [3]) widerspricht.
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