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Mepa Xaapa TomOZOTWYeCKOH TPYIIEL 06IajaeT BCEME CBOHCTBaMEH, Tepeyn-
CIEHHRIME B IPEANOXOKEHNAX JNEMMEl, & TaK KAk I0 JeMMe 1 TPymma ¢ cemapa-
Gexsroft Mepolt Xaapa MeTpusyeMa, CIeAyeT OTCIOAA HEIOGDEICTBONHO HALIA TeOpeMa.
Ocraéres TONBKO JOEKASaTh IeMMY 2,

JorasaTeIbcTBO. 18 yemoBmEH, KOTOPHM YZOBIETBOpHET Mepa, CIeAyer,
a0 cudTEE kTacc M momer COCTOATH M3 KOMUAKTHHX MHOmecTB. Kamioe Muo-
#ecTB0 M m8 xxacca M pasoGbéM Ha KOHEWHOE YBGLO HSMEPEMBIX MHOKECTB, MMe-
WIMEX JZaMerTp Mempme 1/n. ITo pasCEeHEe BOSMOKHO, TAK KAK KOMIAKTHOE MHO-
#eerB0 M MOBHO TOKPHTE KOHGWHSIM UAGOM LPOMSBONGHO MAIEIX OKPECTHOCTeH,

OGosrawmy wepes M, KIace MHOMECTB, NOIYYEHHEIX IyTEM TAKOrO pasGume-
Hug Beex MHomeeTB kmacca M. Kmace M, Tome cuéren. BossMém TEIEDE I
BegEOTO MHOEecTBa M m3 Exacca M,, ero 1/3n~060xowxy

& (30,5} =B oo, ) > ).
912 060I09Ka ABIAETCH OTKDEITHIM MHOKECTBOM H HMEET AUAMETp He GoanIre 1/n.
Cubrasft krace Taxux o6010dek JIf Beex MaomeerB kiacca My, ofosmaumy gepes
B,. Emace B=\UB, #B1setca cu8THofi 6asod OTHDHITHX MEOMECTB HPOCTPAH-

n

crBa X, JleRGTBETEIEHO, IYCTE ) — MPOXSBOIBHAS TOUKA I[POCTPAHCIBA, & & — IIPo-
EBBOTBHO® TOL0EETEIbHOS YHCX0; LoKameM, 9ro B B cymecrsyer mmomecTso co-
Aepzaliee TOYEY p K EMeoIee XuaMeTp MeHEBmE & BospMéM KIf 7 >1[e map
K =XE(p,1/3n) ¢ meHTpoM B TouRe p 1 pagEycoM 1/8n. Bri6paB mocTaroumo
Goxbmoe 7, MOEHO, GIATORAPH TOKAILHOH KOMISETHOCTH TPOCTPAHCTBA, TOGHTHEH
T0r0, 9T06H map K mMer KoHeTHYD HOXOEATENEHYI0 MEPY; OYCTb 9TA Mepa
#(K)=a. B xracce M mmeercs MuomecTso M TaKoe, aro (K~ M)<<a m, cie-
AOBATEIBHO, MHOKecTBa K m M mmewr ofmyno rouky. Ho Torga u B kajacce M,
HMeeTCH MEOXEeCTRO N, mwemmee ofmylo Touxy ¢ K. Jaxsme, 1,3n-060x0qKa
9Toro vmowecrsa N upmaajzexmr x1acey B,, a creroparemsmo taxme m rxacey B,
EMEET AMAMETD Mempme 1/n<ls M COIEPKET TOUKY p. Taxum 06PasoM MEI IOKa-
B8axm, uro fedicremreasEo B gBIgercs cudTHof Gasolt OPOCTPAHCTBA, €M U 3aBep-
IIHIH JOKABATEIBCTBO JNEMMEL 2.
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Sur la mesure d’une somme vectorielle *)

par
A. Shields (New Orleans)

Le but de cette note est de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit @ un groupe topologigue compact, connexe, abélien,
et satisfaisant aw deuxiéme axiome de dénombrabilité. Soit m la mesure
de Haar, avec m(G)=1. Soient A,BCG mesurables, non-vides, tels que
m(4)+m(B)<1. Alors

mi( A+ B)>m(A)+m(B),
ol m; est la mesure intérieure, my(E)=rsup m(F) sur tous les ensembles
fermés FCE, et A+ B est Uensemble des a+b, a e A, b e B (la somme vec-
torielle de A et B).

Pour les nombres réels mod 1 ce résultat est di & M. Raikov [5].
M. Macbeath [3] a prouvé le théordme si G=T" (n-fois produit cartésien
des nombres réels mod 1).

Nous aurons besoin des résultats suivants:

Levmme 1. Soit G un groupe compact, connexe, abélien. Soit T la trans-
formation définie par: T(g)=g-+g. Alors, m{(T *A)=m(4) pour tout en-
semble borelien. '

Démonstration ). Nous avons
(1) T(G)=@.

En effet, dans le cas contraire, il existe un caractére non-trivial ¢
du groupe connexe G/T(@). Alors, ¢(G/T(G)) est un sous-groupe compact,
connexe, non-trivial de R, (les nombres complexes de norme 1); c’est-
-a-dire (p(G/ T(G)):Rl. Mais ce n’est pas possible puisque chaque élément
de G/T(@) est d’ordre deux.

11 suffit alors de démontrer le résultat suivant: soit ¢ un homomor-
phisme continu de G en G tel que ¢(G)=@. Alors on a
(2) m(q—E)=m(E)
pour tout ensemble borelien E.

*) Présenté au American Mathematical Society le 29 novembre 1952 et 30 dé-

cembre 1953.
1) Div & MM. Ryll-Nardzewski et A. D. Wallace.
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Posons p(E)=m(q~1E). La mesure p est invariante. En effet, soit
z e G donné. Il existe alors ¥ e @ tel que ¢(y)=x, d’ont

p(z+ B)=m[qg~(qy+ B)] > m(y+ ¢~ E)=m(qE)=p(E).

De l'inégalité p(w+ E) >p(F) vérifiée par chaque & résulte par symé-
trie Pinégalité P(E)>p(x+E), alors p(x+E)=p(E).

En outre on a évidemment p(G)=m(@). En vertu de Iunicité de
la mesure de Haar, on a p=m, c. q. f. d.

Levve 2. Soit ACG mesurable, m(A)>0. Soit & un entier >0.

Il y a un voisinage U de Videntité O tel que, si we U, il eviste un en-
semble 4,CA, m(4,)>0, qui, st med,, alors x,04+u,...,x-TueAd.

Démonstration. Soit ¢ la fonction caractéristique de 4, et posons

3) F(u):f«pd(fv)%(mﬁ—u)...%(w—[—ku)dm(m).

F(u) est continue, F(0)=m(A)>0. Il existe alors un voisinage.
de O tel que F(u)>0 dans U, c.q.f.d.

g ¢ G s'appelle un générateur de G si le sous-groupe cyclique engendré
par g est partout dense dans G.

TeorEME I (Halmos-Sammelson [2], Eckmann [1]). Soit G le groupe
du théoréme 1. Soit A Vensemble des générateurs de G. Alors on a m(A)=1.

TuforREME II. Soient feL,(@), et g un génératewr de G.
Alors,

1N
lim 5 3 fta-+ng)= [ fy)amiy)
pour presque tout x e G.

C’gst un cas particulier du théoréme ergodique individuel, la trans-
?orma..tlon T(x)=ax+g étant indécomposable (e’est-a-dire, tout ensemble
invariant est de mesure 0 ou 1; voir par exemple [1]).

TE[T)O.RI‘GME .III (Ostmann [4]). Soient P et Q deux ensembles dentiers
non-nég?,tzfs. Soit P(n) le nombre des éléments de P qui sont <n, et posons
d(P)=1im (P(n)/n). Admettons los mémes définitions pour Q) et supposons que

(&) 4P)+-d(Q)<1,

(b) OeP,
{¢) @ contient k entiers conséeuiifs.
Alors on a
UP+Q)>A(P)+ ("—;—1) Q).

Pas:fons & la démonstration du théordme 1. TI suffit de coﬁsidérer
le cas ot 4 et B sont F, (réunion dénombrable des ensembles fermés).
En effet, dans le cas général il existe 4'C 4, B'CB, m(4")=m(4),
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m(B)=m(B), A’ et B’ sont des F,. En supposant le théoréme déja dé-
montré pour 4’ et B, on a

my(A-+B)>m(A + B')>m(A")+m(B') =m(4)+m(B).

Supposons alors que 4 et B sont F,. A+ B est aussi ¥, donc me-
surable.

Soient @ ed, beB. Alors (a+B)u(A-+b)CA+ B, done m(4d-+B)
>max[m(4),m(B)]. Le théoréme est une trivialité si m(4)=0 ou m(B)=0.

Supposons que m(4)>0, m(B)>0, et soit k>0 un entier donné.
Soient U l’ensemble du lemme 2 (pour B), ge U un générateur fixe, et
B,CB P'ensemble du lemme 2. (Un tel geU existe d’aprés le théoréme 1)

On dira qu'un point x € G est d’accord avec un ensemble mesurable C si

N-1

1 . )
lim 57 3'pelo+1g) =m(0),

ol g est la fonction caractéristique de C, et g est le générateur qu’on
a fixé ci-dessus.
Cherchons un point x, e G tel que
(i) x, est d’'accord avec A,B, et By,

(ii) @,+x, est d’accord avec A+ B,

(i) @ped. .

En vertu du théoréme IT, la condition (i) est valable pour presque
tout weG. :

En outre, presque tout x e G satisfait & la condition (ii). En effet,
soit E Pensemble des y e @ qui sont d’accord avec 4+ B. D'aprés le
théoréme II, m(E)=1. D’aprés le lemme 1, m(T'E)=1, c'est-A-dire,
pour presque tout ze@, on a v+ xe k.

De plus m(4) >0, done il existe un &, qui satisfait & toutes les con-
ditions.

Qoit A* Pensemble des entiers non-négatifs n, tel que ry-+ng ¢ 4. Donc,
0 e A*, et d(4*)= m(4). (Voir théoréme TII pour la définition de d(4*).)

Soit B* le méme ensemble pour B. Done, d(B*)=m(B). En outre,
il existe un n, d’aprés la condition (i) tel que x,+nge B,. Alors, ny,
Mg+ 1y, g+ k € B¥, clest-4-dire B* contient k entiers consécutifs.

Soit (A4 B)* ensemble des entiers non-négatifs n, tel que (2o )+
+ngCA-+ B. Done, d[(4+ B}l=m(4+ B). De plus, A*+ B*C(4A-+B)*.
En appliquant le théoréme TII on a

m(4+ B)=d[(4 + B*1=>d(A*+ B*) >d(4*)+ (k+1

L) (B

=m(4)+ (1—_?_-—) m(B).

Mais k étant arbitraire, m(4+ B)>=>m(4)+m(B), c.q. L d.
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Remarquons que le théoréme peut étre faux sans ’hypothése que @
soit connexe. En effet, soit ¢={0,1} un groupe de deux éléments, cha-
cun de mesure 1/2. Soit A=B={0}. Alors, A4 B={0}.

TeEOREME 2. Soit G un groupe topologique compact quelcongue. Soient
A,BCG mesurables avec m(A)+m(B)>1. Alors on o A4 B=G.

En effet, soit #e@. Alors, m(z—4)=m(4), done (x—A)~Bsgp
(Pensemble vide), ce qui implique que e A+ B, c. q.f. d.
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A property of plane homeomorphisms
by
H. G. Eggleston (Cambridge)

In a real Euclidean plane E let (x,y) denote the Cartesian coordi-
nates of a point p, and let @ denote the set of all homeomorphisms of B
onto itself which are of the form

(miy)ﬁ(mlyyl)
where

.

o' =w, Y=0zy) or IF=Bwy), Y=Yy

It is supposed that either the first alternative holds for every point (z,y)
of F or the second alternative holds for every point of E. Denote by &
the group formed by all finite superpositions of any of the tramsforma-
tions of . S. Ulam?) has raised the question as to whether it is possible
to approximate to any arbitrary homeomorphism of the plane onto itself
by members of =.

The solution of the problem depends upon the meaning to be as-
signed to the word “approximate”. In § 1 of this paper it is shown that
if the approximation is to be uniform then the answer is in the negative,
that is to say, if for any two homeomorphisms $,,$, of the plane E

we write
8($1, ) =up. bil. o($:(p), Hap)),

where ¢ denotes the Euclidean distance, then a homeomorphism & can
be constructed such that for any member § of 5, §($H,6)>1.

The example that is constructed here, depends essentially upon the
fact that the plane is not compact. If we restrict ourselves to compact
subsets the situation is different. In §§ 2 and 3 we prove that if 8 is
a closed square with its sides parallel to the coordinate axes and if 6
is the subclass of the members of @ which leave each frontier point of S
fixed and it =’ is the group generated by finite superpositions of mem-

1y 8. Ulam, Probléme 60, Fundamenta Mathematicae 24 (1935), p. 324.
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