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Tout ensemble fondamental F de nombres ivvationnels est, comme
nous avons vu, indénombrable. Le nombre cardinal ¥ jouit de la pro-
priété (iii). L’ensemble F appartient donc & la classe (K). D’aprés la
définition méme (Definition I), il satisfait & la condition du Lemme V.
Par conséquent, on peut énoncer le suivant

TuEoREME V. Tout ensemble’ de nombres irrationnels B, fondamental
par rapport & la relation <, est concentré au sens large autour de Uensem-

Llexistence de tels ensembles est done, elle aussi, une conséquence
du Théoréme I.
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Une propriété des ensembles (f'(x)>a}
par
J.S. Lipinski (£6d%)

M. Zahorski, dans son travail [2] appelle un ensemble linéaire E
ensemble de classe My, 8l a la. propriété suivante: E est vide, ou bien E
est du type F, et de plus, pour tout xeF et tout nombre ¢>0, il existe
un nombre s(x,6)>0 tel que, pour tout couple de nombres h,k. les
conditions

hhy >0,

h'Ry <<, = Ryf < e(a,e)

impliquent respectivement
| B+ (z+ hyx-+h+ 1) >0 ou |E (& —h—hy,&—h) >0,

suivant que h>>0 ou k < 0. Il démontre ensuite que si ¢'(x) est une dérivée
finie, 'ensemble {gp'(x) >-a} est de classe M,. II introduit également une
classe d’ensembles plus vaste qu'il nomme M,. A celle-ci appartiennent
P’ensemble vide et tout ensemble du type F, tel que dans tout voisinage
unilatéral d’un point quelconque de Pensemble se trouve une partie de
celui-ci de mesure positive. Il démontre que les ensembles {y'(x)>a},
ot1 y'(x) est une dérivée non nécessairement finie d’une fonetion continue,
sont toujours de classe M,. En outre, il pose les questions suivantes:
Existe-t-il, pour tout ensemble E de classe M, une fonetion différentiable
P(z) telle que E={F'(z)>0}? Existe-t-l une fonetion g(x) continue,
admettant partout une dérivée, telle que E= {g'(x) >0} si E n’appartient
qu'a la classe M,?

La réponse & ces deux questions est négative méme si Von n’exige
pas la continuité de la fonetion g(z). Les ensembles {f(x)>a} doivent,
en effet, satisfaire & une certaine condition supplémentaire non néces-
saire pour les ensembles de classe M,, et d’autant plus pour ceux de
classe M.

Avant d’énoncer cette condition jintroduirai certaines notations.

Soit E un ensemble linéaire (c’est-a-dire des points de droite). Le
point z a la propriété Wg oil appartient & E et si, en outre, pour toub
nombre >0, on trouve un nombre ¢>>0 tel que, pour tout >0, il existe
un segment fermé I pour lequel

dist (w,1)+|T) <&, dist(e,D)[|I{<e,  |E-I|fiTI<n.
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Pour I'ensemble B le symbole Ag désigne ’ensemble de tous les points
ayant la propriété Wg.

(1) Le point de densité de Pensemble B ne peut pas avoir la propriéié Wi.
(2) 8%z ala propriéié W et appartient & (a,b), il a la propriété Wes.x.

M. Zahorski appelle certains ensembles linéaires, ensembles du type I, .
11 résulte directement de la définition de cette classe d’ensembles que

(8) B8i E est du type M,, alors Ar est vide.
Dans son travail M. Zahorski démontre le théoréme suivant:

(4) 8@ f'(x) est une dérivée bornée et Uensemble @ est ouvert, ’ensemble

G-{f'(z) >a} est toujours de classe M,.

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME. Si la fonction f(w) admet partout une dérivée et E—
={f'(x)>a}, DUensemble Ar est non-dense.

Démonstration. Si a=oo, ensémble B est vide, de méme que
Ag, done Ap est non-dense. Si a=—oco, 'ensemble CE={f"(z)=—oo}
est de mesure nulle (voir 8. Saks [1], Chap. IX, Théoréme 4.4). L’en-
semble E se compose alors uniquement de ses points de densité et, en
vertu de (1), Az est aussi vide. Reste le cas oll —oo <@ < oo.

I?é51gnons par w(zy) loscillation de la dérivée f'(#) au point z,,
c'est-&-dire le nombre: ' ‘

max [f'(a?'u)’;h? f'(@)]—min [f'(z,), lim f'(x)].

X—Xg

-

i Au cas ol c§tte formule donne une expression indéfinie, ce qui peut
arriver lorsque ]ﬂl f'(@)=F(2,)=4co ou lorsque Iim f'(x)=f"(1,)= — o0,
X->xq

on .a»dmet que w(zz}’u)=0. L’ensemble des points de discontinuité de la
dér}vée, e'est-a-dire I’ensemble des points pour lesquels w(z) >0, sera
d'ésxgné par N. L’ensemble des points pour lesquels w(x)=o00 sera dé-
signé par N.

Chaque dérivée (méme d’une fonction discontinue) est une fonction
de I-e classe de Baire (voir Z. Zahorski [2], corollaire du lemme 8, p. 15)
done N est un ensemble de I-e catégorie. Puisque NoCN, alors,

(5) N est un ensemble de I-e catégorie.

?

) _L’ensemble No—2N, ne peut contenir de points Z pour lesquels
|7 @) oo, car cette inégalité et la propriété que % est un point d’accu;
mulation de Pensemble N, donnent o(ZT)=co, done Fe No. De la
(Noo— Neo) C{f'(2)= 0} et L -
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Comre f'(x)= - oo impligue soit w(x)=0, 50it w(z)=o0, et comme ce
dernier eas ne peut avoir leu -pour un ensemble disjoint avee Nw, I'en-
semble N — N e compose uniquement des points de continuité de la
dérivée dans lesquels ou bien f{z)=-oo, on bien f(r)=—oco. II résulte
de cette continunité que

(FNeo— Noo)* {f/(@)=+o0}C Int E,
(Koo— N} {f'(#) = —00) C Int {f'(x) <a—1} CInt {f'{x) <a}=1Int CE.
Ces relations et l'egalité (6) donnent
No—NoCInt E+ IntCE=CFr E,
d’olt
(7) (No—Nu)-FrE=0.

Posons B= N FrE.
(8) B est un ensemble fermé.

B=(Ne+ (V=2 ) -Fr E= NooFr B+ (N¥uo— N) Fr B, ce qui donne,
avec (7), B= Ny -Fr E. De cette dernidre égalité et de (3) il résulte que B
est un ensemble de I-e catégorie. En tenant compte encore de (8), on
a que

(9) B est un ensemble non-dense.
11 suit de la définition de Pensemble A que

(10) ACFr E.

Soit maintenant r, un point de Az On distingue deux cas. Premiére-
ment lorsque f(a,)=co. Alors x, ne peut pas étre un point de continuité
de la dérivée, car avee un certain voisinage il serait contenu dans E con-
trairement & (10). Ainsi done w(w) >0. Mais si () >0 et f/(2g) =00,
on ne peut avoir que o(x,)=co. Dans ee cas Lo Neo.

Dans le second cas, &< f(x,) < co. Iei également ¢ No. En effet,
si on supposait le contraire, clest-a-dire que o{xy)=¢c<oo, il existe-
rait un voisinage (z,—a,r,+a) dans les points dugquel on aurait
ey —e—1<f@)<f'(2o) +e+1. On choisirait alors deux nombres 8
et y tels que z,—a<f<ry<y<yta, eb on formerait la fonction

f@ powr B<a<y,
fley={fg) pour x<$,
f{y) pour z>y.
Cotte fonction serait une dérivée bornée, done 'ensemble H=(8,7)- {f(z)>a}
serait de classe 3, en vertu de (4). De 1a et de (3) il résulterait que
(11) Ay est vide
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Le point r, appartiendrait an segment (f,y), et comme il a en outre la
propriété Wg, il aurait, en vertu de (2), la propriété W,y.z. L’ensemble
Agy-£ serait alors non vide, ce qui est contraire & (11) en raison de 1’éga-
lité (B,y)- E=H. Les deux cas réunis montrent que 4C N, ce qui donne,
avec (10), gque AzCN -Fr E=B. Il résulte de cette dernidre relation
et de (9) que 4 est non-dense, ¢. q.f. d.

Puisque les points de 1’ensemble F, pour lesquels la densité infé-
rieure de F est nulle, constituent un sous-ensemble de 4g, on a 'le corol-
laire suivant:

CoROLLATRE. Si la fonction f(x) admet partout une dérivée, alors chaque
sous-ensemble de Uensemble E={f'(x)>a}, composé des points pour les-
quels la densité inférieure de E est égale & =éro, est non-dense.

Voici & présent un exemple d’ensemble ¥ de classe M, ne satisfaisant
pas & la condition nécessaire, mentionnée dans le corollaire, pour Iensemble
{f'(#) >a}. Soit B, un ensemble de I-e catégorie, du type F,, ayant avec
chaque intervalle une partie commune de mesure positive mais moindre
que la longuenr de cet intervalle. Les ensembles avec de telles propriétés
peuvent &tre obtenus en sommant une quantité dénombrable d’ensembles
parfaits non-denses, de mesure positive. Le complémentaire de ’ensemble
E, a une partie commune de mesure positive avec chaque intervalle.
Désignons par E, Penserable des points appartenant & CH, et qui sont
des points de densité de CE,. Aux points de F, la densité de I’ensemble &,
est nulle. En vertu du théoréme de Lebesgue sur les points de densité
d’un ensemble, on & |CH,—B,| =0, done F, ainsi que CF, ont dans chaque
intervalle une partie de mesure positive. I’ensemble E, est donc dense.
Choisissons dans H, une partie dénombrable, dense, et désignons-la par E,.
L’ensemble E=E,+F, est du type F, et a avec chaque intervalle une
partie commune de mesure positive, puisque E, Pavait déja. Pour chaque
intervalle (a,b) on a |E-(a,b)] >0. L’ensemble E est donc de clagse M,.
Il renferme un ensemble dense de points dont 1a densité est nulle, notam-
ment tout point de E; a cette propriété. Il résulte du théoréme démon-
tré {du corollaire) qu’il n’existe aucune fonetion f(®) admettant partout
une dérivée, pour laquelle B={f (o) >a}.
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On the extending of models (II)*

Common extensions

by
J. Eo$ (Torun) and R. Suszko (Warszawa)

In this paper we are concerned with the problem of the existence
of common extensions of models.

Let X'= Cny(X) be a self-consistent system in E;, and {0}, some-
family of models of X. Under which conditions does there exist a model M
of X such that each model M, (L e T) is a submodel of M?

The model M will be called a common U-extension of the mo-
dels M, (teT), where A=U(X) is the eclass of all models of the sy-
stem X 1).

It is known that common W-extensions of models do not always
exist. If, for example, % is the class of all Boole’an algebras, M, A is
an arbitrary algebra with only one element, and ;¥ is an arbitrary
algebra with two or more elements, then the common U-extension of M,
and P, does not exist.

The solution of the problem mentioned above is given in the para-
graph 2.

§ 1. The notion of the O-completeness of a system

An open disjunction o,V aV...Va, is said to have alternating variables,
if each variable, which occurs in some o; (¢=1,2,...,2), does not oceur
in every g; for j=1,2,...,n and j=4.

A self-consistent system X == Cny(X) is called O-complete, if it follows
from the belonging to X of a disjunction fvy with alternating variables
that either g or y belongs to X also.

* This paper presents the second part of the paper [3]. We adopt here the no-
tions and notations used in [3].

1) Making use of the distinction between sets and classes, one can avoid any anti-
nomial construction and formulate all our conmdera.ﬁmnsm the framework of the axio-
matic set theory [1].
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