Bemerkungen iiber die mittlere Anzahl von Partikeln
in gewissen stochastischen Schauern
von

K. URBANIK (Wroclaw)

In probabilistischen Schemen von Nukleonschauern. in einem ho-
mogenen Medium, welche energetische Anderungen nicht berichsichti-
gen, ist die mittlere Anzahl (die mathematische Erwartung) von Nukleonen
in der Tiefe w, eines aus einem Nukleon entstandenen Schauers, gleich
¢, wobei o eine gewisse Konstante ist (Axley [1], 8. 92, und Feller [2],
S. 410); m(e,x) bezeichne die mititlere Anzahl von Nukleonen in der Tiefe x
mit der Energie groBer als e, in dem die energetischen Anderungen
beriicksichtigenden Schema von Jinosty eines aus einem Nukleon mit
der Energie ¥, entstandenen Nukleonschauers (Tanossy [4], S. 241-243).
Aug physikalischen Griinden (Gesetz von der Brhaltung der Knergie)
nehmen wir an, daB m(e,»)=0 fiir e>1 ist.

J. Lopuszanski stellte folgende Frage: Gilt fir m(e,x) die asympto-
tische Formel

m(e, @)~ b(e)e®@%,  b(e) 0, fir 0<e<l,

wenn x gegen oo strebt?

In dieser Arbeit beantworten wir diese Frage im negativen Sinne.
Es gilt ndmlich fir 0<e<1

A<a,

L ]ime“m(a,w):{o fir 1>a
=

Zroo co  fir
wobei o der totale Wirkungsquerschnitt einer Nukleon-Nukleon-Streuung
ist. Die Formel (1) gibt iiberdies noch eine agymptofische Abschiitzung
der Schnelligkeit der Konvergenz gegen Null von m(e,x), wenn @ un-
beschrinkt wichst.

Tm ersten Teil der Arbeit beweisen wir Formel (1) fiir einen Nukle-
onschauer, im zweiten Teil eine #hnliche Formel fiir einen Elektron-
-Photon-Schauer (ohne Beriicksichtigung der Jonisation), im dritten Teil
zichen wir aus der Formel (1) gewisse Schlilsse.fiir die Losungen von
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Jénossy und Messel. In den Beweisen bedienen wir uns gewisser Ideen
von L. Takécs ([9], S.282).

1, Aus den sogenannten G-Gleichungen won Jdnossy, welche einen
Nukleonschauer beschreiben (Janossy [4], §.242, und [5]), folgt, daB
m(e,2) fir 0<e<l und x>0 folgender Gleichung geniigt:

xT 11
(2) m(e,n) = of p—ai®—8) Off [m(ele’, &)+ m(efe”, E)w(e ') de’ de" dE+ e~ %,
0

wobei w(e',e’’) der Wirkungsquerschnitt einer Nukleon-Nukleon-Streuung
ist, das heiBt, w(¢',e"’) de'de” dzr ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
ein Nukleon mit der Energie #, in einer Schicht von der Dicke dx einem
ZusammenstoB erliegt, in dessen Folge zwei Nukleone entstehen, deren
Energie entsprechend in den Intervallen

(6 By, (¢ +-de") B,)

(' By, (e’ +de") By}  und
Liegt;

11
a==[[w(e,e") ds'de”
b

ist der totale Wirkungsquerschnitt einer Nukleon-Nukleon-Streuung.
Aus physikalischen Grinden nehmen wir an, daB

f fiir

w(e,e") =0 ir &+e>1,

g < 8”,

3)

w(s' ,&')>0  fir alle {ibrigen positiven &,¢".

‘Weiter setzen wir voraus, da8 der totale Wirkungsquerschnitt endlich ist.
Wir werden zunéchst beweisen, dafB

(4) lim e¥m(e,2) =0  fir

T—>00

Az=a und 0<e<1.

Zu diesem Zweck geniigt es offenbar zu beweisen, dafB

(3) lim e®m(e,x) = o0  fiir

T—00

Aus der der Gleichung (2) erhalten wir unmittelbar, daB fir ein 20

0<e<1.

(6) e“mie,x) =1 fir  0<e<l,

x 1 1
(1) emie,@) = [ [ [f e“mlefe’, Hw(e,¢")de'] de"dE  fir  O<e<<1
00 =

gilt. Aus (6) und (7) folgt, dalB
11

(8) e“m(e,n) = [ If w(e'ye") ds’] de" fir O0<e<1.
0 e

3%
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Aus (3) folgt, daB
1 1
f[fw(s',e”)da'] de">0 fir 0<e<l.
0 s

Daraus und aus (8) erhalten wir (8), was die Gleichunvg'(fl) beweist.
Wir werden jetst beweisen, daf

9) Lim e®m(e,w) =0 fir . A<aeund 0<e<l.
Z—>00

Aus der Definition von m(s,) folgt, daf

(10y m(ey@) =m(s" m) fir & <e’

was wegen der Gleichheit m(0,%)=¢<, die aus (2) hervorgeht,
(11) mie,m) <e® fir >0

nach sich zieht. Mit Hilfe der Gleichung (2) kann man. leicht beweisen,
daB m(e,») eine stetige Funktion von  ist.

Es sei
(12)
und r eine natiirliche Zahl, welche die Ungleichung

i<a

11
(13) A= [ [N+ (") w(e,e") de’de" < a— 2
00
erfiillt. Wir setzen .
(14) M (@) = [ m(s,0)d" de.
0

Aus (11) und der Stetigkeit von m(e,x) in o folgt, daf

1° M(x) eine stetige Funktion ist.

Multipliziert man Gleichung (2) belderserus mit "¢® und integriert
dann von O bis 1 nach ¢ so erhilt man folgende Gleichung fiir M (w):

(15) M)+ f E(o—§&M(E) de = (r 1)~ e,
wobei
(16) E () = — Ae—o=,
Aug (12) und (15) erhalten wir:
2° hm (M (@) —l—fK(m— E\M (&) d&]=0.

Aus (12) und (16) folgt unmlttelba,r, daB
3° f.K z)| do < oo.

0
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# sei eine komplexe Zahl der rechten Halbebene, d.h. Re(z)>0
Aus (12) und (16) folgt dann

JE@)e ™ do=A(A—a—z)%
o
Daraus erhalten wir
' |[E@)e=|<A(a— 7,
was wegen (13) *
[[E(@)e=dn] <1
[
nach sich zieht. Bs folgt inshesondere, da8

0
JE(z)e ™ dw=—1 fir Re(z) >0 dst.’
0

Aus 1°,2°,3° und 4° erhalten wir auf Grund des Satzes von Paley-
-Wiener ([8], S. 59) HmM(m):O. Es ist also wegen (12) und (14)

an hme“‘fmewa de=0 fir

Z—>00

A<a.

Um (9) zu beweisen, gentigh es zu zeigen, daf fir i<a jede Folge

Ly yoyes (a: ~>o0) eine Teilfolge @y, ,ay,,... enthilt, fiir welche
(18) Lim ¢®nmm(e,m,,) =0 fir 0<e<l
n—-00

gilt. Bs sei also »;,%,,... eine beliebige Folge, wobei x,—+co. Dann erhalten
wir aus (17), da ja die integrierte Funktion nichtnegativ ist, daB fiir
A<a die Folge ¢ m(e,x,) (n==1,2,...) im Intervall 0<e<<1 asymptotisch
gegen Null konvergiert. Daraus ergibt sich auf Grund des Satzes von
Riesz (Halmos [3], 8.93), daB eine Teilfolge @ ,,,... existiert, fiir
welche die Folge ¢™mm(e,ap,) (n=1,2,...) im Intervall 0<e<l fast
iiberall gegen Null konvergiert. Daraus folgern wir wegen (10), daBl (18)
erfiillt. ist, was (9) beweist. Die Zusammenstellung der Formeln (4) und
(9) ergibt (1).

2. Untersuchen wir jetzt das Schema eines Elektron-Photon-Schauers
von Janossy, welches die Jonisation nicht beriicksichtigt (Approximation
A). Im Weiteren werden wir Elektronen, Partikel erster Art, Photonen,
Partikel zweiter Art nennen. Es bezeichne mi(z,2) (4,j=1,2) die mittlere
Anzahl von Partikeln j-ter Art in der Tiefe x mit der Energie groSer
aly ¢H, in einem aus einem Partikel i-ter Art mit der Energie E, entstan-
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denen Elektron-Photon-Schauer. Wir werden beweisen, dafl fir 0<<e<}
und ,j=1,2
A< min(a;, a),

. 0 fir
(19) Jim e‘”mﬁ(s,m)={ 4> min (ay, ay)

o oo fir
gilt, wobei o, der totale Wirkungsquerschnitt der Bremssirahlung, o, der
totale Wirkungsquerschnitt: fir die Bildung von Hlektron-Positron-Paaren
sk,

Aus den G-Gleichungen von Janossy, welche einen Elektron-Photon-
-Schauer beschreiben (Janossy [4], S. 244, und [5]), folgt, daf die mittlere
Anzahl der Partikel mi(e,z) tir #2>0 und 0<<e<1 folgenden Gleichungen

. geniigt:

(20) mi(e,®) _
_ fe—ru(x—f)fl [m{(g/g',f) + mi_i(e/(l— s'),&)]w(i)(e’) de'dE+ dle ",
0 0

wobei w(s) der Wirkungsquerschnitt der Bremsstrahlung, w®(g) der

Wirkungsquerschnitt fiir die Bildung von Elektron-Pogitron-Paaren und

‘1
a=[ue)de  (i=1,2)

die entsprechenden totalen Wirkungsquerschnitte gind. Ausg physika-
lischen Griinden nehmen wir an, daf fiir ¢=1,2

w?(e) =0
w®(g) >0

fir e>1,
(21)

fir O0<e<l

gilt. Weiter setzen wir voraus, die totalen Wirkungsquerschnitte o
seien endlich. '

Wir werden zuerst beweisen, daB
(22) Lm e®mi(z,0) =00 fHir 0<e<1lund i,j=1,2,

L—>00
wobei a=min(a,,a,).

Die Formel (20) ergibt fiir den Fall i==2 éinen Ausdruck fiir m},
welchen wir statt m_, in (20) eingsetzen, wobei wir i=1 setzen. Nach
einfacher Umformung erhalten wir folgende Gleichungen fiir mi (g, @)
(0<Ce<c):

(23)

=]

m{(s"”)

[ e Omi(e)e’ &) + hiz — &) N;(e/(1—e'), &) ]w (') de’ A€ - Py(2),

[}
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‘wobei
(24) Xy (ey0)= | [mdr,2) -+ i (e/(1 — 1), 00106 r) i,
h(z) = {me“’”‘, wenn o = a, = aq,
(25) " (ap —ap) ' [67"" — ¢™*%], wenn  a, % as,

Py(z) =€ Py(x) = a,h(x).

Aus den Gleichungen (20) schlieBen wir unmittelbar, daB fiir 0<<e<<1
folgende Ungleichungen gelten:

(26) mi(e,x) = e fir (=1,2,

z 1-¢ '
(27) mi(2,4) = fe~ D [ mi(e/(1 — &), £) w (') de’ dE.
[} 0

Aus (26) und (27) folgt
1-¢ z
mi(e,a) > [wO() de - [ ema-0-uigg,
. 0 d

woraus wegen (21) folgh, daB, fir >0 und O0<e<l, mi(e,x)>0 ist.
Daraus und aus (26) folgt wegen (24)

1
quj(a/(l—a'),w)wm(e')ds'>0 fir 2>0, 0<e<1 und §=1,2.

Auf Grund von (23) und (25) erhalten wir daraus fiir j==1,2 und
0<e<1

lim inf em (¢, 2) >0,

T—>00

was, wie man sich an Hand von (24) leicht iiberzeugt

1
(28) ]iminfe‘ﬂofNi(s/(l-6'),m)w(1)(8’)ds'>0

fiir §=1,2 und 0<e<1 nach sich zieht. Aus (25) folgt

lim inf e h(z — &) > (a + o, — a,|) 6%
L—00 .

Daraus und aus (23) schliefen wir, daf fiir j=1, und 0<e<l

) oo 1
lim infe*m{ (e, ) > (a + log — as]) ™" [ € [ Wye/(1 — '), &) (&) de’ A€
K—ro0 0 0
ist, was wegen (28)
(29) Hm e®m] (e,0) = co

L—>00

fir j=1,2 und 0<e<1
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nach sich zieht. Mithin haben wir Gleichung (22) fiir =1 bewiesen. Aus
den Gleichungen (20) folgt, daB fiir j =1,2, 0<s<1 und @21

I3 1 3 : ,
eml(s,1) = [ om0 e“mi (el , E)w®(e')de’ A&
S ]
gilt. Daraus erhalten wir fiir j=1,2 und 0<e<1
1
“ml(c,x) > @ [ inf e“mi(e)e’, £)w® (&) de’,
0 o~ 1lgisT

woraus wegen (29) die Formel (22) fiir i=2 folgt. . .
Wir werden jetzt; beweisen, daB fiir 0<{e<(1 und i,j=1,2 die Gleichung

(30) lim ¢%m](e,) =0 fiix A< a=min(a,a)

gilt.
Es sei 4 eine reelle Zahl, welche der Ungleichung
(31) I<a

geniigt. Setzen wir fiir ¢,j=1,2

1
Mi(@) = [ mi(e,0)e" de,
0 .

1
(32) A; = [ & 'uw®(s) de,
0

1
Bi=[(1— ) (¢) de,
9

wobei r eine natiirliche Zahl ist, fiir die
(@— )4, + (e —)7B; (4, + B)) < 1,
(a—2)"4; + 2| (a;— o) (a— 4)| 7By (4,4 By)< 1,

Wwenn oy == @,

(33)

Wenn. 0y 5 Oy

gilt. Auf dieselbe Art, wie fir den Nukleomschauer, erhalten wir aus
den Gleichungen (20) die Gleichungen :

(84)  Mi(w) = [ ol--OLA,M](&)+BM_y(§)] dE 48 (r-+1)7" 620,
0
Den daraus im Fall i=2 erhaltenen Ausdruck fiir M} setzen wir in (34)

an Stelle von Mj_;, wobei wir i=1 setzen. Dies liefert nach einfacher
Umformung folgende Gleichungen fiir M:

(35) M(wwfzf(w—5>Mi(s)d§=za,<m) fir  j=1,2,

»
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wobei
— e 4, 4 B, (4, + B,)a],
K(z)= (03 — 04)"*B, (A, -+ By) e
_[A1+(l12-—a1)“1B1(A2 +Bz)]e(;.—a1)x,
(36) b,
B (z)=(r+ 1)‘1e(l—a1)z,

(r 4+ 1) Byze®9",  wenn a, = ay,
[ + 1) (a; — a5)]~ By[eb~a® — gd-az],

wenn  o;=a,,

Ry(a) = {

wenn a; # a,.

Ahnlich wie im ersten Teil dieser Arbeit beweisen wir auf Grund
von (33), (35) und (36), daB Mi(z) und K (x) 1° 2° 3° und 4° geniigen,
woraus man auf Grund des zitierten Satzes von Paley-Wiener schliefit,
daf :

1
(37) lim e [ m](e,m)e"de =0 fiir A<<a und j=1,2.
T—>00 0 '

A und p selen reelle Zahlen, fir welche
(38) . A<u<a
gilt. Aus (32) und (34) erhalten wir

x 1
(39) Mi() = (Ay + By)el=H7 [ ge=ado=8gsd [l (2, &) " de A&+
[1] 0

48 (r 1)t ®  fir  j=1,2.

Aus (37) und (38) geht hervor, daB
1
o fmi(e,8)’ de<<C<oo fir &>0undj=1,2
[1]

wnd e~ @@-9< 1 filr &< Daraus erhalten wir auf Grund von (39)
fir > 0:

M (2) < O(Ay + By)weh=#® 4 (r4-1)71eb-  fir  j=1,2,
was wegen (38) lim Mj(z)="0 nach sich zieht. Daraus und aus (37) folgt

>0
1 y
lim ¢ [ mi(e,x)e"de =0 fiir 4,j=1,2 und A<min(a;,a).
T—r00 0
Daraus erhilt man auf dieselbe Weise wie im ersten Teil dieser Arbeit:
lim e*m(g,) =0
X—r00
fiir A<min(ay,ap), 4,j=1,2 und 0<e<l, was gemeinsam mit (22) die
Formel (19) ergibt.
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3. H. Messel ([7], S. 128) gab die Losung der Gleichung (2) fir einen
Nukleonschauer in folgender Gestalt an: m(e,z)=¢" “H (¢,2), wobei

1 Lo

H(s,z) = 2 e g,

27 2 Yoo
1

(&)= ] (& ([ (e’ ") + (e, ¢')] de"} e’

Aug der Abschitzung (1) folgt

Hm H (s,) =00 fiir 0<e<1
00

und — fir jedes >0 —
lime PH(e,2) =0 fir 0<e<l.

L-r00

XAhnliche Folgerungen kann man aus den Abschitzungen (19) fiir
die von J4nossy und Messel ([6], S.1104) angegebenen Losungen der
Gleichungen (20) ziehen.
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INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIET AKADEMII NAUK
MATHEMATISCHES INSTITUT DER POLNISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCITAVTEN
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Lésung eines Problems von Herrn Hartman
von

P. SZUSZ (Budapest)

In der vorliegenden Arbeit werden folgende Bezeichnungen bentitzt:
Ist w eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl und I ein Teilintervall von
(0,1), so bezeichnet N,(n,I) die Anzahl derjenigen ganzen Zahlen »
(1<v<n), fiir die (vo)el gilt, wobei (»o) der Bruchteil von »o ((ve)=

_vw—[vw]) igt. Sind « und B zwei Zahlen (0<a<1, 0<f<1) und I ein

zweidimensionales Teilintervall des Einheitsquadrats der z-Ebene, so
bezeichnet N, ,(n,I) die Anzahl der ganzen Zahlen » (1<y<<n), fir
die der Punkt 2,=(va)+i(»p) zu I gehort.
Bs ist schon lange bekannt, daB falls w irrational ist, zwar die asymp-
totische Relation
¥, (n,1)=n|I||=0(n)")

gilt (|I| bedeutet die Linge von I), die Differenz
' ¥, (o, D)=l

aber im allgemeinen nicht beschrinkt bleibt (Behnke [1]).
Die GroBenordnung des Wachstums hingt von der Kettenbruchent-

. wicklung von o ab. Anderergeits gibt es nach Ostrowski?) eine unend-

liche, in (0,1) iberall dicht liegende Zahlenmenge, nimlich die Zahlen-
menge
L,=lo)—(uw)]  (r,u=0,1,...)
derart, dad
|, (n, I)—n|I||=0(1)

ist, sobald nur |I|=1,, ist; die Schranke, die von Ny (n,I
iiberschritten wird, hangt lediglich von I, ,
von der speziellen Lage von I.

S. Hartman hat die Frage aufgeworfen, ob ein analoger Satz gilt,
wenn wir den mehrdimensionalen, zunichst zweidimensionalen Fall

)—n\I|| nicht
ab, also Weder von n noch

1) H. Weyl [5].
2) Ostrowski [3]. Dieser Satz wurde frither in schwicherer Form von Hecke
bewiesen.
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