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3. H. Messel ([7], S. 128) gab die Losung der Gleichung (2) fir einen
Nukleonschauer in folgender Gestalt an: m(e,z)=¢" “H (¢,2), wobei

1 Lo

H(s,z) = 2 e g,

27 2 Yoo
1

(&)= ] (& ([ (e’ ") + (e, ¢')] de"} e’

Aug der Abschitzung (1) folgt

Hm H (s,) =00 fiir 0<e<1
00

und — fir jedes >0 —
lime PH(e,2) =0 fir 0<e<l.

L-r00

XAhnliche Folgerungen kann man aus den Abschitzungen (19) fiir
die von J4nossy und Messel ([6], S.1104) angegebenen Losungen der
Gleichungen (20) ziehen.
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Lésung eines Problems von Herrn Hartman
von

P. SZUSZ (Budapest)

In der vorliegenden Arbeit werden folgende Bezeichnungen bentitzt:
Ist w eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl und I ein Teilintervall von
(0,1), so bezeichnet N,(n,I) die Anzahl derjenigen ganzen Zahlen »
(1<v<n), fiir die (vo)el gilt, wobei (»o) der Bruchteil von »o ((ve)=

_vw—[vw]) igt. Sind « und B zwei Zahlen (0<a<1, 0<f<1) und I ein

zweidimensionales Teilintervall des Einheitsquadrats der z-Ebene, so
bezeichnet N, ,(n,I) die Anzahl der ganzen Zahlen » (1<y<<n), fir
die der Punkt 2,=(va)+i(»p) zu I gehort.
Bs ist schon lange bekannt, daB falls w irrational ist, zwar die asymp-
totische Relation
¥, (n,1)=n|I||=0(n)")

gilt (|I| bedeutet die Linge von I), die Differenz
' ¥, (o, D)=l

aber im allgemeinen nicht beschrinkt bleibt (Behnke [1]).
Die GroBenordnung des Wachstums hingt von der Kettenbruchent-

. wicklung von o ab. Anderergeits gibt es nach Ostrowski?) eine unend-

liche, in (0,1) iberall dicht liegende Zahlenmenge, nimlich die Zahlen-
menge
L,=lo)—(uw)]  (r,u=0,1,...)
derart, dad
|, (n, I)—n|I||=0(1)

ist, sobald nur |I|=1,, ist; die Schranke, die von Ny (n,I
iiberschritten wird, hangt lediglich von I, ,
von der speziellen Lage von I.

S. Hartman hat die Frage aufgeworfen, ob ein analoger Satz gilt,
wenn wir den mehrdimensionalen, zunichst zweidimensionalen Fall

)—n\I|| nicht
ab, also Weder von n noch

1) H. Weyl [5].
2) Ostrowski [3]. Dieser Satz wurde frither in schwicherer Form von Hecke
bewiesen.
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betrachten. Genauer: es seien a,f zwei zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen,
fiir die @, f, 1 linear unabhingig sind, I _ein achsenparalleles Teilintervall
des Einheitsquadrats der z-Ebene (z=2-+1), dessen Seiten (ga) bzw. (¢f)
gind (¢ natiirlich). Dann soll entschieden werden, ob die Relation

1) |N o5, I)— (ga) (gB) | =O(1)
gilt (Hartman [2]). ' ‘

Tn ejner fritheren Note®) habe ich fiir spezielle schiefwinklige Pa-
rallelogramme einen zu (1) analogen Satz bewiesen. Aus diesem Satz
leitete ich einen #uBerst einfachen Beweis, fiir die — natiirlich lingst
bekannte — Tatsache her, daB fiir ein linear unabhéngiges -Tripel a,f,1
die Punkte

2= (va)+i(vB) (r==1,2,...)

im Einheitsquadrat der z-Ebene gleichverteilt liegen. .
Nun ist es mir gelungen, die Hartmansche Frage im negativen Sinne

zu entscheiden. Ich konstruiere niimlich ein Zahlenpaar a,f derart, dag,

wenn I das Intervall 0<a<a, 0<<y<< B bedeutet, die Relation ‘

(2) . lim |N, z(n,I) —apn|=o0
N—>00
gilt.

Ob sich in dieser Richtung ein allgemeiner Satz aussprechen ligt,
d.h. ob (2) fiir alle, oder mindestens fiix alle Zahlenpaare, fiir die 1,
a,f linear unabhingig sind, weiB ich nicht. Iech beweise nur, daB (1)
im allgemeinen nicht gilt, nicht einmal, wenn g=1 ist.

1, Es sei algo I das Teilintervall 0<e<<a, 0<y<f des Binheitsqua-
drats der z-Ebene (z=x--y).

Zunsichst leiten wir einen brauchbaren Ausdruck fir N,,(n,I)
her. N,,n,T) ist definitionsgemi gleich der Anzahl der natiirlichen
y<n, tir die die Relationen

®) (va)<a, ) (v8)<B

gleichzeitig gelten. Die » (und nur diese) fiir welche (3) gilt, haben
offenbar die Gestalt

(8) [k/a+1]

5y P. Szisz, Uber die Verteilung der Vielfochen eimer komplewen Zahl nach
dem Modul des Hinheitsquadrats, Acta Math. Hung. 5 (1964), S, 35 - 38.

Zusatz bei der Korrektur. Dort ist mir eine Ungenaunigkeit unterlaufen,
Der Satz lautet richtig wie folgt: Es seien a und g zwischen Null und Eins gele-
gene Zahlen; ferner sei ¢ eine natinliche Zahl mit (qu)<(gf). Ist dann I, ein auf
das Einheitsquadrat reduziertes halbabgeschlossenes Parallelogramm, dessen Seiten
mit den komplexen Zahlen (qa)/(gf) und (ga)-+i(gf) repréisentiert werden konnen,
80 gilt |Nqp(n,1g)— (ga)n|= O (1).

(k=1;2,...,[nal).
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Im folgenden setzen wir a und £ als irrational voraus. Damit (3)
und (4) gleichzeitig gelten, muB wegen (5) und (4)

6) - ((kja+1]8)<B

sein., Es s,ei p eine beliebige reelle Zahl. [k/a-+1]f<p ist gleichbedeutend
mit [k/a]<[p/f—1], woraus k/a<[p/f], also

(1) k< [alp/B]]
folgt.

N, 4(n,I) setzt sich aus der Anzahl der %, fiir die [k/a-+1]8<p gilt,
dann derjenigen k, fiir die 1<[k/a+1]f<1+f gilt, usw. zusammen.
Daher ist wegen (7) .

(8) Na,p(%,1)=;<§M{[[(v+ﬂ)/ﬂ]a]~[[v/ﬂ]a]}-
Ferner ist [[(v+8)/B]1a]—[[»/B1q] gleich 1 oder 0, je nach dem ob die
Ungleichung 1—a<{([»/f]a) gilt oder micht. Daher ist

(9) Nopln, )= 3 1.
0<r<ng
1-a<((v/810)
2. Wir benodtigen drei Hilfssatze.
HILrssATz 1. Fir jedes natirliche 1 und jedes gamze m ist

(10) Ny (nflajima,(m—+1) o) =Ny (n,((I—m—1) [, (—m)[Y) +0(1),

wobei simitliche hier auftretenden-Intervalle mod 1 reduziert 2u verstehen
sind, also miglicherweise in zwei Intervalle zerfallen.

Beweis. Wir bezeichnen mit I, das Intervall |ma,(m+1)a|, wel-
ches natiirlich (mod 1) reduziert worden ist. Die Relation »v+ma<rle<<
<+ (m+1)a (v ganz) gilt dann und nur dann, wenn r eine ganze Zahl
zwischen (v+ma)/le und [v+ (m+1)a]/la ist. Darum hat man

Nu(nfla, L) = 3 {[+(m-+1)a)la] = [(+-+ma) la]} +O(1)
<r<n
= > 1404,
0y<n
(—~1/i<lylatm]Yy
also
Ny(nflo, ) =Nyp(n, ((L—m—1) [, l—m) [I}} +0 (1).

BrurssATz 2. Hs seien: o eine beliebige Irrationalzahl, {y,ls,... die
wollstindigen Quotienten der Kettenbruchentwicklung von @, by,by,... ihre
Teilnenner und A,[B,,As|By,... die irreduziblen Ndherungsbriche von o.
Es sei B, ein gegebener Niherungsnenner, 1 eine natirliche Zahl, fir die

aw (B,)=1
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ist. Dann gilt fir natirliche v,l, wobei v<B,, 1<b,,1/2 ist, und ganze &

(12) |(vw) =K 1|> By 0 — Ay 1] /2D
Beweis. Bekanntlich ist
B,o—A, 1 1
o T | = < —.
(13 Br—«lw—f_lr-l :r+1 by

Tir die Kettenbruchentwicklung von  gilt bekanntlich (Perron [LHZ
. B3) das Gesetz der besten Niherung: fiir jedes natiirliche v, wobei
v<B, und jedes ganze w hat man

(14) [0 — | = |Bp_10 — 4yl
Setzt man insbesondere w=[vw], so folgt
(15) (vw) 2 IBr—lw - Ar—l‘ (/D < Br);

setzt man w=[vw]+1, so erhilt man fir »<B, [wow—[ve]—1|=1—
—(vw)>|B,_yw—4,_,|, also

(16) . (v0) <

Nun ist
(17) () — Bt = [Lp) — Bl 1 = (Bvew) - T| [,

wobei T irgenideine ganze Zahl igt, auf deren Wert es nicht ankommt.
Ist nun »<B,[l, so gilt wegen (14) und (17)

[(vw) = %Il 2 |Bpoyoo — Ar_a| L.

1— ‘Br—lw - Ar—ll-

Es sei jetzt :
(18) B, 1< v < B,.

»l 148t sich folgendermaBen darstellen:

(19) M= gB, + 5,

wobel *
(20) 1<g<I<baf2

(21) 1<s< B, —1

ist. (20) gilt wegen (18) und auf Grund der Voraussetzung »<B,. Die
erste Halfte von (21) kann man folgendermafen beweisen, Wire s=0,
so miite wegen (11) B, ein Teiler von » sein, was der zweiten IThlflte
von (18) widerspricht; die zweite Hilfte von (21) ist trivial. Es gilt also
tir B,/I<v<B,

(22) lvw) — kfl] = |(vlw) + T|[L =
wobel 1<{g<l, 1<s<B,—1 sind.

gBrw + sw) + T'|[1,
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Offenbar haben wir fiir beliebige positive 2,,,.

..y Ty, die der Be-
dingung n< () +

(o) 4 ...+ (%) <n--1 geniigen, die Gleichheit

(28) ‘(ml+w2+"-+mm)=(m1)+($z)+---+(a§m)——%'
Nach einer bekannten Formel der Kettenbruchlehre ist
(24) B, w—4,=(—1)[(B, Lrpr+ Bra);

B,w—4,; ist also positiv oder negativ, je nachdem r gerade oder unge-
rade ist.

1° Bs sei zuerst » gerade, Da B,w—A, positiv und infolge von (24)
jedenfalls kleiner als 1 ist, so gilt

A, = [B, ], B,.LO—.A,.-—-—(B,.CD);

also, da die rechte Seite von (24) kleiner als 1/B,b,,, ist, gilt auch
(25) (Byw)<1/B,b,.,,.

Ist ¢<<b,,,/2, 50 ist wegen (25), (23), (21), (16) und (13)

(QBTCUH' (8w)= Q(Brw) + (.S‘(U) < Q(B,.LU— r) +1-— |-B7-1w —Ar—ll

<Q‘Br—1w_ Ar—ll/br+1+ 11— lBr—la) - Ar—ll <1- IBr-l 2 _-Ar'—lu2 < 17

also, wegen (22) und nochmaliger Anwendung von (23), h
(26) |(vo) — k/l] = |(gB, o + Sw) + T}/l = |g(B, ) + (sw) + T|/1,

wobei T (wie be1 (17)) eine ganze Zahl ist, auf deren Wert es nicht an-
kommt. Nun ist aber auf Grund von (14), wobei wir s statt des dortlgen v
und —74-[sw] statt des dortigen « setzen,
[(s0) + T = |B,_10 — A, 4,
wihrend wegen ¢<{(b,+1)/2 und (13)
 4(Byw)=g|B,o — 4,] <q|B,10 — A1l /by < (B — 4,,)/2
ist. Hieraus und aus (26) folgt
(ve) — 1| = g (B, ) + (s0) + T| [l
2{|(sw) + T| — ¢(B, @)| 1> |B,_ o0 — A, 4| (21,
2) fiir gerade r bewiesen ist.

Es sel nun » ungerade. Die Rechnung verliuft vollig analog;
wir leiten die zu (25) und (26) analogen Formeln her ((25) und (26)
waren ja die wesentlichen Punkte des Beweises im Falle eines gera-

den 7) und verzichten dann auf die weitere Rechnung. Ist » ungerade,
so folgt aus (24)

A, — B,w=1/(B

womit (1
20

rCr+l + Br—l) < I/Brbr.;.lg
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also A,=[B,w]+1, daher ist nach (24)
|4, — Byo| =1— (B,0) < 1/(B:b, +1),
(B,w)>1—1/[B b,
Fiir ¢ < b,,:/2 haben wir infolge von (23) und (27)
1—gq(t— (B, o)) = 1—¢|B,w — 4,],

(27)

(¢B,0)=q(B,w)—(g—1) =
also wegen (13) und (14)
(¢B,)+ (s0)=1 — |Byw — A, + |Bryoo — 4pa
1—g|By_10— Ayl /bria + |Byoyw — Apq|Z 1+ 1By — A,,2>1.
Daher gilt nach (23) fir ¢<b.y1/2, 1< < By,
(gB,o+s0)=1—g(1— L 0)) -+ (sw) — 1= (s0) — g1 — (B,)).
Hieraus folgt wegen (22)
©@8)  |(v0)— K/l = |(gByo + s0) + T 1= |(s0) — gL — (B, @)} + L1/l

und der weitere Beweis kann genau 80 gefithrt werden, wie im Talle
eines geraden 7.

HirssATz 3. Bs sei 1 eme gegebene natiirliche Zahl.  Mit byybyyes
werden die Teilnenner, mit By, By,... die Ndherungsnenner der Ifettem-
bruchentwicklung von 1[la bezeichnet. Ist fir irgendein 1

(29) (Brh) =1, ot
g0 gilt fiir jedes natinliche ¢<b,y,[21 wnd filr ganze m
{30) Ny, (cB,fla,{(ma,(m~+ 1)a)) = oNy,(B,fla, (ma,(m +1)a)) 4 0(1),

wobei O(1) so zu verstchen ist, daB die Schramke, die vom Qlied O(1) nicht

aberschritten wird, nur von a, also weder von 1 noch von B,, noch von ¢
abhdngt.

(Fiir unsere Zwecke wiirde es auch gentigen, daB O(1) von ¢ und b,
unabhingig ist.)

Beweis. Wegen (10) geniigh es die Gleichung
(31)  NyfeB, {(F—m—1)[l, (1~ m) ) = oNypy(By (1= m— 1) 1,1 — m)]1)
fiir ¢<<b,,/21 zu beweisen.

Wir setzen der Kiirze halber 1 /la—w, die b und B haben dieselbe
Bedeutung wie, im Hilfssatz 2. Wir bezeichnen mit I, das Intervall

{#/1,(k+1) 1) (k=0,1,...,1—1). Wenn wir zeigen, daB jedem v mit
(vo) eIy, nnd jedem 4:1,2,... [by41/21—1] eineindeutig ein », zogeordnet
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werden kann, das den Bedingungen (,
so sind wir am Ziel.

Wir teilen die v (0<v<[b,,;/21—1]B,) in Restklassen modB ein.
Tiir jedes » ist y=¢B,+s mit irgendeinem ganzen ¢ (0<<g<<h,.,/2l) und
irgendeinem ganzen s (0<s<B,—1). Ist r gerade, so haben wir auf Grund
der bereits gebrauchten Formel (gB,w-sw)= ¢(B,w)4-(sw) und wegen
der Formel (13) .

w)eIZ,k’ ¢B, <y < (¢ + 1) B, geniigt,

(32) (vo) — (sw)=q(B,) <g|B,10 — A, 1| /b,y < By — 4,421
Der Abstand der Punkte (so) (s=1,2,...,B,—1) von jedem Punks
kft (k=0,1,...,1) ist nach Hilfssatz 2 groBer als |B, jo—A4,_|/2l. Hie-

raus und aus (32) folgt, daB firx v=¢B,+s (g<<b,.,/2l,0<s<B,) die Re-
lationen (sw)el;;, und (vw)el,;, dquivalent sind.

Es sei s=0. Es handelt sich also um die Vielfachen von B,. Nach
(25), (23) und (13) ist fir g<<b,,./2

(¢B,0) = ¢(B,0) = ¢|B,o — A,| < ¢|B, 10 — A,_y|[by1 <1/[2,

samtliche Vielfache von (B,w) liegen also im Intervall (0,1/1). Hiermit
ist Hilfssatz 3 fiir gerade r bewiesen.

Es sei r ungerade. Die Rechnung verliuft vollig analog; die Rolle
von (32) iibernimmt dann die genan so beweisbare Formel (wir erinnern

an die Bedeutung von ¢ und s: ¢=1,2,...[b,,;/21—1]; s=0,1,...,B,—1;
1’=§{Br+3) .
(33)  (s0)— (vo)=q(1—(B,0))< g|B; 10 —4A, ;|[bp1<|B,_y0—4, /2L

Das Ergebnis ist fiir s=1,2,...,B,—1 genau dasselbe, wie im Falle eines
geraden r fiir s=0. (also fur d1e Zahlen (¢B,w) gilt (¢B,o)e((1—1)/1,1)).

3. Nun sind wir in der Lage, unser Gegenbeispiel zu konstruieren.
Nach (9) gilt fir jedes natiirliche m

(34) N, ,n,I) = }j 14 0(1 j 14+ 0(1).
1- <:l<(["//3]'1) i_;a[‘;'/ﬂ]a;
Tiir den Rest dieser Arbeit bezeichnen bgy,d;,... die Teilnenner und
By,Bi,... die Niherungsnenner der Kettenbruchentwicklung von 1/8.

Die neuen Bezeichnungen haben also mit den in den Hilfssitzen 2-3
gebrauchten nichts zu tun.
Ist r gerade, g<<b,.;, $<B,, so gilt

VB (1) () - - () <1, s0 gilb
8+ %+ ..+ 2] = (2] + [m] 4+ .o+ [2]5

Studia Mathematica XV 4

(35)

Ist namlich fir positive x,,o,,...
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es geniigt also das Bestehen der Ungleichung

q(B,[B)+ (s/B)<1

nachzuweisen. Dies folgt aber sofort aus (13) und (16), wenn wir 1/8
statt o und s statt des dortigen v setzen (die Bedeutung von B, hier
und in (18), (16) stimmt zuféllig iiberein).
Wir setzen in (34) m=DB, mit geradem r, dann haben wir
By-1

(36)  NymD=3

§=0 0<venp

B, -1
1rom=5 ¥

s-_..O Dr’q([ﬂ]« )

14 0(1).

v=6 (mod By) 1~ a<{[(@Br-+ 8)/13]“)
‘ HarAL K
Setzt man noch
(37) n<B,b,a/B,
so geniigen die g-Werte im letzten Glied von (36) folgender Ungleichung:

L 4<(Brbrys — 8)/Br < Dpp1;

darnach kann man die zweite Bedingung fiir ¢ in demselben Ausdruck

laut (35) umformen. Es folgt also fiir n<B,b,,,/B
Br-1
Nop(n,I)= .140(01)
8=0  0go<(ng—3)/B,
1-a<(gl r/ﬂlaHS/ﬁ]ﬂ)
_—ZN[Br/ﬂ]a( ﬂﬁ'—s) r’(l—a”‘ [S/ﬂ](l 1"" [8/[3_](1 )) )

Br—

=§,§)N[B,/ﬂ]a(nﬁ/3n( —a—([8/8)a),1—([3/B]a) )) -+ O(B,),

letzteres wegen der Tatsache, daB man durch Ersetzung von (nf—s)/B,
durch nf/B, in jedem Summanden einen Fehler begeht, dessen abso-

icm

luter Betrag hochstens gleich 1 igt. Auf Grund von Hilfssatz 1 erhéilt man -

B n8 [ B, -
(38) N n I Z Nl/[Br/ﬂ]a(B‘B [ ﬂ ]a713)+ O(Br)i
wobei wir mit I, das Intervall :

_(EBB1+ (/81 (B8 + [s/6141
(89) I“( B (B )

bezeichnen.

Alles, was wir bewiesen haben, gilt allgemein. Nun versuchen wir a
und B geeignet zu wéihlen.

Die Teilnenner b,,b,,...
gitzen: fiir jedes gerade r sei

(40) [B,/fl=P
(41) b>Bi

von 1/ sollen folgende Eig‘enscha‘ften be-

(P=Primzahl),
(r=1,2,...).

‘die Naherungsbriiche von1/q; a.hnheh bedeuten af?,al?
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DaB diese beiden Bedingungen gleichzeitig befriedigt werden konnen,
beweist man folgendermafen: Ist » gerade, so ist. [B,/f] gleich dem
Niherungszéhler des r-ten Niherungsbruchs von 1/f. Zwei konsekutive
Niherungszahler einer Kettenbruchentwicklung sind bekanntlich teiler-
fremd. Hieraus, aus der bekannten rekurrenten Formel fiir die Naherungs-
zihler und aus dem Dirichletschen Satz iiber die Primzahlen in einer
arithmetischen Progression folgt sofort, daB (40) bei beliebig schnell
wachsenden b,, also insbesondere unter Beriicksichtigung von (41), er-
fiillt werden kann. Ist B gegeben (wobei angenommen wird, da8 (40)
und (41) erfiillt sind), so konstruieren wir eine Zahl a mit den niher zu
bestimmenden Eigenschaften.

‘Wir bezeichnen mit ay,a,,... die Teilnenner und mit Z,[Ay,Z,[A,,...
L bzw. ZP[AD, ...
die Teilnenner bzw. die Naherungsbriiche von 1/[B /[5’]0: (r=1,2,...).
Die Zahl a soll folgende Bedingung erfiillen:

Es existieren unendlichviele », die mit 7y,7,,...
migen, derart, daf fiir ein A=A(r)

bezeichnet werden

" (42) B,<AP<B,
(43) ), > ALY,
(44) (LB,/B1,A0)=

Wir zeigen, daB sich fiir 1/a ein Kettenbruch angeber’ 1iBt, der
all diesen Bedingungen geniigh. Zu diesem Zwecke beweisen wir, dafl
man beliebig viele gerade Zahlen 7 <C...<<r; und geeignete Zahlen ay,a,,
..y, 50 bestimmen kann, daf

(i) wenn die Kettenbruchentwicklung von 1/a mit ay,ay,...,4, be-
ginnt, d.h. 1/a=[dg,®,.-)0y,...] i85, s0 erfillt a zusammen mit den
T1y...,7 bel geeigneten 1;=A(r;) die Bedingungen (42)-(44).

Wir wollen annehmen, daf fiir ein bestimmtes % die Zahlen 7; und
a; (i=1,...,k; j=0,1,...,n) schon vorliegen; wir werden nun ein wei-
teres gerades r=ry, >, und die néchstfolgenden Teilnenner a,1,..-;n.z
50 bestimmen, daB (i) durch w2 und k41 anstatt durch n und % er-
fiillt ist.

Wir nehmen zu den aq,a;,...,a, notigenfalls weitere Zahlen a,,,

@pyaye s Oy hinzu, welche uns die Ungleichung
Zm—2 12 1
(45) — >

A 13 «a

gichern, falls 1/a=[ag,t, .., tn_3,---]- Wir diirfen somit tber die a,_;,
@y - - - beliebig verfiigen, ohne damlt die Griiltigkeit von (45) zu beeintrich-
tigen. Als 7y, wihlen® wir ein gerades r>7y, das den Ungleichungen

4%
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B 1 g
(46) [F] 185 2 B>

falls 1ja=[aq, 1y - ytm_2,---] i85 geniigh. Im weiteren schreiben wir o
anstatt r,,, und bestimmen @, , 80, daf

(47) [B,/B1/Zm-

gﬂt [B //3] geht in Zp auf). Wegen Zm—1=Zm—2a'm—1’|“Zm-3 und
(Znay [B,IB1)=1 (letzteres folgt leicht aus (40) und (46)) kann dies
stets erreicht werden, sogar so daf

(48) 1 <[B, 6]
ist. Nun setze man
(49) =2, a’m+1=2[Bg/ﬂ]-
Aus der bekannten Relation '
1 Z, 1
o Ap|  GpaAl

folgt wegen (49)

‘ 1 _ ' 1
[B,/Bla  Au[B,/B] \ < 3B P4’

falls 1/a=[ay,0,;.--ty,...]. Hieraus folgt wegen eines Satzes von Legen-
dre (Perron [4], S. 48) daB Z,/B,/f14, ein Niherungsbruch von
1/[B,/fla ist. By sei etwa

Z, 49,
[B,/B14n AR’
auf Grund von (40), (47) und (Z,,,Z,_,)=1 gilt

(60) Zn=2% 1, [B,/flAn=Af,
Wir setzen
(61) Onya=2[B, /ﬁ]A;‘n-pl .
Es folgt
1 Zpn 1 1
@ A | 2B Al A A
falls 1/a==[a,01,+..,%n4q,...]; hieraus erhalten wir
(52) ! Zini1 -
[Bfla  Anii[B,F] 2Af,‘n+1 B JBTAL

icm
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Daher ist auch Zy,,/[B,/f14ms, dem Werte nach ein Naherungsbruch
von 1/[B,/fla; auf Grund von Zy, ;= Zptp 41+ Zm_1, (47) und (49) ist er
aber reduzibel. Es sei etwa

(83) Zo 1 [[B[B1=2, Ay =AD,
Aus (50) und (53) folgt

Iy [BQ Ay— Ay B — 1) = —"'—1
[.B /ﬂ] ﬂ] m m--14m ( 1) "( 1) .

Auf Grund von (50), (49) und (53) ist jedenfalls 4>>2". Nach der bekannten
Formel (Perron [4], S.17) hat man fir »>=1

ZOAP ,— A0ZY

Zﬂa’—lﬁﬂg)—l - Agﬂz'vlszf'h =(—1 )2'_1Av—1,1';

wo fiir einen Augenblick

[a(g) ‘15101-1: a -rv =LA, ((Zv,z':Am') = 1)
gesetzt wurde. Daher gilt
(54) entweder pu=24 oder pu=2A-+1, ag,=1.

Nun zeige ich, daB fir 1/a=[dq,@1,..-;@nys;...] die Bedingungen
(42)-(44) durch r=g, A=y erfiillt sind. Da m+2>mn, 50 gilt dann infolge
der induktiven Annahme auch (i) mit m-+2 und k-+1 anstatt » und &.

Wegen (50)-(54) und A®> AP, gilt jedenfalls A®>B,. Anderer-
seits hat man infolge von (53), (49), (48), (45) und (46) (dle erste Unglei-
chung)

A$)=Am+l= 2[Bg/ﬂ]Am+ Apy=2 I:Bo 18] (2Am—1+ Ap_s)+ A
= (A[B, [B14+1) A1+ 2[B,[B1 Am_o < (ALB[B1+ 1) ([B,/B1+1) Am_s
+2[B, /Bl An_os<12[B, BT An_s <1216, /BT a(18/12) 2 o< By,

(42) ist also bewiesen.
(48) folgt aus (52); es ist némlich

) [\~ (e)
=[] s~ - 4]
a2 [B,/Ble A A
also wegen (52) und (53) jedenfalls all,> A"
(44) folgt im Falle u=1" aus (50) und (A9, 49)=1. Im Falle
p=A+1,4,,=1 erhalten wir sie aus denselben Beziehungen unter

1=
Beriicksichtigung der Relation A,,=AY+AP,.
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Obige Konstruktion 148t sich unbeschrinkt wiederholen. Zu ihrem
Beginn, d. h. wenn noch keine r vorliegen, wihle man d.ie gy Oygeneylyy_s
so, daf (45) erfiillt ist, sonsb aber beliebig; dann bestimmt man »=r,
nach (46) und das weitere Verfahren stimmt mit dem oben beschrie-
benen vollig itberein. Mithin haben wir fir die Konstruktion der Zahl a,
die die verlangten Figenschaften besitzt, eine rekurrente Methode ange-
geben.

Aus dieser Methode erhellt, daB sich zu jedem A eine unabzéhlbare
Menge von o konstruieren 1a8t. BEs gibt also insbegondere auch linecar
unabhingige a, §, 1, die unseren Voraussetzungen geniigen.

Ist nun » eine der Zahlen 7,,7,,... und A=Ai(r) so bestimme man n
(nicht notwendig ganzzahlig) derart, daB

" 7]
B, Pla= A
wird. Dann ist wegen (41) und (4_2)

w2 1 B _% 1
BE R

AP B, 240 2
n=—r < — B=
af [B,[f] a o

Nun gilt (37) und (38) mit on statt des dortigen n, wobei ¢ eine belie-
bige natiirliche Zahl ist, die der Bedingung

By by

o BE T f

a
(55) - <35 B

gentigh, Wir haben nun
'AS:'.)B’I'
aB[B,[p]’

(die Bedeutux%g von I, ist diejenige aus (39)).
Ist o< af};/2[B,/8], so folgh hieraus auf Grund von (31)

B,—1
(56) Nop (0 I) = Z‘o NyyppaleAD L)+ O(B,)

. Br—1
(87) Na’;,(cAS.")B,./aﬂ [B./81,])= 0§20 Nl/[]i,m]u(Aar) +Lg) 4+ O(B,).
Wir beweisen, daf
(r)
A B, > 1
[B./f1} "~ [B./p]

ist. Da die Summe der linken Seite von (58) jedenfalls eine ganze Zahl
ist, geniigt es nachzuweisen, daB A{"B,/[B,/f] keine ganze Zahl sein
kann, Dies folgt aber sofort aus (44) und aus der Tatsache, da8 B, der

Bi-1
(58) Z; Nymyme (A5, 1) —
8=

icm
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Néherungsnenner, [B,/f] der N#herungszahler desselben Néherungs-
bruches von 1/8 ist. Aus (57) folgt fiir e<a{},/2[B,/f]

(59) |N.5(cA B, [af [B,[B],I)— cAP B, [[B, ]|

By—1
= G|g:) Nl/[ByIﬁ]a(Aﬁ(.r) ’Is)— Ag_r)B,/[B,/ﬂ]l -+ O(Br)-
Wegen (42) und (43) ist af};>AM*>B®, also
(60) af),/2[B, 81> AB}/2.

Setzt man ¢= [fB;/2], so ist wegen (46) (zweite Ungleichung) die Be-
dingung (55) erfilllt und infolge von (60) darf dieser Wert in (59) ein-
gesetzt werden. Hieraus und aus (58) folgt

|5 ([8B}/21 AD'B, [af[ B, |81, 1)~ (6B} /21 AL B,|[B,[f]]
>[pB;/2]/[B,[f]+ O(B,)> KB;+ O(B,),

‘wobei K irgendeine von B, unabhingige positive Konstante bedeutet.

Der letzte Ausdruck wird aber mit B,—oo beliebig grof, Damit ist
unser Beweis zu Ende. .

Zitate
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