SUR UN PROBLEME DF LA THEORIE DES NOMBRES LIE A LA
DISTRIBUTION BINOMIALE
PAR
J. ACZEL (DEBRECEN) BT 8. ZUBRZYCOKI (WROCLAW)

1. Si un débutant sait que la probabilité d’ur événement est p= 0,9,
il peut s’attendre, en faisant n=20 épreuves, que cet événement se pro-
duise le plus probablement un nombre de fois égal 518=20-0,9. De méme,
en faisant n=18 épreuves, il gerait porté & croire que le nombre le plus
probable des réalisations de cet événement soit égal &4 16 ~18-0,9=16,2.
La premiére présomption est juste, mais la seconde est fausse: le nombre
le plus probable est 17 et non pas 16. En effet, le terme le plus grand
de la distribution hinomiale

Pm::(Z)pm(l--p)"'"m, o m=0,1,...,n et O<p<l,

est égal & Pp,.") et ce nombre nlest pas toujours égal i P enpy?), bien
que np soit la valeur moyenne de cefte distribution.

La question #’impose done quand a-t-on U'inégalité Pep<I Py
En d’auntres termes, quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour que ’on ait une des relations

(1) {np} > [np +p],
(2) {np} <[np+plstnp+p.

Iei np-4p ne peut pas dtre un entier, car on aurait alors Pépalité
P tray=Prapsn-

En posant a=[np-+pl+1, linégalité (1) équivant & a--1/2<np<:
<np+p<a, cest-d-dire & Iinégalité
(3) a—12<np<a—p,

qui entraine p<<1/2.

') [] désigne lentier. Si np4-p est un entier, on & Pupip=Pipip—1 (of. par
exemple [1], p. 28-32).

%) { } désigne l'entier le plus proche. Le nombre {«} est donc indéfini lorsque
w—[@]=1/2.
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En posant a=[np-p], Vinégalité (2) équivaut & np<a—1/2<a<
<np-+p, cest-a-dire & Pinégalité

(4) a—p<np<a—1[2,

qui entraine p>1/2.

Boit 0<p<1. Nous dirons que p a la propriété II lorsque p<1/2
et qwil existe deux entiers positifs a et # satisfaisant & (3), et aussi lors-
que p>>1/2 et qu’il existe deux entiers positifs a et n satisfaisant & (4).
Le nombre p=1/2 est donc dépourvu de la propriété I7.

Nous déterminerons dans ce qui suit

1° T’ensemble de tous les p ayant la propriété /7,

2° le plus petit » pour p donné.

2. Les inégalitiés (3) et (4) se correspondent par dualité: ¢ un p<<1/2
satisfait & (3) pour wun n, g=l—p>1/2 satisfait & (4) pour le méme m
et réoiproquement. .

En effet, en soustrayant du nombre = les membres de Pinégalité
(3) et en posant b=n—a+1, il vient b—g<<ng<<b—1/2, ce qui est (4)
pour ¢, b et n. De méme, (3) résulte de (4).

Cette dualité nous permettra de déduire les propriétés de 1—p de
celles de p.

3. L’exemple p=1/4 montre qu’il existe des p rationnels entre 0
et 1/2 n’ayant pas la propriété II.

THEOREME 1. Powr quwune fraction irréduciible p=ilj ait la pro-
priété II, il faut et il suffit que

i1 1 1
(5) 1:47——- < st p< &

- 1 , 1

el T by 8% n> E“

Démonstration. La condition est suffisante. Eun effet, la frac-
tion p=1i/j<1/2 étant irréductible par hypothése, kp —[kp] prend eha-
cune des valeurs 0, 1/, 2/j, ...,(j—1)/j exactement une fols pour
k=1,2,...,j. Il existe donc un » pour lequel np—[npl=1—(¢+1)/j,
clest-d-dire np=[np]+1—(i+1)/j=[np]+1—p—1jj, Qott np<[npl-+
+1—p. En méme temps, on a en vertu de 1’hypothése (5) [np]-+
+1-1/2<[npl+1~(i+1)/j=np. Les indgalités (3) sont donc satisfaites
pour a=[np]+1. Le cas de p>1/2 en résulte par dualité. :

La condition est nécessaire. En effet, la conséquence np+p<<a de
(3) ne peut &tre satisfaite que si ap+p<a—1/j. En y ajoutant membre
4 membre la conséquence —np<<—a-+1/2 de (3), il vient p<<1/2—1[j,
d’otr la premiére des inégalités (5). La démonstration de la seconde en
résulte par dualité & partir de (4).
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CoroLLAIRE. Il #'y & parmi les mombres rationnels p de Uintervalle
0<p<l que ceux de lo forme

k 2k ; 2k—1 o )< 1
= Fit 2 ) —_—
2l dk+o 0 P
B  9k2 B+l
k41 2k-2 o ki -] Woop> -,
Y 4% 2
ou, plus simplement, de la forme
(1—1)/2L,
b= 1/2,
(T +1)/21

ou encore qui sont des fractions (pas néeessairement irréductibles) de la
forme p=ulv, o (2u—v) est un divisewr de v, qui wont pas de propriéié I1.

En effet, pour une fraction irréductible i/2m<1/2, la condition (5)
nlest en défaut que si (3+1)/2m=1/2=m[2m, c’est-A-dire que si p est
de la forme (m—1)/2m. Mais lirréductibilité d’une telle fraction équi-
vaut & m=2k (m, et par conséquent %, étant des entiers positifs), d’ott
la forme (2k—1)/4k de p. De méme, pour une fraction irréductible
i)(2m+1)<1/2, la condition (5) n’est en défant que s (44-1)/(2m+-1)>1/2
et i (2m+1)<<1/2, c'est-a-dire que si i=m; en posant m=Fk, il en résulte
la forme %/(2k--1) de p (et toutes les fractions de cette forme sont
irréductibles). Le cas p>1/2 en résulte par dualité. L’équivalence aux
autres formes nommées est évidente.

L’inégalité banale
2k—2  2k—1 < 2k

USRS < [P ————
4 —2 4k

ets pour

)/ )
k=1,2,...

permet de ranger tous les p rationnels de lintervalle 0<p <1 dépourvus
de propriété IT en deux suites, & savoir 'une croissante

(6%) 1 2 3 2k—2 2k—-1 2k
47 67 8777 4kp—2" 4k 7 4%A42]
et Pautre décroissante
. 3 4 b 2k k-1 2k42
6=y s , , g eees
4 6 8 4l —2 4k 4k+2

ivtercalées de leur limite commune p=1/2, également dépourvue de la
propriété I7.
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THEOREME 2.
ont la propriété I1.

Démonstration. Vue la dualité 2, nous pouvons nous borner
a p<1/2. 11 est facile de voir que (3) équivaut &

Tous les nombres irrationnels p de Pintervalle 0<<p<cl

- 2a—1 @ 2a
(1) 5 <p < — —
=7 2942

-51--{—1 =

par conséquent, pour que p ait la propriété 77, il faut et il suffit qu'il

appartienne & Vintervalle ouvert de la forme

201 2a

9 a0—1  Za
®) on ' 2%—0—2\

ol »=1,2,... e 2a<n1,

11 g’agit done de montrer gue les intervalles (8) couvrent I’intervalle
20,1/2¢ sauf les nombres (6<), ce qui se véduit aussitdt & établir les deux
propriétés I et II suivantes:

I. On a pour tout k=1,2,...

\ 2k —2 2k~1/. oo 2k—1 2k
J4E—2" 4k T 4k ak2\
2k—-1 2k \ (2k—2)24+1 2k—1
4 ampe\ T > (4k—2)2+2° 4k
2ym—+ 1
Zoym+s/
ol le signe ; d’ouverture & gauche est entendu en méme temps comme
celui de fermeture & droite.
II. On a pour tout k=1,2,...

RE—2)(m+1)+1 (2k—

dk—2)(m+ 1)+ 2" (4%

m_~

et m=2,3,...

(276—2 Jm+1)-+1 (2k——‘7)m+.l-\
A2 (mt 1)+ 2’ [dh—2ymL- 2/

c :\(uk—~2)(m+1)—}—_l (2k—2)(m+1)+2 ,
dk— ) (m+1)+2 dk—mt+L)+1°%

En effet, I définit wn recouvrement de Pintervalle 50,1/2< sans les
points (6=) par une suite d’intervalles disjoints et II nous apprend gue
tout intervalle de ce recouvrement est contenu dans un intervalle (ouvert)
de la forme (8).

Reste & démontrer I ef IT. Bvidemment,

pd & w @X
< entraine -
vt ¥
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done
Eh—2)mt D1 _@e—mtl
(AE—D(mt+1)+2  (dk—2)m+ 2

Par conséquent les intervalles figurant dans le membre droit de
Pégalité I ne sont pas vides. Pour établir I, on n'a donc qu’a appliquer
Pidentité

(2k—2)(m+1)+1  2k—2
movco (4 —2)(m+1)+2 4k—~2"

Enfin, pour établir IT, il sutfit de montrer par un simple calcul
que cette propriété équivaut & U'inégalité 1<m, ce qui achéve la démon-
stration.?).

THLOREME 3. Si un nombre p a la propriété II, lo plus petite valewr
no(p} de m powr lagquelle celte propriété se présente est lu suivamie:
ok 2k—1 <p< 2k

pour TSP e
(2k—2)~2—|—1 k1
@h—2)y 242 <P @
(2k—2)(m+1)+1
(4%—2)(m T 1)1 2

(2k— 2)m+1
Sk —2ym+ 2’
2km

= 2ymis <P

____ 2k(m+1)+1
(4k—2)(m+ 1)+ 2’
2%+1 S%-2-+1
i P ur—ayeye
242 2k+1
Tre <P~

4k—1 pour ,

(2k—1)(m+1)+1 pour <p

(9) o) =

(2k—1)(m+1)+1 pour

pour

¢ 2k pour ’

ot k=1,2,... e m=2,3,...

?) Le théoréme 2 qui précdde peut étre démontré en trois lignes comimne il guit: '

I’ensemble des nombres np—[np] avec p irrationnels étant dense (voir par exemple
[2], p. 144), il existe pour tout p irrationnel de I'intervalle 0 <p<1 un entier positif =
tel que 1—1/2<np~—[np]<l—p, Todx (3) pour a=[np]-+1.

Nous avons préferé toutefois de recourir 4 la propriété I, qui mous a per mi
d'établir aussi le théordme 3, conformément & la suggestion que mous devons & S.
Gladysz., ‘
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Démonstration. Il résulte, en effet, de I que les valeurs ny(p)
définies par (9) satisfont & (3) et (4). Pour les points p appartenant 2 1’in-
tervalle indiqué dans la premiére ligne de (9), c’est une conséquence
de Dléquivalence entre (7) et (3). Pour les auntres intervalles, il faut
encore faire intervenir la propriété II.

Il ¢’agit donc de montrer, pour p<1/2, que tous les intervalles du
recouvrement défini par I sont disjoints de tout intervalle de la forme
(8) en y posant n<ng(p). Le cas de p>1/2 en résulte par dualité.

Pour les intervalles

10 2k —1 2k
o o Tl
(2k—2)-24+1 (2k—2)-1+41 4k — 3 Zk—l
EINN ; (=) o
S (4k--2)-2427 (4k—2)-1+2 8k — 2’ \
\ (2k—2) 1)4+1 (2k—2 1
(12) > HmFl)+1 Jmt o m=2,3,...,
/(4 —2)(m 1)+ 2" (4k—2)m+2
cela résulte respectivement de trois propriétés qui suivent.
IIL. 2a<n<2k entraine
13 a < 2k—1
(9] n1 i '

c’est-d-dire que les bouts droits des intervalles (8) avec n<ny(p) sont
a gauche des bouts des intervalles

2k—1 2k
4% Ak 2 <C
IV. 2an<(2k—1){(m-+1)+1 o

(2k—2)m-4-1 a

(14)

(4k—2ym+2 “nt1
entratnent
(15) (2k—2)m -1 \Zaml,
(4k—2)m+4-2 20,

c’est-A-dire que tout intervalle (8) avec n<nm,(p) et dont le bout droit
n’est pag & gauche de celui d’un intervalle (11) on (12) est situé entie-
rement &4 droite de ce/ dernier.


GUEST


62 COMMUNTIGCATIONS

V. n< (2k=1)(m-+1)4+1 et
' a <(2/c-2)m—*:1

() . nek1 o (4k—2)ym+-2
entratnent
(17) [/ <(2h——2)(m-|—1)—|—.1

1 (dh— 2y (m+ 1)+ 2

c’est-d-dire que tout intervalle (8) avec mn<n,(p) et dont le bout droit
n’est pas & droite de celni d’un intervalle (11) on (12) est sitné entidre-
ment & gauche de ce dernier.

C’est aingi que les propriétés II1-V agsurent labsence de points
communs entre les intervalles (10)-(12) et chacan des intervalles (8)
avee n<fy(p).

Pour achever la démonstration, il reste donc & établir ces trois pro-
priétés.

Or, 2a<{n<2k entraine

ntt < n <1 impadrs
—— our airs,

W i I DAL,
nel  2%—1

gL — < - powr # pairs
S e P DA,

car alors n<2k—2. I1 y a donc équivalence entre les inégalités

n+1 o <(n+1)(2k—-1)_'n+1 n —}—1.
s w2 ik

la dernitre étant équivalente & (13), la propriété¢ III se trouve établie.
Les formules (14) et (15) équivalent respectivement aux suivantes:

bl ek dlym o  mRL M
2 2((2k—1)m=+1) i 2 2((2k—~Lym+1)

nous allons établir ’équivalence entre les deux dernmiéres. Remarquons
que
M

2 ((2k— 1)m4-1)

(n~+1)ym m-1
2 ((2k—1)m+1) 2’

13 premidre de ces inégalités étant triviale et la seconde étant équiva-
lente & hypothése n<(2k—1)(m-+1)-4-1 de IV.
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Considérons d’abord le cas de » impair. Il s’agit done de montrer
que, pour tout entier positif s, les conditions

(18) Pt
o
et
(n+1)m
19 e LI
(1) Sy Dmt1
entrainent

P L L A——
Sl —Omt ) B,

c’egt-A-dire que les nombres A et B appartiennent au méme intervalle
(8,8+1< (le signe d’ouverture 4 droite étant entendu ici en méme temps
comme celui de fermeture & gauche). Or, (19) est équivalent &

et (20) Dest 4 -

2:
2.9(270—1)4-?6 <n.

Les deux derniéres relations sont satisfaites pour les mémes n im-
pairs, puisque (18) entraine 2s/m<1.

Considérons & son tour le cas de » pair. Il s’agit donc de montrer
que, pour tout entier positif s, les conditions

(21) s— _})_ < ﬁ‘;_l
et
(22) P (e v L
2 T 2((2k—1)m+1)
entrainent
(23) ! i —B,

T Sy@—Dmt Y

e’gst-z‘m-dire que les nombres A et B appartiennent au méme intervalle
fermé & gauche (s—1/2,s-+1/2{. Or, (22) est équivalent &

28—

(28— 1)(2%— 1)+ R PN

et (23) lest &

(25— 1)(2k—1)+ 1

<n.
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Les denx dernidres relations sont satisfaites pour les mémes n pairs,
car (21) entraine (2s—1)/m<1.

T démonstration de IV est ainsi achevée. Celle de V est analogue.
Les relations (16) et (17) sont & remplacer d’abord par les suivantes,
qui leur équivalent respectivement:

1 (n+1)m
(24) OSTyT T R{Ek— ym 1)
(25) ac ML (nt1)im+1)

2 2(@k—1)(m+1)+1)’
e, pour établir Péquivalence entre (24) et (25), on commencera par
remarquer que

(n+1ym »
2{2k—1ym 1)

(n-+1)(m41) m 1
2(2h—1)(m+1)+1) — 2 ’

(26)

la premiére de ces relations se réduisant par un simple caleul &
1)(m+4+1)<1/m et la seconde étant équivalente 4 DPhypothése n<
<(2k—1)(m+1)+1 de V,

Pour n impairs, I’éguivalence entre (24) et (25) revient 3 montrer
que, quel que soit Pentier positif s, les conditions (18) et

(n+1)ym

(27 0= S@m—mi =
entrainent
o po EDmED

2((2k— 1) (m+1)+1)

c’est-a-dire que les nombres ¢ et D appartiennent an méme intervalle
termé & droite >s—1,s8>. Or, (27) et (28) équivalent respectivement aux

relations

28 2
A< 28(2— 1) — 1+ = ot m<28(2o— 1)~ L ot
m m

qui sont satisfaites pour les mémes n impairs en vertu de la conséquence
2¢/m<1 de (18).

Pour n pairs, Péquivalence entre (24) et (23) revient & montrer que,
quel que soit Ientier positif s, les conditions (21) et

1
(29) <o~
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entrainent

1
(30) ) DSS—-E-,

c’est-éu-dire: que les nombres C et D, définis par (27) et (28), sont situds
da,n.s le méme intervalle fermé & droite ds—3/2,5—1/2). O, (29) et (30)
équivalent respectivement aux relations
2s—1 28 —1°

n< (28— 1) (2k—1)— 1+ -1
m-+1"

et n<{(26—1)(2k—1)— 14
qui sont satisfaites pour les mémes » pairs en vertn de la 6
(2s—1)/m<1 de (21). conaenee

4. On peut donner & la fonction n,(p) une autre forme, 4 savoir
libre des paramétres % et m:

THEORBME 4. On a pour tout p & propriéié IT

1—9p 1—2
(2[1_217]_1) — P +1|+1
1—(2[ P ] -—1)(1—2 )
1—-2p P
. . 1
8t p<?,
(81) m(p)=
P 2p—1
(2[“"—2;0_1] —1) [ . 2 +1] +1
1—|2 — -
( [2p—1] 1)(2p b
8 p> ?.
Démonstration. Il est aisé de voir que
(32) (2k—2) (m-+1)+1 p< (2k—2)m+1
(4% —2)(m+ 1)+ 2 (4k—2)m+2
équivaut pour tout %=1,2,... et m=0,1,2,... &
1—2p 1—2p
1€ e 2
1— (2k— 1)(1— 2p) <m-+ <1~(27c_—1)(1-—2p) +1
de sorte que Yon a ‘
1—2
(33 . 1‘=[ P ]
) A= @A —2p)

Collogquium Mathematicum IV, 1 5
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dang la somme

S @h—2)fm 1)+ 1
(4k—2)(m+1)-2" (4k—2)m+2

S ak—2 2

(27c—2)m+1> N 2—2 1
> =

m=0

des intervalles (32). En outre, I’inégalité évidente

2k (2k—1)-0-+1 1

entraine pour tout k=1,2,...

L 9k—1 2k W (2k—2) 11 (2k—2)-041
T B OB
ik 4k42 (4 2) 12" 4k —2)-0+2

de surte gue

1—-2p
34 Y= (D = 1Y | e 1| 21
(34) o ()= (2 1)[1*(%&) i ]+
dans les intervalles
%2 Bt 2=l 2
i P et il L
—s <P P Gre

cest-a-dire dans tous ceux qui figurent aux trois premiéres lignes de (9).
Pour transformer (34) en premiére partie de (31), il reste donc & ex-
primer % en fonction explicite de p et y inscrire V'expression trouvée.

Or,
2k — 2 k 1—0p

e - équivant & -
o2 “Pgn 1—2p

l—yp
) L e
< <1_2p,

d’ol

k= [11_21;] pour p<1/2 ayant la propriété I1.
Quant & la seconde partie de (31), elle résulte de la premiére en y
remplacant p par 1—p, ce qui est légitime grice & la dualité 2; elle
entraine, en effet, D’égalité ny(p)=mny(1 —p). Le théoréme 4 est ainsi
établi.
En particulier, on tire facilement de la formule (31) ou (34) que

‘1] i i 0< <1 et 1-< =
op] T R A
Ty (P)= 1 9 3 )
e S T G- = et 1.
[2(l—p)J + i3 <p< 3 ¢ 1 <p<
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D’aprés une suggestion de M. T. Koévari,
de la formule (31)

il est facile de déduire
& laide des inégalités [w]<w—1]sinnwl<m une
estimation plus simple: i

l 1 .4 +1‘ X 1
13 — 51 <=
' P 2 sinnll 2p I ) ¥
wo < T
i 7T 1
P R — | s .
ap— 1 e
P 2isinn L ' ?
. 2p—1
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