QUELQUES IDEN TITHS

DE LA THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
PAR - ‘
JAN MYCIELSKI (WROCLAW)

Les identités recueillies dans cette communication concernent les
fonctions numériques définies dans mes communications [1] et [2]. J’en

reproduis ici les notations et les définitions, pour passer ensuite aux iden-
tités en question.
NOTATIONS

” nombre entier plus grand que 1;

a(n) le plus petit nombre naturel satisfaisant 4 I"équation (a(n))":n

aveec & naturel?); . .
b(n) nombre naturel défini par I’équation (a(n))b("')=nz);
= 31 x(m)= Sd; xm)=[]d;
afbin) dibin)

d (1)
pm= 3 Vn;  wim)=[1Vn;
ajbin) dalb{n)

P nombre naturel satisfaisant aux égalités a(P)=P, b(P)=1;
s H sommation et produit s'étendant i tous les P;
2

§ nombre complexe avec partie réelle plus grande que 1;
{(s) fonction de Riemann;
s Vn pour /n naturel,
n)= -
0 pour Pn irrationnel;
@(n) fonetion d’Kuler;
u(n) fonection de Mobius.

Notons les relations

alatn) =a(m), ble(m)=1, a(m="YValn), bm={z@W]"),

Y) a(n)=ayn dans ma communication [1].
%) b{n)=bym) ibidem.
3 Cf. 1], théordme 2.
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IDENTITES %)

o Jr=iog, m S-S
(4) H POV m=1,  (9) Sl"gjjf’”‘=§(€(ms)~1)10gm:
o ﬁn Z§=1 o ;Iogw n) 2 ogn

Dans ce qui suit f est une fonction arbitraire, mais telle que les

. 8éries soient absolument convergentes.

(1) Stampm)=3 3 1(2,m)

o g

0 sw=1+3 o =1+2(7(n_)1)?‘:i 1og(1+ (1— ?)2)
(14) [27(1+ a&))zw)#;[ Pfj 5 pow <,

i  FEEL_SL S Stemfem—1) (et (0,0)),
(16) _: -:l;(qi =§‘ %'d,b(;,zd—1=§7z%" powr  [sj< 2FE
(17) 5 yi(ﬁ)l =2:°: ns+:_8_2 (ct. (7)),

%) Pour les démonstrations des identités (1)-(8) veir [1]; les démonstrations
des autres identités sont analogues.
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= = ms)—1
(18) _gf B Zpa 55 21: )—1),
1 e
(19) : Z}—; =.>_/ (m)(Z( ms)-l},
P T

® 1 1
(20) 2 2((a(n)'—1) = w¥{(a(n))f*—1)

Remarque. Les identités (6), (8), (10), (12), (13), (18), (18), (17)
et (20), qui sont de la forme

o~ 7
2y =P,

peuvent &tre représentées dans la forme équivalente

pour &,y>1.

"[‘4 8

N _Tn () — 27 (%),
70”_}_1 F{s)—2F(2s)
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SUR DEQUATION '+ p41=3y"
PAR
A BSCHINZEL BT W. SIERPINSKI (VARSOVIE)

Léquation #*+w-+1=3y" a déja son histoire. En 1950 R. Oblath
supposait gue eette équation n's pas de solutions en nombres naturels
z,y, oL @ est impair, sauf 2=y=1"). Or, la méme année, T, Nagell & com-
muniqué la solution =313, y==1812). Le but de la note présente est de
trouver toutes les solutions de cette équation en nombres naturels x,y.
Nous démontrerons le théoréme suivant:

TuEoREME. Toutes les solutions de I équation

(1) r4r4-1=3y*

en nombres naturels z,y sont contenues dams la suwite infinie (x,,¥,)
(n=1,2,...), ok ®;=y,=1 et oi les nombres x, et y, pour n=2,3,... sont
définis par les formules de recurrence

(2) Ty 1= Tz, + 12y, 3, Ynyr== 4, + Ty, + 2,

pour n=21,2,..

Démonstwtlon Supposons que x,y est une solution de I’équa-
tion (1) en nombres naturels, oit z>1. On vérifie sans peine que I’équa-
tion (1) n’a pas de solutions en nombres naturels ,y, ot #=2,3,4,5,6,7,8
ou 9. Done, si ¥>1, on a z>10.

Nous prouverons gu’on a les inégalités

(3) 2y < To+3, Ty>4x+2, dy>2+1.

Sl Stait 12 1/>7Jc—}-3 on aurait 144y? >49ﬁ°+ 420 +9, et, comme,
d’aprés (1), 14dy® =482" 48248, on aurait #° < 6x+39, Aol (x—3)*< 48
et, comme @310, 7°<48, ce qui est impossible. La premiére des inéga-

lités (3) est ainsi démontrée.

1) R Oblath Uber die diophantische Gleichung ®*—1=2y%, Acta Mathema-
tica Academiae Scientiarum Hungarieae I (1950), p. 114, Satz 1.

*} L. ¢., p. 321. Il est & remarquer gue dans Mathematical Reviews 13 (1952),
p. 625, léqna‘mon wi+m41=3y* est éerite avec une faute d'impression (comme
22 w4 ] =v3),
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