Sur la force latérale exercée sur un obstacle par un liquide
visqueux compressible

par

' A. KRZYWICKI (Wroctaw)

Je congidére le mouvement spacieux d'un liquide visqueuw, compres-
sible, remplissant fout Pespace & Vextérieuwr d'une surface fermée X de dimen-
sions findes, qui, sans se déformer, se déplace parallélement & wune droite
avec une vitesse constante égale & Wo').

Soit XYZ un systéme de coordonnées lié & la surface Z, l'axe Z
tant paralidle 3 la vitesse de X. Soient w,v,w les composantes de la
vitesse du liquide par rapport au systéme immobile, paralléle au gystéme
XYZ; soient p,o,u,» Tespectivement la pression, la dengité et les coef-
ficients de la viscosité du liquide. J’admets que les forces ewtérieures
sont nulles et, pour simplifier, que la surface 2 posséde partout une nor-
male continue.

Les équations du mouvement ont la forme
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L’équation de continuité s’éerit:

do @ 0 d '
@) B+ g (@0 + 5, () o Lo —TWo) =0,

'} Le cas du mouvement plan du liquide visqueux, incompressible a ét4 consi-
déré par M. Wolibner [2] et le tas du liquide compressible par I'auteur [1].
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J’admets que les conditions suivantes sont satisfaites:
I. Le liquide adhére & la surface X, on aura done sur cette surface

(3) w=0=0, w=W,.
TI. Dénergie cinétique du mouvement E est finie:

(4) E=3[[few’ +v' +u')do < 4 oo,
l’intégratiori étant étendue sur tout l’espace extérieur & la surface Z.

IIT. I1 ewiste une constante M telle que

(5) f[fedo <M J]fao,

(6) fff—l—dwgmjjf do,

otL @ est un cylindre & P’axe Z, contenant } et symétrique au plan XY
la moitié de sa hauteur est égale au carré de son rayon?); =’ est la portion
de = extérieure & D

IV. u,v,w,p,0 et ces dérivées de ces fonctions, qui figurent dans (1)
et (2), sont continues®).

IT existe alors deux suites de surfaces cylindriques @, et @, définies
ci-dessous, croissantes infiniment, telles que

) 9
(M) P,— —lim [jff (éu)da)+Rﬂff—~%2@sm¢ da],
N—>00 n” 4 Iﬂ”
D 9o
(8) P,= -—hm\f” (69:’) do— By [ | J%z) cos(pda],
n-—->o00 a:l I',’.
RZ
kg h"— <K,
R2
k<“;‘b: <Ky

%) L'hypothése sur & est choisie 4 cause de la méthode utilisée. Il est évident
qu'il suffit d’admeéttre que les conditions (5) et (8) sont remplies seulement pour
une suite de domaines y,, y,=MH,—=,, IT, désignant le cylindre 0<Cr<{2i, — 2A3<C
<e<<24, et m, — le cylindre 0<r<<A,, |[—M<e<<i?, {4,} étant une, suite arbitraire
infiniment croissante; 2= 22442,

3) Ces conditions et la condition concernant la surface X peuvent &tre affaiblies
(voir [1]). . 4
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P, et P, désignant les composantes latérales de la force exercée sur I’ob-
stacle par le liquide, u, (u, et u;) les composantes cylindriques de la
vitesse absolue du hqmde par rapport au systéme XYZ, £, lo do-
maine contenu entre la surface X et la surface @,, I, la surfa.cc latié-
rale, R, le rayon de base de @y, h, la moitié de la hauteur du cylin-
dre @,, et k,K deux constantes positives.

Les composantes P, et P, s’expriment par les formules

(9) —prnxda~ wff@nwda /Lff—-——dg,
(10) Py=ffpn,,do—vff@nydg__,uff% do,
z P>l b

ngy iy (6t m,) désignant les cosinus directeurs de la normale intérienre
par rapport & la surface de lintégration.

11 suffit de démontrer la formule (7), la démonstration de (8) étant
complétement analogue. Soit @ la surface d’un cylindre & Paxe Z et sy-
métrique par rapport au plan XY. En ajoutant ’équation (2), multi-
plide par u, au coté gauche de la premiére équation de (1), en intiégrant
I'équation obtenue sur £ et en tenant compte de (3) et (9), on obtient

(11) frfft?(;;“) do +Pz:j‘;fgu{unz-|—vn,,+ (w — Wo)n,) do -+
+ffpnmdo——vff@nxda—-yff% do.
[4 [ [ 6%

On a @=I+AT+A47, A" et A~ désignant les deux bases de P avec 2z
positif et =z négatif respectivement. Sur la surface I" on a n,=—cosp,
Ny=—8ing, n,= 0, sur labase 47 n,=n,=0, n,=—1, et sur 4~ ny=n,=0,
Np=—1.

En tenant compte des dernidres formules, 1’équation (11) prend la
forme

o [/

=~.{1fgu{u cos ¢ + v sing) do —ffgu(w——Wo)da o}
4%
—{—ffgu(u«—-W@da—ffp cos pdo

+wff@ eoswda—,uff——— do .

. En introduisant les coordonnées cylindriques, une des équations
Gu mouvement; et I'équation de continuité (2) deviennent respectivement

* ©
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(13)
1(0p 8@) _ (6% ém,p ou,, 1 Uty | Oty 6%)
—7(5;- i + Uy Ty = — U z"'—'—WO P
(62 1 0u, 1 624,4‘;,_‘_ 2 du,  u, +62u¢)
N M R P P
deo Oe do
(14) " + %, o + w-;a;-}-
8(ous 9
3{3(%) n }+ (%) 4 90 ¢
7 0= 0z

En ajoutant au second membre de (13) le premier membre de (14),
multiplié par u,, on obtient

0 0@ ] 0 (ou?
~( P ) Oleuy) | Olowg) |
0(;0 6qo ot op
; dlouu,) | D(oUgt)
+ 20u,u,+7 r +7r -
a
—WO’IM_
0z
Pu, | Ou, 1 Pu, 2 0u U 62'%)
"”(T o T Ty o Ty v e

Si T'on introduit les coordonnées cylindriques dans I'équation (12)
" en tenant compte des identités

” - 10) cospdo = — ff (————v%i—)sinqada,
(ew)

ﬂ i
JTJ %% sinpds = — Jrfu, cosgda,
)

r

léquation (12) prend la forme

Z[G (Byh) + (B, hH~2D (B.h)+ a(Bh),

. - .
(')tp;¢ singdo = — | fuq, singdo,
r

(15)  F(R,h) =
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Qu
Rh—-jff ) 4 +Rff “e) singdo + Py,
G (R,h) = — [[ ou,(u, co8p — u, sing)do-+
r
—]—ff Qg COS rpdo’~2ffgu,uq, gingdo,
G (R,h) = ffl? 9“’ )smtpw,
A ou
GS(R,h)=_£fR%t@ singdo,
Wuf b E’,"f o,

G (R,h) = _2ij—u,cos¢da—2yff—;— %, sing do,
r

6 (R h)_yff Psingpdo + u ff(—cosw—%«sm(p) do,

singdo,

62
ya(R,h)=#£fR 6::"’

u,
9a(Byh) =p 2
e
D = ;
(R, h) !J 0ty (Uy COSY — U, Sing)do +
+Af_f 0%, {1, c0Sp — u, sing)do, .
Dy(R,h) =Wudf+f o(u, cosp — u, sing)de —

—Wo /[ e(u cosp —u,sing)da,

kb = [ (52

-~ _ﬁ’l auw' :
.

)da_

k désigne la moitié de la hauteur du cylindre &
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On verra quil existe deux suites {R,} et {A,} infiniment croissantes,
b <Rih,<K, telles que
(17) lim F(R,,hy) =

n—-00
Dans ce but nous allons démontrer que

2y 28 2a 2n 20
2

(18) Y <n <2

yﬁ'ﬂ

Des formules (18) résultent les inégalités
(19) y <A<y, y<a<ly, y<B<8y, F<ISH,H F<SESH
En vertu de (4) on a [[fo(u;+uj+ uf)de < oo, done

lim deffgu,.do‘-— ol y<a<4y, F<LhLE,

yro0a
ot de méme pour %, et u,. La maniére de la croissance 4 Pinfini de a et
de h est définie par 1es formules (19). Dans la suite on emploie 'opération
lim en tenant compte de (19). D’apres l’mégahté de Schwarz on & la relation

hmdeffg{u,u |do =0, donchm fGl(R h)dR=0, ol

yr00 @
2 28 2a 2y 3¢

(R,h)dhdl = 0.

(20)

V_’°° yﬁa

En intégrant le terme @; deux f01s, on obtient
28 2a 48 26 2a
]ﬂf I G, (R,h)dRda| <4ﬂ; dR_ifglu,.u,,]da -|—pf ) deaifg]u,uwlda.

11 s’ensuit
28 2a

1
(21) lm —; [ [ G(R,h)dRda =0,
p—+00 B a
d’ol 'on obtient une formule analogue & (20). Pareillement
2a o

1
= h)dh =
(22) wn;a destR )dh =0.
De linégalité
2a 2}

|defG,, (R,h)dh| < const- afffg[u |dR dhdy

on tire, en tenant compte de I'inégalité de Schwarz et de (5),
' 12%
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1 2a 27
lim ——= [ dR [ 6,(R,h)dh =0,
y—s0 (Y C o ¢
1 2a 2
(23) lim — [dR [ Gy(R,h)dh =0.
p—oo A5 & :

Un calcul semblable & celui qui a fourni (21) et (24) donne maintenant

1% 1%
(24) lim - [ Dy(R,h)dh =0, lim = [ Dy(R,h)dh = 0.
4

yoo b f y—>00 ¢

On a
2a

25 hde’l-a cospd |<-1~ [ ar [[oud F }uaR 'fld g
(4). ]&f ’Fjij('r S‘P‘T\a[a -“I"Qr'a' L VV'J[-ZG],

ot une formule analogue pour le deuxiéme terme de g;. En vertu de I'iné-
galité (25) et de (6) on obtient

) 1 2a 1
hm#:deffiu,coszpdcr:O,
Ir

y=oo VI 4

ou, en tenant compte de (19),

1 2a
(26) lim = [ g, (R,k)dR=0.
a

y—o0 & 5

On obtient d'une maniére analogue les égalités

26 2a 2y 28 %

1 o1
lim = [ [ a(B,W)dRda=0, lim = [ [ [gy(R,h)dRdadf =0,
a1 y——»oe.B 8 a y>eo Y y B a
(27) 1 % 1 mu
lim —; [k [ [ gu(B,Wahdc =0, lim - [ [ a(R, Wi =0.
y—oo Q1 & P y—> Py

Pnﬁn, de (20)-(24) et de (26) et (27) on déduit (18). Bn posant
n=y" et en désignant par m(y) le minimum de |F(R,h)| lorsque y<R§87/
et y*<h<{4y*, on obient

21 . 2y 28 2a 2992 20
Tym(y)<“ g [ dRdaap | [ (R, hydhdz|.
¥ a ¥ ¢

Cette inégalité, tenant compte de (18), achéve la démonstration
de (17) et de méme de la formule (7), oll on a posé k=1/4, K=64.

Si le mouvement est permanent par rapport aw systéme XYZ, il ré-
sulte de (7) et (8) que le liquide n’exerce aucune force latérale sur la surface 2.

icm
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i les mouvements exercent une force latérale sur Pobstacle, ce qui a lieu
dans la majorité des phénoménes physiques et techniques, les mouve-
ments du liquide ne peuvent &tre permanents.

Or, le probléme de la force portante est une des questions princi-
pales de V'aérodynamique; & cause de sa difficulté, qui est considérable,
on admet des hypothéses simplifiantes: on suppose que le mouvement de
Pair (ou bien celul d'un liquide non-visqueux et compressible) soit
plan et permanent, on néglige linfluence de la surface-limite (terre)
et 'on prend comme point de départ 'équation de Bernoulli, qui ré-
sulte des équations du mouvement. Malheureusement, on obtient alors
(cf. R. v. Mises, Theorie des Fluges) une énergie cinétique infinie.
IT a été démontré [1] que les équations de Navier - Stokes conduisent,
quand on néglige les forces extérieures, qui sont ingignifiantes pour le
cas de grandes vitesses, & une contradiction entre Thypothése de la
permanence du mouvement du liquide et celle d’une énergie cinétique
finie. Or, cette dernidre hypothése est toujours vérifiée par les mouve-
ments réels; il s’ensuit que le corps mobile engendre des ,,perturba-
tions” qui s'étendent aux domaines croissants de maniére que toute
portion du liquide ambiant en est troublée aprés un temps assez long,
ce qui implique que le mouvement est instable. On aboutit aux con-
clusions analogues en étudiant un liquide incompressible, ce qui résulte
du travail [2] de M. W. Wolibner.

De méme que dans le cas du mouvement plan du liquide, nous
avons obtenu les formules (7) et (8) sans tenir compte de I’équation ca-
ractéristique du liquide. Ces formules résultent des équations du mouve-
ment et de Péquation de continuité seules. Les formules (7) et (8) sont
valables pour une fonction arbitraire p(®,y,2,t) et pour une vaste classe
de mouvements, comme dans le cas du mouvement du liquide hétéro-
géne, incompressible ou compressible, et méme dans le cas ol Péquation
caractéristique du liquide dépend du temps.

Travaux cités
[11 A. Krzywicki, Sur le mouvement plan d&'un liquide visqueux compressible,
ce volume, p. 113:122.
[2] W. Wolibner, Sur le mouvement plan du Tiguide visqueus, incompressible,

entourant une courbe simple fermée, Studia Math. 12 (1951), p. 279-285.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’ACADYMIE POLONAISE DES SCIENCES

Regu par la Rédaction le 2. 3. 1956


GUEST




