Sur un probléme du calecul de probabilité On*
(Le mouvement d’une molécule sur une droite)
par
Jan MYCIELSKI et 8. PASZKOWSKI (Wroctaw)

1.1. Introduction et problémes. Les questions traitées dans ceftte
note proviennent de M. O. Ryll-Nardzewski!). Dlles sont les suivantes.

Une matiére douée d’une masse est repartie sur une droite. La masse
de la matiére contenue dans chaque semidroite est infinie. Une molécule se
meut sur cette droite et elle peut 1° passer par la matiére, 2° &tre réfléchie
par la matiére (changer la direction de sa marche), 3° &tre absorbée par
la matiére (disparaitre). Nous supposons que ces phénoménes du mouve-
ment de la molécule sont indépendants par rapport &4 des segments non
empiétants de la droite et que les probabilités de ces phénoménes dé-
pendent seulement de la direction de la marche de la molécule et de la
masse de la matiére contenue dans le segment. Ainsi ces probabilitiés
ne dépendent pas du temps.

Nous allons adopter pour ce méeanisme le modsle mathématique
suivant :

Une mesure est définie sur la droite qui est une fonection continue
des segments?). Elle est finie sur chague segment et infinie sur chaque
semidroite.

Les probabilités du passage, de la réflexion et de 'abgorption de la
molécule sur un segment de mesure x sont des fonctions en x. Les proba-
bilités. concernant une molécule qui marche de gauche & droite seront
désignées par des minuscules, qui murche de drojte & gariche par dos ma-
juseules. Ainsi p(x) et P(x) désignent les probabilités du passage d'une

* Ce travail fut presenté & la Section de Wroctaw de la Société Polonaise de
Mathématique le 29 avril 1955.

) 11 les a communiqué & une séance de la méme société le 20 janvier 1954.
M. C. Ryll-Nardzewski s’est occupé de cette partie du probléme qui est décrite dans
le § 1.5 de cette note. Il a trouvé les équations (46)-(48) concernant ce cas et certaines
de leurs solutions (les formules (50) et (51)).

*) Nous ne postulons pas l'existence de la densité (elle serait la dérivée de la
mesure).
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molécule par un segment de mesure x, ¢(x) et @ (x) les probabilités de la
réflexion, enfin 7(z) et R(z) les probabilités de I'absorption. Si

(1) Q(m)q(y) <1

alors les fonctions p, g, 7, P, @, R doivent satisfaire aux équations fone-
tionnelles suivantes:

pour chaque >0, ¥>0,

@) p(@) + 4(@) + (@) =1,

B petn=yItl,

@ o+ 9) = 10 T POP ) e
%) o+ ) =ria)+ o) "EELOE),
(®) Plo)+ Q@) + Rl) =1,

@) Pt )= o

®) Qo +9) =0+ PO P T
®) R(w+y)=R(w>+P(m>-W.

En effet, les équations (2) et (6) proviennent de ce que l'un des trois
phénomenes: passage, réflexion, absorption doit arriver.

Démontrons (3)- (5) et (7)-(9). Soient
I ot J deux intervalles contigus de me- r
sure @ et y respectivement. La figure 1 ‘
est une illustration du fait que p(z-+Yy)
— la probabilité du passage de la mo-
léeule par le segment IvJ — est la
gomme des probabilités des phénomeénes
suivants:

la molécule passe par I et passe
par J; )

la molécule passe par I, est réflechie par J, est réflechie par I et
passe par J; etc., etc.

/ J

Fig. 1
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Il en résulte P’égalité suivante:

(10)  p@+y)=p@)p(y) +p@)ey)Q@p(Y)
+p(2)q(y)Q(x) g (y)Q(2)p(y) +...

De la méme maniére les égalités
1) gl +y)=q@) +p@)9@)P@®) + p(r)¢(¥)Q @) g(y) Plx)
+(2)q(5)@(2)q(¥)Q (#)q(y) P (%) + ...,
(12)  rizty)=r@)+p@)ry)+p@)q@)E@)
+2(@)¢(¥)Q (*)7(¥)+p (@) 2(¥)Q (@) g (¥) B (@) + ...

peuvent &tre lues des figures 2 et 3.

N —
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g EQ
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~<>
V|
Fig. 2 Fig. 3

) En vue de (1) les égalités (10)-(12) .donnent (3)-(5). Les deux
directions du mouvement de la molécule étant symétriques, on obtient
(7)-(9) de (3)-(5) en substituant P, Q, R & j), ¢, r et inversement.

Le but de cette note est d’analyser le systéme d’équations (2)-(9)
-en adoptant ’hypothése (1) et Ihypothése

(13)  0<p(a), ¢(@), 7(2), P(o), Q), R(@)<l pour 30,

qui résulte du sens probabilistique de ces fonetions.

Nous démontrerons que ce systéme est compatible et mnous trou-
verons toutes les solutions de ce systéme en fonctions 4,7, P,Q, R
(§§ 1.2 et 1.3). De plus, nous décrirons I'allure des solutio’ns’ {)0137.1' ’les
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arguments croissants infiniment (§ 1.4). Nous allons nous occuper aussi
spécialement du cas p=P, ¢=¢, r=R (§ 1.5).

11 est & remarquer que les égalités (5) et (9) que nous avons déduites
ici du sens physique des fonctions r et R peuvent &tre aussi dérivées
des autres équations par un calcul facile.

1.2. Solutions du systéme (2)-(9). Nous donnerons ici la forme
explicite de toutes les solutions du systéme (2)-(9) satisfaisant aux
conditions (1) et (13). Il sera démontré que toutes ces fonctions sont
dérivables.

Nous introduirons les notations

(14) n=p'(0), K=P(0), i=g(0), A=g(0).
Nous démontrerons que
(18) —x=A20, —Kz=4>0.

Dans la suite les lettres x, K, A, A vont jouer le role des paramétres
arbitraires assujettis aux inégalités (15).
Posons encore

(16) §=(x—K)2, o=(x+K)2, a=Vyo*—24

(d’aprds (16) il vient o*=14).
SOLUTIONS.
(1.1.1) 8i p(0)>0, P(0)>0, 1>0, A>0, >0, alors

— 0T

ae® P ae

p@)= a coshar — o sinhax ’ (@)= 2 coshaz — asinhaz ’
A sinh oz A sinh e
g(2)= . s Q@)= —rT————,
a coshar — o sinh oz a coshaz — osinhax

€% A sinh ax ae~%® A sinhax

roy=1—— LA pgy—1— baw
a cosh az — o sinhax a coshax — o sinh ax

(1.1.2) i p(0)>0, P(0)>0, 1>0, 4>0, a=0, alors

1 _ _ P
;@) =Q@ =~

plo) =P(2) =

’
1— ux

r(z) = R(x)=0.


GUEST


192 J. Myecielski et 8. Paszkowski

(I.2) i p(0)>0, P(0)>0, i>0, A=0, alors

p(r) =% Px)= 0Ka:,
o) = (@), W@ =0,

i Ka
r@)=1-— e"”w—%ﬁ(e"‘“{)”—— 1), R@)=1-—¢"

(1.2") 8 p(0)>0, P(0)>0, A=0, A>0, alors les solutions sont celles
de (1.2) transformdes par symétrie (¢'est-d-dire en substituant P, Q, R, K, A
& p, gy 7y %, A 6t inversement).

(L.3) 8i p(0)>0, P(0)>0, A=A=0, alors

P (@) = €%, P(z) = ¢,

q(z) =0, Q(z)=0,

r@=1—¢ R =1—¢"
(I1.1.1) 8 p(0)>0, P(0)=0, ¢(0)=0, alors

p@) =€, P(z)=0,

(%) =0, Q)=@,

rig)=1—¢°, R@=1-—@,
oi @ est ume constante arbitraire telle que 0<Q<1.

(I1.1.1%)] 8i p(0)=0, P(0)>0, Q(0)=0, alors les solutions sont celles
de (I1.1.1) transformées par symétrie.

(IL.1.2) 8 p(0)>0, P(0)=0, q(0)>0, alors
p(m)z(l"'Q)elzy P(2)=0,
glx)=gq, . Q) =1,
r@)=(1-g)@—e), R(»=0,

ol b et q sont des constantes arbitraires telles que 1<<0 et 0<<g<<l.

(TL.1.2%) 8i p(0)=0, P(0)>>0, Q(0)>0, alors les solutions sont celles
de (11.1.2) tramsformées par symétrie. ‘

(I1.2) 8% p{0)=P(0)=0, alors
p(@) =0, Plo)=0,
q@)=q, Q=)=Q,
r@)=1—¢q, R@=1-0,
ol q el Q sont des constantes arbitraires telles que 0<{g<<1, 0KQ<L, ¢Q<<1.

i
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Seules les solutions (I.1.1)-(I.3) ont un sens physique clair, car les
égalités p(0)=P(0)=1 doivent é&tre remplies, si la molécule passe libre-
ment (sans rvégistance) par les segments de mesure nulle (dans les-
quels aucune matiére n’est contenue).

1.3. Démonstrations. On vérifie sans difficulté que les formules
(1.1.1)-(I1.2) sont des solutions du systéme (2)-(9) et satisfont & (1) et (13);
ainsi il suffira de démontrer qu’elles sont les seules solutions possibles.

Les équations (5) et (9) étant impliquées par les autres, les équations
(2) et (6) peuvent étre traitées comme des définitions des fonctions
et R et le poids de la solution consiste & trouver toutes les fonctions
D, ¢, P, @ satisfaisant au systéme (3), (4), (7), (8), aux inégalités (1),
(13) et aux conditions des cas énumérés. '

" Nous démontrerons la dérivabilité des solutions pour x>>0. D’aprés
(1), (13), (2), (4), (8), (6), (8) et (9) les fonctions p, g, 7, P, ¢, B sont
monotones, done, d’aprés le théoréme de Lebesgue, dérivables sauf un
ensemble de mesure nulle. Pour 2>0 posons z=z+y ol x,y>0 et = esb
un point o toutes les fonctions p, g, 7, P, @, B sont dérivables. Les éga-
lités (3)-(8) et (7)-(9) impliquent donc que toutes ces fonctions sont
dérivables au point z.

T’existence des dérivées & droite p’(0), ¢'(0), #'(0), P'(0), @'(0),
R'(0) sera aussi démontrée dans tous les cas particuliers.

Nous omettrons les démonstrations dans les cas (1.2%), (IT.1.1%)
et (I1.1.2%) qui sont analogues aux cas symétriques (1.2), (IL.1.1) et (I1.1.2).

(I) p(0)>0, P(0)>0. D’aprés (4) il vient
. 4(0)
1—Q(0)q(0)’

done ¢(0)=0; (3) donne que p(0)=1 et (2) que 7(0)=0. De la méme
manidre (8), (7) et (6) impliquent @(0)=0, P(0)=1, R(0)=0.
D’aprés (4) nous avons pour >0 Pégalité suivante:

4(0)=g(0)+p(0)P(0)

g(@+9)— @

an y ‘ 1@

Comme nous Uavons démontré, la dérivée ¢ (v) existe pour x>0,
done il existe aussi LmS(y), ot
Y0

9(y)

oy
1-Q(2)qly)

Studia Mathematica XV ’ 13

S(y)=
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Or,
9(y)

_ S(y)
Yy 14+98(9)@ (@)

et par 13 nous obtenons lexistence de la lim(g(y)/y)=¢'(0)=2 (’est la

Y0
définition de la constante 1).
11 vient d’aprés (17)

(18)

q'(®)=4p (@) P ().
De la méme maniére (8) donne
(19) Q' (@)= Ap(2) P (a),
ot 4=0Q'(0).
D’aprés (3) nous avons pour y>0 V'égalité suivante:
?(y)
1—Q(w)q(y)
_r@lle®)—1)/y+Q@) 1®)y}
1-Q(2)q(y) '

Or p(0)=1, ¢(0)=0 et la fonction ¢ est continue au point 0 (puisqu’elle
est dérivable), donc il en résulte

plety)—p® _ 1 ()
y y?

-1

(20) P’ ()= p (@) [x+1Q (2)],

ot x=p’(0) doit done exister.
De la méme maniére (7) donne

(21) P’ (0)=P(»)[K+Ag(#)],

ou K=P'(0).
) I ﬁent d.e (3) que p{z)>0 pour tout >0. En effet, s'il était p(x)=0
il serait aussi p(#/2")=0 pour n=1,2,... Mais c’est impossible par

TPhypothése p(0)>0, puisque la fonction p est continu i
e a )
est dérivable). ’  an poin 0 (clle

Le membre 'droit de Dégalité (3) étant évidemment symétrique par
Tapport aux variables ® et y et p(v)>0, 'égalité (3) implique
(22) 1-Q@)q(y)=1—¢(=)Q(y).
Les égalités (4) et (22) impliquent de la méme manidre que

2(2) (1 —Q@)q(y) 1+ p (*)P(2) ¢ (4)=¢(y) [1— ¢(@)Q ()14 p (v) P(y) g(2),

icm
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1

¢’est-a-dire
(23) ¢@)[p@)PH) —q@)QH)—1]1=q(y)[p(@)P()—q(*)Q (=) —1].

Or
[P H)—1#)Q () l—o=2" (0)+P'(0),

done, en divisant (23) par ¥ et en prenant y—-0, on obtient
(24) (%+ K)q(@)=A[p ()P (2)— q()@(#)—1].
Les égalités (18) et (24) donmnent

¢ (#)=2g(#)Q (®)+ (x+K)g(#)+ 1.

Nous résoudrons le systéme (18)-(21), (25) moyennant les hypothe-
ses du cas I Notons qu'il n’est pas indispensable d’utiliser 4 ce but toutes
les équations différentielles obtenues, mais cela simplifiera les calculs.

(I.1) >0, A>0. Les formules (18) et (19) impliquent
Ag(@)=1Q(2). '
Tes formules (20) et (21) donnent d’aprés (26)

(28)

(26)

(27) P’(W)=[%+Aqi(w)]10(w), P’ (@)= [ K+ A4q(®)]1P (),
d’ol
pie) P _
p(x) P(x)
et
(28) P(z)=e5"7p ().

Tes égalités (26) et (25) impliquent
(29) ¢ ()= Ag* @)+ (x+ K)g(@)+ 2.

Ta solution de cette équation différentielle avec la condition ¢(0)=0
est la fonction '

(30)

A sinh ax

1) = oshaw— o sinhas ’

ot o= (x+K)[2, a=)F—id, si inégalité >0 est remplie. Nous aé-
montrerons d’abord que a est réel, c’est-h-dire que 02—A42=0.
Puisque, d’aprds (2) et (6),

(31) %+ A+r (0)=K+ A+ R (0)=0
et les fonctions 7(z) et R(x) sont non-décroissantes, donc x4 A<0 et

K-+ A< 0. Ainsi nous obtenons

(32) —%zi>0, —E>zA4>0.

13*
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2> (A4 A), Aol

—4AA=(A—A)*=0,

De plus, 40*=(x+K)
16% — 434 = (A+ AP
ee qui prouve que #>=AA et que si a=0 alors =4,

(I.L1) «>0. La fonction ¢(v) a la forme (30). D’aprés (18) et (28)
on a

(33) ¢ (@)= 26" ().
En posant $=(x—K)/2 il en vient
e s
g (m) oe
(34) p(@)=¢ 7 acoshaw— osinhar

Les formules (34), (30), (2), (28), (26) et (6) donnent toutes les solu-
tions (I.1.1).

(I1.1.2) ¢=0. Il est donc o ?=24 et, comme nous I’avons remarqué
adja, A=2A. Ainsi o=—1=—/ (puisque 0<<0 et 1 ,A4>0), ¢ est -dire

4 K= —(A+A4).
Dlaprés (32) il est done x=K=—21=—4. D'aprés (29)

g (2)=—=[q(®)— 1T,
d’ol :
3 _ &
(35) Ao == ..

12égalité (33) prend la forme ¢ (x)=Ap®(x) et nous avons

(36)

p@)=3—01

et r(x)=0. Les égalités »=K, A=A donnent d’aprés (26) et (2
identités p(x)=P(x), ¢(*)=Q (%), r(®»)=R(x) et les formules (35
donnent les solutions (I.1.2).

(1.2) 4>0, A=0. D’aprés (19) nous avons @(x)=0, donc d’aprés
(20) p'(w)=xp () et d’aprés (21) P’ (#)=KP (2). De la nous obtenons

(387,

8) les
), (36)

pla)=¢% Pla)=¢
I’ égalité (18) implique

(38) ¢ (@)= re*+ R,
Or »<0, K<0 puisque p(0)=P(0)

=1. Mais il est impossible que lon ait
”‘*’K: 01

parce que, si cette égalité était remplie, on aurait d’aprés (38),

icm
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g(@)=Az et la fonction g(x) ne serait pas bornée. Ainsi »+K<0 et
1’égalité (38) donne
i
39 = (etER_ 1),
(39) to)=— T K(e 1)

Des formules (37) et (39) proviennent les solutions (I.2).
(I1.3) A=A=0. Les formules (37) et (38) restent valables. Or, dans

le cas I q(0)=0, donc (38) implique g(#)=0; ainsi nous obtenons les
solutions (L.3).
(I1) P(0)=0. L’équation (7) implique P (x)=0 et (4), (8), (9) impli-

quent que les fonctions g(x), @ (), R(») sont aussi des constantes. Pe-

- song donc d’aprés (6)

g)=gq, @Q=)=0, 1-¢,
oli, d’aprés (1) et (13), 0<g<1, 0<Q<1, ¢@<1.
L’égalité (3) donne

(40) EB@)=

@)
1—q@ -~

0. D’aprés (41) la fonetion

(41) plet+y)=

(IL.1) p(0)>

p(®)
1—4Q
satisfait & l'équation fonctionnelle de Cauchy L(z+y)=L(x)+ L(y)
et est continue, donc L(z)=Ir et p(x)=(1— ¢Q@)é”, ou, suivant (1) et

(13), il doit étre 1<O. .
L’équation (2) donne

'r(w)=1—(1-qQ)6‘”—q=(1-—q)(1—e’”)+ g(@—1)é™.

Ainsi 7(0)=¢(Q—1). D’aprés (13) r(0)>>0 et @<1. Il en vient que ou
bien g= 0 (ca.s (IL.1.1)), ou hien q>0 et Q=1 (cas (IL.1.2)). Dans les deux
cas

(42) r@)=(1—g)(1— ),
(43) p(@)=(1—ge*

Les formules (40), (42) e
(IL.1.1) (dans le cas l=p (0)
Les solutions (IL.1.1%) e

L{z)=1log

t (43) donnent pour g=0 les solutions
%) et pour ¢>0 les solutions (IT.1.2).

t (I1.1.2%) s’obtiennent de la méme maniére.
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(I1.2) p(0)=0, P(0)=0. On trouve d’aprés (3) et (7) que p(x)=0
et P(z)=0. Les relations (40) restent valables et, d’aprés (2),

r(z)=1—¢.

Ainsi les solutions (IL.2) sont obtenues.

1.4. Les valeurs asymptotiques des fonctions. Nous nous occupe-
rons des valeurs des fonctions p, ¢, 7, P, @, B pour z—>co. Nous discu-
terons seulement le cas (I) (p(0)=P(0)=1) qui a un sens physique clair
(voir §1.2).

(I11) 4,4,a>0. Daprés (15) il est »<0 et K<0. Les formules
(L.1.1) pour les fonctions p, g, P, @ (nous omettrons celles de » et & d’aprds
(2) et (6)) peuvent &tre autrement écrites:

2q6ato® 20— @
p (%)= (a_a)ezw+a+‘;7 P(z)= —(a~a)62°m+(;:l;_0’
(44) .
2 202 1 A 2a% __ 1
g =D g D)

(a—a)ez"”‘—}—a-{——d—’ (a—a)ez"’”-}—a—[—?'

Comme a>0, nous en obtenons pour z—>oo les égalités asymptoti-
ques suivantes:

e P()~ _ae P
a—a «—0

p(@)~

A
q(@) ~ s (1— '—-'**2‘1 6—2w), Q(x)~ 4 (1—- _.gg-__ e‘zaa:)'
a o

a—ag

Nous calculons que 4(o®—6%)=(x-- Ry — A (n— KP=4(xK—24)=0
d’aprés (15). Ainsi o«*— 6*>0, donc a—0>0, a--6>0 ou bien o= &
8i a*— 6> 0, alors

A
a—c

linp(o)=lm Pe)=0, limq)=—"—, lmQ(z)=

Si o*=¢°, alors 7(z)=R(x)=0. Pour u=4, nous avons xK=1id
et d’aprés lindgalité (15) il vient que x=—1, K=—A. Alors

—¥

K !

K K
p(@)~ P(z)~ _71‘ K=

(45)

* K— % 2\ K—
q(m)~?(1—? oE= ), Q@) ~1— K% e,
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Pour a=—4, on obtient

e _
~ B e
” 4

p(®)

. Y K B .
q(x)~1— =2 e~ Q(m),\,_lg (1_ x—K e(x—K)z) .
*® E

x X
Ainsi une et seulement une des expressions limp(z), lim P(z) peut
X—00 T—>00
dtre différente de 0 (dans les autres cas lim p(z)=Ilim P(x)=0). Le sens
L—>00 =00

probabilistique de ce fait est assez inattendu: la probabilité du passage
de o moléeule par toute la droiie peut ére positive, mais seulement pour
une seule direction du mouvement de la moléoule.

(1.1.2) 4>0, A>0, a=0. Nous avons alors

Limp (z)=limP(x)=0, lim ¢(s)=Lm@(x)=1, limy (z)=lmE(z)=0.

00

(L.2) >0, A=0. Nous avons alors

lim p (%) =0, lim ' P(x) =0,
A .
z1ﬂff:q(-’v)—— Z T K i{g@(m)ﬂ,
1i r)=1 A - lim R(z) =1
fimy(e) =14 g, I B@=1

15. Le cas p=P, ¢=Q,r=E. Tl est naturel d’admettre que la matié-
re réagit avec la méme résistance pour les deux directions du mouvement
de 1a molécule, ¢’est-a-dire que p(z)=P(z), q(x)=0Q (x), r(@)=RE(z) pour
z>0. Nous tirons alors du systéme (2)-(9) le systéme d’équations
composé de (2) et de

' o) — P@PE)
w PO =T (@)
‘ - _P@)9)
o N =T T e
(48) 7‘(m+y)=r(x)+p(w)-_’@i’M‘

1—q(®)g(y)
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Toutes lours solutions qui satisfont & Dinégalité (13) et & Dinégalité
(49) glz) <1 =0
sont les suivantes: o
A. Daprés (I1.1), guand p(0)>0, 1>0, a =V — >0,
a
a cosh aw-:;_s;hﬂg’

pour chaque

A sinh ax
@ coshax — » sinhax ’

q(@) =

a + A sinhaw
o coshaz — x sinhaw

B. D'aprés (1.1.2), quand p(0)>0, 1>0, x+i=0,

P (®)

r(z)=1

L @

(50) 1—na’

(@)=

C. D'aprés (1.3), quand p(0)>0, =0,

(51) plo)=¢% q(@)=0, r(r)=1—¢"
D. D’aprés (11.2), quand p(0)=0,
p(r)=0, q@)=q, r@=1-—g.

Une solution directe du systéme (2), (46)-(48) peut &tre obtenue
d'une maniére analogue & celle du § 1.3 pour le systéme (2)-(9), mais
notons encore que pour obtenir les fonctions p et ¢ dans les cas A, B, O
(quand p(0)=1) Péquation (47) seule est suffisante (moyennant (13)
ot (49)). Nous en dérivons ’équation différentielle

(52) ¢ (@) = Ap* (@)
D'autre part, d’aprés la symétrie de g(x--y) en x et y on obtient ’égalité
analogue & (24) :

(53) 2%q(x) = A[p* (#) — ¢ (@) — 1].

Les fonctions p et ¢ s’obtiennent des équations (52) et (53). Pour
obtenir r il suffit alors d’utiliser (2) ((48) résulte de (2), (46), (47)).

Note ajoutée pendant la correction. Récemmment nous avons
pris connaissence d’un travail de M. R. M. Redheffer, Novel uses of
functional equations, Journal of rational mechanics and analysis 3(1954),
D. 271-279, qui traite un probléme analogue. On y trouve les équa-
tions (46) et (48) de ('. Ryll- Nardzewski,
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Some remarks on the existence and uniqueness
of solutions of the hyperbolic equation

0%z 0z

dwdy = f(m:yyz)"

0z
by
A, ALEXIEWICZ and W. ORLICZ (Poznan)

In this paper we prove some facts concerning the partial differential
equation of the hyperbolic type :
2,

&% ( 9z 6z)
“a”w“a’?;' =f m’y,z’%;a—y .

First, we prove an existence theorem for the case where the initia
data are prescribed on two intersecting characteristics. The classical proof
carried out by the method of successive approximation (Kamke [4]%),
p.402) uses in an essential way the hypothesis that the function
f(xyy, 2, p, q) satisfies a Lipschitz condition with respect to p,q and to 2.
Schauder ([6], p. 56) has proved the same assuming that the function f
satisfies a Holder condition with respect to z,y,2 and a Lipschitz one
with respect to p and g; the proof is based on the fixed-point theorem
in Banach spaces (Schauder [7]). Recently Hartman and Wintner?)
have shown that, for the existence of a solution, it suffices to suppose
that the function f is continuous, bounded, and satisfies a Lipschitz
condition only with respect to p and g. Perhaps the shortest way of prov-
ing this theorem is the use of the fixed-point theorem of Schauder. We
give here a proof of the theorem of Hartman and Winther, using quite
elementary and standard methods; the application in the proof of a Banach
space via the vector-valued functions is made only for the sake of brevity
and may easily be omitted. The ideas of this proof are basic for the rest

-of the present paper.

Next we give a proof of continuous dependence of the solutions
on the initial data and on the function f. Then we prove a category-

1) Numbers in brackets refer to the hibliography at the end of this paper.
3) [3], see also [2]; both papers were unavailable for the authors.
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