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Uber gemischte Rand- und Anfangswertprobleme
im Grofen fiir gewisse Systeme von Differentialgleichungen
auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten

(Eine Begriindung der Fourierschen Methode)
von

K. MAURIN (Warszawa)

In der letzten Zeit wurde das gemischte Problem fitr hyperbolische
und parabolische Gleichungen auf verschiedene Weise gelost. Fiir hyper:
bolische Gleichungen hat LadyZenskaja [8] in ihrer Monographie ver-
schiedene Methoden angegeben; besonders interessant ist die dort zum
ersten Mal begrindete Methode der Bigenfunktionen, die sogenannte
verallgemeinerte Fouriersche Methode. Leider ist diese Methode nur auf
den Fall eines reinen Punktspektrums des elliptischen Teiles, also auf
beschréinkte ,Raum’-Gebiete anwendbar und der Beweis ist duBerst
schwierig.

Dagegen ist die fast gleichzeitig erschienene Losung des Cauchyschen
Problems von Yosida [18] fiir eine etwas engere Klagse der hyperbolischen
Gleichungen — die Wellengleichungen in Riemannschen Mannigfaltig-
keiten — viel einfacher behandelt worden.

Der Yosidaschen Methode ist diejenige von Browder [2] verwandst,
der das gemischte Problem auf eine elegante Weise fiir eine weite Klasse
von formal selbstadjungierten parabolischen Gleichungssysteme auf diffe-
renzierbaren Mannigfaltigkeiten mit Rand 16st. Die letztgenannten Me-
thoden sind fiir beliebige (auch unbeschrinkte) Gebiete giiltig, sie fuBen
auf dem Operatorenkalkiil von Stone und von Neumann.

Die letztgenannte Methode ist der sogenanmten stochastischen In-
tegrationsmethode verwandt, welche auf der Theorie der einparametri-
gen Halbgruppen von Hille-Yosida begrimdet ist. Dieselbe wurde von
Yosida [17], Milgram und Rosenbloom [10], Spencer [13], Conmer [3]
tir die ,Warmeleitungsgleichung” fiir Differentialformen auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten; von Liance [7] fiir parabolische Systeme mit
starkelliptischer rechter Seite (fiir beschrinkte Gebiete) ausgearbeitet.

thl auf einem anderen Prinzipe beruhen wahrscheinlich die sehr
allgemeinen von Vifik [16] angekiindigten Ergebnigse (auch nur fiir
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beschrinkte Gebiete giiltig), die hier nur der Vollstindigkeit halber er-
wahnt werden sollen.

Die von dem Verfasser verfolgte Methode bildet eine Verschmelzung
und Vereinfachung der Theorie von K. Yosida. Die Idee ist folgend:
Es sei

Pulof = Agu

ein System von Differentialgleichungen, wobei von A4, vorausgesetzt
wird, daB es ein symmetrisches elliptisches System beliebiger Ordnung sei.
Durch eine entsprechende Fortsetzung wird 4, zu einem selbstadjun-
gierten Operator 4;, dessen. Definitionsbereich einer Randbedingung ge-
niigh. Wenn man 92/0t2 als eine starke Ableitung (der abstrakten Funktion)
interpretiert, bekommt man die operatorentheoretische Variante des
Problems (es werden noch die Anfagswerte wu(—,0) =f,0u(—,0)/0t =g
angegeben). Diese Variante 195t man sofort mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen des Operators A;. Man muB jetzt die Differenzierbarkeit
der auf diese Weise erhaltenen verallgemeinerten Losung beweisen und
das war bisher der schwierigste Teil der Theorie; dem Verfasser gelang
es dies auf eine #uBerst einfache Weise zu losen.

‘Wenn man die grundlegende Abhandlung von L. Garding (5] (vgl.
auch diejenige von Browder [2]) iiber die Eigenfunktionenentwicklungen
heranzieht, stellt die hier gegebene Theorie eine Begriindung der verallge-
meinerten Fourierschen Methode dar.

Tm Falle eines beschrinkten Raum-Gebietes (reines Punktspektrums)
erhilt man die Fouriersche Reihenentwicklung (und eine weitgehende
Verallgemeinerung der Ergebnisse von LadyZenskaja), im Falle eines
reinen stetigen Spektrums die Begrindung der Methode der verallge-
meinerten Fourierschen Integrale.

Die hier entwickelte Theorie umfaBt die wichtigsten Gleichungen
der mathematischen Physik: die Wellengleichung, die Wirmeleitungs-
gleichung (und zwar auch im Riemannschen Raume), die Bewegungs-
gleichungen der Elastizitéitstheorie, die Maxwellschen Gleichungen, sowie
die Bewegungsgleichungen der Quantenmechanik (die Schrodingersche
Gleichung)?).

1. Definitionen; Zusammenfassung der Eigenschaften der schwa~
chen Losungen der elliptischen Gleichungssysteme. Um dem Leser
die Lektire der Beweise zu erleichtern, werden in diesem Absehnitt
die Begriffe aus der Theorie des Hilbertschen Raumes zusammengestellt;
es werden auch die wichtigsten Eigenschaften der gchwachen (verallge-

1) Wie L. Maurin (in einer demniichst erscheinenden Abhandlung) gezeigt hat,
ist auch das Diracsohe Gleichungssystem in unserem Schema unterzubringen. Auch
1Bt sich unsere Theorie auf inhomogene Gleichungssysteme ausdehnen.
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meinerten) Losungen der formalselbstadjungierten. elliptischen Glei-
chungssysteme beliebiger Ordnung ohne Beweise angefithrt. Wegen
der Beweise sei auf die einschligige Literatur und eine Abhandlung
des Verfassers verwiesen [9].

$ sei ein abstrakter Hilbertscher Raum mit dem Skalarprodukt
(0, 0) =(0, ) ool 2 (s, )2, Die (abstrakte) Funktion u()C9,te B (aut
der reellen Achse) heiBt stark differenzierbar, wenn eine Funktion v(f)C$
existiert, so daf

w(t-+ At) —u(t)
i

- 0;
40

—o(t)

il
(¢) heiBit dann die starke Ableitung von 4 (t) und wird mit —{{; (t) bezeichnet:

du . det

— (&) = v(t).

= () Z (1)
Wenn « () stark differenzierbar ist, dann folgt aus der Schwarzschen

Ungleichung, daf die skalare Funktion y(t)dg(u(t),w),wsﬁ (im gewohn-

lichen Sinne) differenzierbar ist, und da

du

v =g 0.
Wenn B ein beschriinkter linearer Operator in 9 ist, B(H)CH,

||B]|< oo, dann erhdlt man unmittelbar aus der Definition

dB
(1.2) ——;tﬂ = B%(t).

Jeder selbstadjungierte Operator A,=A; bestimmt eine einpara-

metrige Schar von Projektionsoperatoren {E(1)}:

400
4,= f AdE(R).
Nach J. von Neumann [11] kann man eine Funktion F(4,) des
Operators A4, definieren:

+o0
Fld)= [ F)IB().
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Der Definitionsbereich von F(4,) ist daher

400
(13)  DF(A) ={feD: [ FAFAIBAN = [FAN} < od).

Es gelten dabei die wichtigen Inklusionen?)
(Fy+Fs) (4;) D By (4) +Fa(4y),

(1.4)
(Fy-Fo) (A1) D Fy(A;) Fo(4,).

Man hat das Gleichheitszeichen z. B. dann, wenn F,(A) fast tiberall
in Bezug auf {E(4)] beschréinkt ist. In diesem Falle hat man

(1.5) 3 (A,)|| = ess sup [Fa(2)]

in Bezug auf {E(A)}.
Aug obigem folgt, daB

+

u@® ZFANf= [ F(,)aB0)f
stark differenzierbar ist und daB
dult) [oF or
(1) ol - [W(A?t)] f =_£ 2 anany

gilt, wenn. z. B. |(F(A,t+4t)—F(2,1))/ 4 < G(4) 4t und feD{G(4,)):
‘Wenn wir 4, mit dem Projektionsoperator P‘,dg E(s)—E(—s),
0<s<'co, multiplizieren, so erhalten wir einen beschrinkten Operator:

(1.7 Pody= APy = APy, |[Pody] <5 < oo

Wenn, D(4,)CD(4,) und A.f=A4,f identiseh fitr fe D(4,) gilt, dann
heiBt A, die (selbstadjungierte) Foriseteung von A,. In Zeichen: A CA4,,
oder 4,D4,. .

A, heiBt symmetrisch, wenn A,CA;.

Im folgenden werden wir uns nur mif solchen symmetrischen Ope-
ratoren befassen, die eine selbstadjungierte Fortsetzung A,=A7 erlauben.

1° Bekanntlich existiert eine solche Fortsetzung im Falle eines halb-
beschriinkten Operators: (4,u,u)>a(u,u), a>—o0, jdentisch fiir ue D(Ay).

%) Von F, Fy, F, wird vorausgesetzt, daB sie meBbar, endlich und fast ﬁbe‘ra‘]l
in Bezug auf {E(4)}, d.h. in Bezug auf alle Funktionen (B (A)f,f)=|E (1)f|i* definiert
sind (vgl. [1], S. 347).


GUEST


318 K. Maurin

Nach einem Satz von Friedrichs existiert ein halbbeschrénkter
selbstadjungierter Operator A;=A; D4, derart, daB
(1.8) (4,0,0) > alv,0), A, = [ AdB(2),
identisch fiir ve D(4,) (es ist dieselbe Konstante wie in voriger Unglei-
chung) gilt.

9° Tm Falle eines sogenannten reellen symmetrischen OperaLOrs
A, existiert auch eine selbstadjungierte Fortsetzung 4,04,. Zu dieser
Klasse gehoren die formalselbstadjungierten Differentialoperatoren mit
reellen Koeffizienten.

Hs sei 2 eine differenzierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit, n>1.

05 () sei die Menge der o-mal stetig in @ differenzierbaren komplex-
wertigen Funktionen mit kompakten Trigern in £.

037 (Q) sei die Menge der Vektorfunktionen mit r-Komponenten
auf ©Q, deren jede Komponente e C3(R2): fe(g"(£2), wobei

f(m):(fl(m)y-'wfr(w)):

dann und nur dann, wenn f;eC3(RQ), i=1,...,7.

Es wird in dieser Abhandlung eine Realisation I*"(2) des Hilbert-
schen Raumes benutzt:

I>"(Q) bedeutet die Menge der Vektorfunktionen, deren r komplex
wertige Komponenten quadratisch integrierbar sind:

(u,0) =2 [ (@) i) ds
. . 1=10
(Integration in Bezug auf das Lebesguesche n-MaB), u(—,t)eD(4,)
bedeutet eine (abstrakte) Vektorfunktion der reellen Variablen (des Pa-
rameters) ¢ mit Werten im Definitionsbereich des Operators A,: D(4;).
Ein System von differentiellen Operatoren der Ordnung o (¢>1)
mit komplexen Koeffizienten

r n

u,
(L9) Au=(duplo)= D' ' by ppl@) gt (] =1y0y1)
F=1 oy,...=1 B+ 0%a,
N 645@1
heillt formal selbstadjungiert, wenn
(1.10) Au = Aty
ist; wobei
(A+ u)(w) — i’ Zn: (___1)9 ag(a'm,,..a.;i,i(m)u(m))
’ 0w, .. 0%,

j=1 a,..,ar=1
<8<
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A heifit elliptisch, wenn die Matrix

2 Gay,... s g (z) Sal ey

agyee,ap=1

nicht singuldr fiir xeQ, £5£0 (5:(51,..‘, n)) ist. Von den Koeffizienten
des Operators A wird folgendes vorausgesetzt:

aij(w"{:)di

Bay,... i3 € 03+U( 2) ] Gy, ... 0071, € Oma.x(a+a,Za)( Q).

Solche Koeffizienten werden im folgenden ,hinreichend oft differenzier-
bart genannt [9].

Um die Theorie der symmetrischen Operatoren in Hilbertschen Raume
auf 4 anwenden zu kénnen, beschrinken wir 4 auf beliebig oft differen-
zierbare Vektorenfelder mit kompakten Trigern in Q; diesen Operator
bezeichnen wir als Aq: D(4,)=0"(R), ADAy; 4, ist symmetrisch.

Wenn A, eine selbstadjungierte Fortsetzung von A4, hat — was wir
im folgenden immer annehmen werden — so haben wir die Inklusion
A,CA;=A;. Da aber A; DA}=A4, gilt, hat man fir jede selbstadjun-
gierte Fortsetzung von A4,,4, die wichtige Inklusion A,CA4,C4;, daher
auch

(1.11) AjcAfc(4h®  (¢=1,2,...).

Uber die Elemente des Definitionsgebietes von A; gilt folgendes
Lemma (ein Spezialfall des Satzes itber die schwachen Losungen der
allgemeinen elliptischen Systeme[9]):

Voraussetzung. weD (49"

Behauptung. (a) Fir jedes x° gibt es eine solche Koordinatenum-
gebung V (2°) CR won x° daf

r

(112)  wlo) = N [ (w@)r(y,@)dy+ (4500, ()5 v) dy)

=1 V{x0)
fast dberall (f.4.) in V(x°) gilt, wobei
(1.13) T (— %), Sik("“:m)ELZ(V(wo))y
rmeG(’”(V(m") X V(m“)) (B =1,...,7);

die sy(y,m) sind fir yw<w qo-mal stetig differenzierbar; die Integrale
rechts gehoren jedenfalls su CY(V (a0)), wobei 1<go—n/2.

(b) Es st
(1.14) weCH(Q),

nach einer Korrektur auf einer Nullmenge (dies folgt augenblicklich aus (a)).

1< qo—n[2,
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(¢) Insbesondere haben wir, fiir g>mn[20--1: wenn uweD(AL), dann
we 07" Q).

Wegen des Beweises sei auf die Abhandlung [9] verwiesen.

Bemerkung. Ein ganz analoger Satz gilt auch im Falle eines ge-
wohnlichen Gleichungssystems, da zu seinem Beweise nur die Existenz
¢iner Grundlésung notig ist (was bekanntlich im diesem Falle, d. h.
tiir n—=1 stattfindet). Die gewohnlichen Gleichungen. sind also ein ,Spe-
zialfall der elliptischen® im Sinne von L. Schwartz.

2, Losung der gemischten Probleme fiir das System vom Typus
0% [0 =A4,u. Nach diesen Vorbereitungen kann man zur Formulierung
der gemischten Rand-und Anfangswertprobleme fiir eine wichtige Klasse
der Gleichungssysteme auf der Mannigfaltigkeit @ iibergehen. Die in
diesem Abschnitt behandelte Gleichungsklasse enthiilt als Sonderfille:

1° #=6, c=2. Dieser Spezialfall enthilt als Sonderfall die Maxwell-
schen Wellengleichungen #=3 (nach der Diagonalisation).

9 p=1, o=29. Dieser Fall enthilt wieder als Sonderfall die Klein-
-Gordon’sche Gleichung der Quantenmechanik und die Wellengleichung
im Riemannschen (also auch Euklidischen) Ranme. Er wurde in der
wichtigen Abhandlung von K. Yosida nach einer anderen Methode
behandelt.

Auch fallen in diese Unterklasse die von LadyZenskaja nach einer
anderen Methode behandelten hyperbolischen Gleichungen zweiter Ord-
nung, wobei die von ihr entwickelte Methode nur fiir beschrénkbe Gebiete
und spezielle Randbedingungen giiltig ist.

3° =3, 0=2, n=3. Q ist ein Bereich dey 3-dimensionalen Fulkli-
dischen Raumes. Die Klasse enthilt wiederum als Sonderfall die Schwin-
gungsgleichungen der elastischen Korper.

Gesucht ist eine Losung u(x,t) des Systems

(2.1) Pu(@, )0 = A u(z,t)  (dy=A),

welche die Anfangsbedingungen
(2.2) u(z,0)=f(z), Ou(x,0)/0t=g(x)
und eine homogene Randbedingung erfiillt:

(2.3) u(—,t)CD(4,).

Nach dem Vorbild von Yosida [18] formulieren wir gleich die ope-
ratorentheoretische Variante des Problems (2.1)-(2.3):

icm
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Gegucht ist eine (abstrakte) Funktion w«(—,)CD(4,), die eine Lo-
sung der Gleichung

&u

(2.1) —

(—,t) = dyu(—,1)

ist, und die Anfangswerte

du

(2.2") w—0=f, =

(—0)=g

annimmt.

Die Lésung von (2.17), (2.2") wird im folgenden die verallgemeinerte
Losung von (2.1)-(2.3) genannt. Bs gilt der folgende

HAUPTSATZ. Voraussetzung. 1° A=A" =4, ist ein formalselbst-

adjungiertes elliptisches System der Ordnung o mit hinreichend reguldren
Koeffizienten.

90 — A, ist von unten beschrinkt, . h. es gibt eine solche Konstante
a>—oo, daf (—A.p,0)=a(p;9)-

Behauptung. () Wenn feD(dy), geD(AL®), dann besitzt das
gemischie Problem eine (wie im Abschnitt 5 gezeigt wird — einzige) verall-
gemeinerte Losung w,

(2.4) w(—,1) = [ cos AP aB(2)f+ [ *Psin APt aB(2)g,

wobei

—A = fm}.dE(A)

die Spektraldarstellung von A, ist.

(b) Wenn feD(ATY),geD(AT), m>n/20+1, dann st w(— 1)
(gegeben durch (2.4)) mit einem Vektorfeld w(x,t) in 2xT (T={t:1=>0}) dqui-
valent, wobei u(— ,t)e 0 (Q), (@, —) e C¥(T), d.h. u(w,t) die klassische
Losung des gemischten Problems (2.1)-(2.3) dst.

(¢) Wenn f,geD(AY) fir jedes ¢=1,2,..., dann existiert eine be-
liebig oft differenzierbare Losung des Problems (2.1)-(2.3).

Qenauer gesagt: u(—,t) ist dquivalent mit dem Vektorenfeld u(z,t)e
0*7(QxT). (In diesem Falle werden die Koeffizienten von A, als belie-
big oft differenzierbar vorausgesetzt).

Der Beweis erfordert nur wenige Zeilen.

Studia Mathematica XV, / 2 !


GUEST


322 K. Maurin

Ad (a). Durch zweifache Anwendung von (1.6)3) auf (2.4) bekommt
raan

du F 7 1
= (=)= f Psin P AB () f + f eos 2*1dI(A) g,

&Fu
T
w. z. b. w.

Ad (b). Wenn wir A7+ u(— 1) =(AP u(—,1)Zh(— 1) setzen, dann
haben wir den iiber die Anfangswerte f,g gemachten Voraussetzungen
gem#f — also nach (1.2) und (1.4) — daB u(—,t) CDAr).

Durch die Anwendung der Gleichung (1.12) des Lemmas kommt

(—t)=[1 cos MPAB(A) f+ [ APsinaMdB (2) g = —Ayu(— 1),

T r
2.5) w@) =Y [unry,2d+ Y [hysly,e)dy
= 7 (20) v=1V(z0)
f. it in V(a°). .

Da u(—,t) wnd AP*Hu(—,t) =h(—,) zweimal stark (nach t)
differenzierbar sind, folgt wegen (1.13) und (1.1), daB die rechte Seite von
(2.5) zweimal nach ¢ differenzierbar ist. Thre Differenzierbarkeit nach »
ist in (1.14) enthalten.

Ad (c). Die unendlich-vielmalige Anwendung der SchluBiweise von
(b) erledigt auch diesen Fall. Der Beweis des Hauptsatzes ist also voll-
gtindig erbracht.

3, Die Losung der gemischten Probleme fiir das System vom
Typus Ou/0t=A,u. Die in diesem Abschnitt behandelte Xlasse wurde
vor kurzem von Browder [2] untersucht. Sie umfalt im Falle r=1, ¢=2
die Wirmeleitungsgleichung auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Das Analogon des Hauptsatzes bildet der

SATZ VON BROWDER. Bei den iber den Operator A, in Abschnitt 2
gemachten Voraussetzungen hat das gemischie Problem: ,Gesucht ist eine
Liosung v(®,t) der Gleichung
(3.1) 0v(a,t)[0t=A,v(x,1),
die der Anfangsbedingung

(3.2) llv(—,t)~g]l:0 (t>0, ge I¥(Q))

0
und einer homogenen Randbedingung v(—,1) = D(A,) geniigt eine einzige
verallgemeinerte Losung:

?) Die Anwendbarkeit von (1.6) ist wegen den iber f und g gemachten Voraus-
setzungen gesichert.

©
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o(—t) = [eHtaB(yg, t>o0.

a>—00

(3.3)

v(—,1) ist nach der Korrekiur auf einer Nullmenge gleich

v(w,t)e O°(QXR), wo R={i:1>0}.

Der Beweis ist identisch mit dem des vorigen Abschnittes; die rasche
Abnahme von ¢=* fiir A->co, ¢>>0 erlaubt uns die SchiuBweise von Ab-
schnitt 2 (c) fir ein beliebiges ge I (Q) anzuwenden, w.z. b, w.

4. Die _Li)'sung der gemischten Probleme fiir Systeme vom
Typus (1/Y —1)(0u/0t)= A,u (Bewegungsgleichungen der Quantenme-
chanik). Die in diesem Abschnitt behandelte Klasse enthalt:

1° im Falle r=1, ¢=2 die Schridingersche Gleichung;

2° im Falle r=4, ¢=1 die Diracsche Gleichung des Elektrons4).
In diesem Falle wird keine Halbbeschréinktheit von 4, vorausgesetzt.

Es gilt der

Sarz. Das System

(4.1) (—1)"0u () [0t = Agu(,t),

wobei A,= A ein formalselbstadjungiertes elliptisches Gleichungssystem mit
hinreichend reguldren Koeffizienten ist, besitzt eine Ilassische Liésung, die
die gemischten Rand- und Anfangswertbedingungen

(4.2) w(—,t)CD(4,) mit A, = ADA,,
(4.3) u(—,0) =feI*(Q)
erfiillt.

Beweis. Die operatorentheoretische Variante von (4.1)-(4.3) hat
die (einzige) Losung

+oo
u(—t) = hf= [ &THaB ()

—00

(4.4)

(gebildet durch die Anwendung der Gruppe der unitiren Operatoren
¢V Titdy),

Wenn feD(AT), wird wieder die SchluBweise des Abschnitts 2 zum
Ziele fithren, da die Ungleichung [A™e'=it1|<A™ gilt, w.z. b. W.

4 DaB die hier entwickelte Theorie auf das Diracsche System anwendbar ist,

d.h. daB A eine selbstadjungierte Fortsetzung besitzt, hat L. Maurin gezeigt. Im

Falle der Schrodingerschen Gleichung ist dies evident wegen der Realitit der Koeffi-
zienten der rechten Seite, vgl. Abschnitt 1.

21*
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§5. Die SachgemiiBheit der operatorentheoretischen Varianten
der gemischten Probleme. Die in Abschnitten 2, 3, 4 gestellten Probleme
haben 1° eine einzige Losung, die 2° stetig von. den Anfangswerten ab-
béingt. Sie sind also korrekt gestellt. Es gentigh diesen Satz im Falle der
Gleichung d*u/dff=Ayu zu beweisen, da der ,parabolische” und der
,quantenmechanische” TFall noch einfacher nach demselben Muster
erledigt wird. Wir beweisen also den folgenden

Sarz. (a) Die Losung der Gleichung
@y
ar

die den Anfangsbedingungen u(—,0)=0, (du[dt)(—,0)=0 genilyt, ver-

schwindet identisch.
(b) Wenn ut die Losung des Anfangswertproblemes

Pt i , d
ET = A u, w(—,0) =1, @

ist, dann gilt die Ungleichung
(5.2) llt (— 1) — (—, )l < Ol =+ 19" =47l
wobei € eine von t, f, g unabhingige positive Konstante 8%,
Beweis. Ad (a). Es sei P2 B(s)—E(—s)®) (0< s <oo), wobel {B(2)

die Spektralschar von A4, ist. Da Ps4, ein beschrankter linearer Operator
igt, haben wir

u _ @
faE  ar

(8.1) (=) =A17//("1t)7 .

(—,0=¢" (i=1,2)

P =P, Ayt = A, Pyu = A, Py = (P A1) Py,

d. h,, wenn u(—,?) eine Losung des Problems (5.1)-(5.2) ist, dann ist
0,(— ) EP,u(—,t) eine Losung des Problems

dZ
(5.1) 5 = (P,
(5.2) ve(—,00=0, o (_ 0y=0
- (] s V)= Yy —d_t-(—’ )" .

Wegen ||P,4,||<s<oco hat (5.1")-(5.2") nur die triviale Losung
s(—,9)=0 (vgl. [1]).
Da aber 0=0,(—,t)=P,u(—,t) >u(—,t) haben wir w({—,)=0

8—00
firr jedes ¢, w.z b.w.

5) Dieser einfache Eindeutigkeitsbeweis scheint von Hurgin [16] zu stammen.
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Uber gemischte Rand- wnd Anfangswertproblems 325
Ad (b). Nach (a) und Abschnitt 2 hat u®(—,t) die folgende Gestalt:

wt(—yt)=cos (— AT 6) '+ [( — A;)sin (—4,) 14,
d. h.
”“l(“ 7t)"‘uz(- i
=|[|[eos (— A1)t [f! = 14 [(—4y) " sin (— 4,)4] - [¢ —g*]l
<O(IF —FI+lg' =g,
wobei (=max (esssup | cos A**t|,esssup A~ sin 2174]), w. z. b. w.
6. Die Randbedingungen: u(—,f)CD(4,;). Die Inklusion u(—,?)
CD(4;), wobei 4;D4,, umfaft viele homogene Randbedingungen;

dies wurde vor kurzem von Visik gezeigt [15]. Fiir eine wichtige Klasse von
elliptischen. Differenzialoperatoren wurden von ihm alle selbstadjungier-

- ten Fortsetzungen von A,CA; aufgestellt, fiir welche 47" vollstetig ist,

bzw. fitr welche firr die (leichung 4;u=Fh und die drei Fredholmschen
Siitze gelten; er hat auBerdem gezeigh, daB man jeder solchen Fortse-
tzung eine Randbedingung (in sogenannter kanonischer Gestalt) eindeutig
zuordnen kann. Die Halbbeschrinkheit der elliptischen Operatoren in
endlichen Bereichen wurde von Vifik, Girding und Browder bewiesen.

7. Bemerkungen iiber das Cauchysche Problem. Wie wir gezeigt
haben, fithrt die hier entwickelte Methode im Falle von Mannigfaltig-
keiten mit Rand zu der Losung der gemischten Rand- und Anfangswert-
aufgaben. Wenn @ eine offene Mannigfaltigkeit ohne Rand ist, 1ost
unsere Methode bloB das Cauchysche Problem (vgl. [18]). Die Inklusion
u{—,f)CD(4,) dirfte dann als eine Bedingung fiir das Verhalten
4m TUnendlichen” aufgefa8t werden. Es wire interessant diejenigen
gelbstadjungierten Fortsetzungen von A zu finden, die einer Verall-
gemeinerung der ,Ausstrahlungsbedingung” von Sommerfeld entsprechen
wiirden.

8. Eine Begriindung der Fourierschen Methode. In einer grundle-
genden Abhandlung von Garding [4] (vgl. auch #hnliche Ergebnisse
bei Browder [2]) wurde gezeigh, daf jeder selbstadjungierten Fortsetzung
4,04 des Operators 4, eine Entwicklung nach Eigenfunktionen ent-
spricht. Die Spektralschar (B(1)} des Operators A, hat folgende Jklas-
sische” Realisation:

22 N()

(8.1) [B(e)—EO)f @) = [ ) 6"y, ) (FH (2)dx(2),

3y =1
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wobei
(8.2) (FH (1)L i m. IZ@ @, ) f; (@) dw;

2 i=1

die @ (,4) sind die zu dem Eigenwert 1 gehorigen Eigenfunktionen des
Operators A,:

A:z@j(w:l)=z@1(w’}')7 @7(_’l)eou,r(g);

im Falle eines gewohnlichen Operators A ist ihwe Zahl N(2) endlich, im
Falle der elliptischen Operatoren wird N (4) im allgemeinen. unendlich
sein. dv(4) bedeutet ein nichtnegatives MaB auf der reellen Achse B*.
FfeI*(z) und das Infegral in (8.2) konvergiert im quadratischen Mittel
von (). Wenn wir (8.1) und entsprechendes fir [B(A1) —H(2:)19(y)
in die Formeln (2.4), (3.3), (4.4) einsetzen, erhalten wir die Lésung der
gemischten, resp. Cauchyschen Probleme, in der Gestalt von verallge-
meinerten Fourierschen Integrale. Die Liosung der im Abschnitt 2 behan-
delten Probleme hat also folgende Gestalt:

w(@,t) = F* cos t (A2 Rf+F* (2)"% sint (1) Fyg,
wobei
(Fp) () Li m. [ 6F(@,1) - g (0) dor,
I}M7) g
o N(3)
F*uie) E i m, [ H2) 0" (@, 1) dx (h),
Lr@) g k=1

mit 6% (a,4) - (@ “‘2@" (@,2) ps(®).

Das Ma8 7 ist auf dem Spektrum von A4; konzentriert. Im Falle
eines reinen Punktspektrums von A, erhilt man also verallgemeinerte
(orthogonale) Fouriersche Reihen.

Bekanntlich hat man im letztigenannten Talle mit der Vollstetig-
keit von A7! zu tun, was (oft) im Falle eines beschrinkten Gebietes des
Fuklidischen Raumes stattfindet. Vor kurzem wurde der Sonderfall
r=1, ¢=2 hier nach einer ginzlich anderen Methode von LadyZen-
skaja behandelt. Es soll nochmals betont werden, da8 die hier entwickelte
Methode fiir ein beliebiges Spektrum anwendbar ist, also auch im Falle
der physikalisch so wichtigen unendlichen Gebiete.

Wie die ,,Bemerkung” des Abschnitts 1 zeigt, gelten alle Ergebnisse
der Abschnitte 2-8 auch fiir n=1 (den Fall eines gewdhnlichen Systems
A,, 80 z B. fir die schwingende Saite).
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