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ACTA ARITHMETICA
V (1959)

Uber die Darstellung der Zahlen durch einige
quaterniire quadratische Formen

von

G. LoMADSE (Thilissi)

§1. I der vorliegenden Arbeit bezeichnen die Buchstaben M, N,
a,d, g, r natiirliche Zahlen (in § 6 bezeichnet jedoch ¢ beliebige ganze
Zahlen); b, w, v ungerade natiirliche Zahlen; p Primzahlen; », A nicht-
negative ganze Zahlen; H,e¢,g,h,j,k,l,m,n,z,y,a,8,y,5 ganze
Zablen; A, pu,v,0,&,m,0,t, w, W reelle Zahlen; z,,,v,4,B,C,D
komplexe Zahlen, wobei Imz > 0.

Mit K werden positive Zahlen bezeichnet, die an den betreffenden
Stellen definiert sind.

- Diese Buchstaben werden nétigenfalls mit Indizes oder Strichen
versehen.

(b, m) ist der groBte gemeinsame Teiler von h und m.

d|m bedeutet, daB @ in m als Teiler aufgeht; d 4 m, daB d nicht in m
aufgeht; p*fm, daB p*m, aber p*+'m.

3 )
(;) ist das Jacobische Symbol fir (k, ) =1, v >1; ist Null fiir

(h, w) >1; ist Eins fiir ¥ = 1.
Weiter sei

. T
e(z) = exp2niz, @ = e(m),

0 fir =0,
gnw =4 @

m fir w #0.

In der Summe } durchliuft h ein vollstindiges Restsystem
modg, in der Summe hmﬁi’q ein reduziertes System. Leere Summen sind
gleich Null zu seﬁzen,h{g:;% Produkte gleich Eins.
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f(E) ~ @(&) bedeutet, daB z(—!’E)——»l wenn £ gegen die gegebene

?(&)
Grenze strebt.
»(g) ist die Mobinssche Funktion.

Ferner sei
(1.1) s(u) = Dd,
dlw
hj? .
(1.2) S(h, q) = Z el— (die GauBsche Summe),
. q
jmodg
© [hj . .
(1.3) ¢(h, q) = e|l— (die Ramanujansche Summe),
jmodgq
S (h(m—c)| ((m+}g)®
(14) Balelr; o, N) = Z e( - )e( ) e(m+19)4
m;,c(:n_o?leN)
(die Thetafunktion mit Charakteristiken g, k),
(1.5) P (75 ¢, N) = 9gn{0f7; 0, N).
§ 2. 7(n) bezeichne die Anzahl der Darstellungen von # > 0 durch

die Form a(ml—l—mz)—l—a (@2 +423), d. h. die Losungszahl der Gleichung

(2.1) n = a(wi+3)+ a' (254 4%),

bei gegebenen a, a’.

Kloosterman [2] erhielt mittels Modulfunktionen und Jacobischer
Thetafunktionen exakte Formeln fiir 7(n), wenn ¢=1; &' =15,6,17.
Im Fall ¢ =1, o' = 7 fithrt Kloosterman die Rechnungen eingehend
durch; in den fibrigen Féllen werden nur die Endformeln aufgeschrieben,
unter Hinweis darauf, dal die Beweise sehr kompliziert sind. Die entspre-
chende Formel fir ¢ = 1, a' = 5, n gerade war schon von Liouville [5]
rein arithmetisch erhalten worden. Die auf Hardy und Mordell zuriick-
gehende Kloostermansche Methode ist auf allgemeinere Formen anwend-
bar. Sie erfordert aber in jedem Spezialfalle komplizierte Rechnungen,
die mit dem Verhalten der entsprechenden Modulfunktion in ihrem Fun-
damentalbereich verkniipft sind.

Streefkerk [8] erhielt durch Anwendung gewisser ganzen Modul-
formen exakte Formeln fiir die Anzahl der Darstellungen durch Summen
einiger verallgemeinerten Polygonalzahlen.
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Die Kloostermansche Methode 148t sich etwas vereinfachen, wenn
man sie mit der Streefkerkschen kombiniert und Thetafunktionen mit
Charakteristiken, statt der iiblichen Jacobischen Funktionen, anwendet.
Diese kombinierte Methode erfordert auch lange Rechnungen, die aber
rein elementar sind.

Auf diese Weise werden in der vorliegenden Arbeit exakte Formeln
firr(n): a =1,a' =5,6,7,9,10; a = 2, a’ = 5 gegeben. In den Fillen
a=1; a’ =5,6,7 stimmen sie mit den Kloostermanschen iiberein.
Die Formel fir a =1, &' =9, n==1(mod6) war schon von Liouville
[6] rein arithmetisch erhalten und ohne Beweis verdffentlicht worden.

Mit dem in der vorliegenden Arbeit benutzten Verfahren kénnen ana-
log auch andere Gleichungen (2.1) behandelt werden.

Im folgenden soll, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit,

(2.2) (@,a')y =1, & =1(mod2)

angenommen werden.

§ 3. In diesem Paragraphen werden ohne Beweis einige bekannte
Ergebnisse angefiihrt.

Es sei I' die Modulgruppe, d. h. die Gruppe aller linearen Substitu-
tionen

. __att+B
T= yT+ 6 ’
wo ad—fy =1.
Weiter sei I'(N) die Hauptkongruenzgruppe der Stufe N, d. h. die
durch

a=0=1(mod¥N), f=y=0(modN)

bestimmte  Untergruppe von I
DemNITION 1 (vgl z. B. [3], 8. 167). Eine analytische Funktion F(t)
heift eine ganze Modulform der Stufe N und der Dimension —r, falls
sie den folgenden Bedingungen geniigt:
1 sie ist reguldr und eindeutig in der Halbebene Im T >0
2. fur jede Substitution der Gruppe I'(N) gilt

F(aH—ﬁ
yr+44

) — (et O F(n);

3. in der Umgebung vom v = oco gili eine Potenzreihenentwicklung

7 = 00+20,,e(1§);
n=1
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4. in der Umgebung von

e 2 (y #0,(y,8) =1,ad—fy =1)
Y

gilt eine Potenzreihenentwicklung

. RE _attp
(yr48) F(z) = 00+210ne ¥ orrs)
It im letzten Falle (0 = C; = ... = Op_y =0 (m = l),.so wollen
wir sagen, daB F(7) in v = —4&/y eine m-fache Nullstelle besitzt.

Hrrrssarz 1 (vgl. z. B. [1]; I, 8.397 und II,. 8. .‘%63). Die ganze
Modulform der Stufe N und der Dimension —r dst identisch Null, wenn
sie im Fundamentalbereich mehr als

T o -2
Tl IJ (127"
Nullpunkte (mehrfache mehrfach gezdhlt) besitzt.
Hrvrssatz 2. Fir (b, q) = 1 st
S{ah, aq) = a8(h, Q)
Dies folgt unmittelbar aus (1.2).

Hirrssarz 3 (vgl z. B. [9], S.13, Hilfssatz 6). Es sei (b, g) = 1.
Dann ist

(:i)q fir ¢ =1(mod2),

] fir ¢ =2(mod4),
2i"q fir g = 0(mod4).

Hirrssarz 4 ([2], 8. 149, Formel 2.413). Fir H = hg'+h'q,
(hyq) =W, q) = (g,4') =1 ist

S(aH, q9') = 8(ab’, ¢")S(ah, g).

Hiurssarz b (vgl. z. B. [2], S. 146, Formel 2.123). Fir (g, q')=1

ist
o(h, g') = e(h, q)e(h, ¢)-

Hivrssarz 6 (vgl. z. B. [2], 8. 146, Formel 2.124).

e(h, q) = 2 d,u(%).

dj(h,a9)
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Hrvrssatz 7 (vgl z. B. [2], S.146, Formel 2.125). Bs sei ¢ — Pt
(A = 1) und p*h. Dann ist

0 fir < i—1,
e(h, g} =1 —p** Jir o= —1,
P Hp—1)  Jir e >a—1.

Hrrssatz 8 ([8], S.29, Hilfssatz 28). Fir p >1, Imz >0 und
0 <arg(zN—n) <= ist
- > e(nec/N)

- —epe—1 e
Mg IG(MT) = (275) —Ng F(Q)S(Z‘) / (TJ\T———')L)Q :

M=1"

n=—
M=c(modN)

HirrssaTz 9 ([8], S. 29, Hilfssatz 29). Bsseiop >1,0 < &<1,v >0.
Dann ist fiir &1

o0

-e
2 ME*JgM~rﬁN~lF(g)(1ogi) .
M=1 £
M=c(modN)

Hivrssatz 10 ([8], S.44, Hilfssatz 47). Bs sei 0 < £<1, v > 0.

Dann ist fir & -1 -
2 z 1\
~ —|log — .
g ("g s)

F=h{modg) vy

Hrrrssarz 11 (vgl z. B. [9], 8. 126, Hilfssatz 1). Die stetige Funkl
vion f(t) sei im Intervall 0 <t < oo definiert, ihr Real- und Imagindrtes-
dort von beschrinkier Variation. Auferdem sei lim f(t) = 0 und das Integral

>0

[ f®)ydt vorhanden. Dann ist
0

[ titydt+2 Zf]‘(t)coszmmdﬁ = 3f(0)+ jf(m).
0 m=14 m=1

HrrpssaTz 12 (vgl. z. B. [8], §. 31, Hilfssats 31). Das Integral

oo

. _ ~e(~v'w)clw
U(z) C: T;"’) —‘i (w—l—r)clw«j—rl"

konvergiert absolut filr Re(z+¢) >'1. Die Funktion U(z; C; 7,v) besitet
folgende Eigenschafien :

1. fitr v # 0 kann sie in die ganze z-Hbene fortgesetet werden;
2. Uz ¢, 7, 0) ist in der Halbebene Re(e4¢) > 1 regulir;

Acta Arithmetica V.
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3. ist D ein beschrinktes Gebiel der z-Bbene und v = 0, so gilt eine
Ungleichung der Gestalt

1U(z; 8, 7,7)| < Ke™ &V,
wobei E und K von v und z unabhingig sind; falls v = 0, gilt diese Unglei-
chung auch fir Rez >1—Rel;
0 fur » <0,
4. T(0;L,7,v) =

I’“I(C)e(miﬂ) (@my re(m) fur v >0, {50,
=1, =2,...,
U(0;2,7,0) =0 fir Rel >1 und fir {=1.

§ 4. In diesem Paragraphen soll die zu 7(n) gehorige singuléire Reihe
formal konstruiert werden, wobei gezeigt wird, da8 sie absolut konver-

giert.
Sei .
M = 4aa'n.
Aus (2.1) folgt dann
2 4
(4.1) M= 2 a'y?c-l- 2 a’?/%c'
=0mod2a) J=0(mod 2a)

R(M) Dbezeichne die Losungszahl der Gleichung (4.1). Offenbar ist
(4.2) r(n) = R(M).
Aus (1.4), (1.5) und (4.1) folgt
(4.3) B2 (735 0,2a) 93,(7; 0,24") = 1+ i’ R(M)Q™.
M=1
M=0{mod dac’)
Es soll jetzt das Verhalten von #,(7; 0,2a)95(7; 0,24') bei Annihe-

rung von v an die rationale Stelle h/g ((k, ¢) = 1) untersucht werden.
Zu dem Zwecke setze man

(4.4) e(t) = We (2), o< W1

und lasse W gegen 1 riicken.
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Nach (1.4), (1.5), (4.4), (1.2) und Hilfssatz 10 ist

e 2
Du(r; 0,20) = 3T W (ﬁ)

= 4aq
y=0(mod 2a)
¥*h ) 2 Vr 1\~
= Z‘ e(— Wit 2T S(ah, (1 =)
2 » O){log
Vb imad 3a) Motz Vag wh’
analog ist
N 1\
1900(1;0,2a)~7a_7-q—8(a h,q) (log-ﬁ) .

Setzt man also zur Abkiirzung

S(h, q) = 8(ah, 9)8(a’h, g),
so folgt

. , 2 - 1 -2
(4.5) Fh(3 0,20) 853 0,2) ~ T §(h, ) (logﬁ) :

Aus (4.5), (4.4) und Hilfssatz 9 ergibt sich

0

2
(4.6) 9% (7;0,2a) 0% (73 0,20") ~—r & (R _ M) ou
00 (75 Y, (750,207 i )] 2 Me 4aa’qQ .

M=1
M=0(mod4aa’)

Es sei
(£7) O(r) =0(r;a8) =1+ D' o(M)QY,
Mﬂo?nll:émw‘)
wo o(M) wie folgt definiert ist:
2 [=+]
kil
(48) o) = o M D' 4,
T q=1
(4.9) 4, =q"* e(— 4”,[ )52(7», 9.
hmod g a ¢

Nach §4.6)-(4.9) verhalten sich die Funktionen #%(z; 0,2a) (73 0,2a)
und @‘(r) 1d.entiseh bei Annfiherung an rationale Randpunkte.
Die Reihe (4.8) ist die gesuchte singulire Reihe.
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e
Hirrpssarz 13. Die Reihe Y A, konvergiert absoluf.
g=1

Beweis. Hs sel

(hye)=1, ¢= (g,8)n, a= (¢, @)m, ¢= (47‘7',)51{; o =(q, a)a,.

Nach Hilfssatz 2 ist
(4.10) S(ahk, q) = (4, a)S(a b, @) S(a"h; q) = (4, a,')S(a{k, q;)

Aus (4.10), (2.2) und Hilfssatz 3 ergibt sich

“"1 ’ .
(“—F) (q,0)(g, @ )¢ fiir 2+4g,
hh
0, wenn mindestens eine der beiden Bedingungen
411) B, = g =2 (mod4), ¢, =2(mod4) erfillt ist,

_1 ’ ’ o ’
2(——) (¢, @)(q, @) ¢ e(1haq) fir 24 q3, =0 (mod 4),

A

4(q,a)(q, a) ¢ e(3hay+3hay) fir @ = gy =0 (mod4).

Nach (4.9) und (4.11) ist

c(—ﬂi, q)\ fir  2+4¢,

—2
|4, < Eq Taw

A, =0, wenn mindestens eine der beiden Bedingungen

¢, =2 (mod4), ¢ =2(mod4) erfilllt ist,

M—ad a, . ,
al < 50 o Ml—q,q)]. fir  24a, 6 =0 (mod4),
1 ’ ! ’ o ’
4, < Eq c(W(M—alaaq—alaaq),q)l fiir ¢, = ¢; == 0(mod 4),

wo K nicht von ¢ abhingt. Nach Hilfssatz 6 ist also

|4, < Kq™ Y'd,

am

woraus die Behauptung folgt.

§ 5. In diesem Paragraphen sollen gewisse Eigenschaften der Theta-

funktionen mit Charakteristiken hergeleitet werden.
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Bekanntlich ist (vgl. z. B. [4], S.318-319, Formeln (1.2)-(1.5))

(5.1) 15\gr,h-(-2k(zl‘5§ ¢, N) = al2lT; 6, N),
(5.2) 19114-27c,h(z]"7; ¢y N) = 9y (2|75 6+k, N),
(5.3) Ian(2]7; 0+ Nk, N) = (=1)*9ga (275 ¢, W),

1
(5.4) ﬁah(z+ ﬁ(l—l-m-r)lrg ¢, _N)

1 1,
= e(ﬁ(c—{— %9)1)3(— ﬁ*m“f) e(—3m2)dyymupi(2lt; 0, N).

HivrssAtz 14. Die Identitdt
'ﬁgh(T; 2} N)= 9
gilt dann und nur dann, wenn
g =DN—2¢(mod2¥), &k =1(mod2).

Beweis. Setzt man in (5.4): I =2,m =0, so ergibt sich we-
gen (5.1)

= 1
(5.5) Sgn (z-{-— .5;

. 1 1
75 c,l\) =e f(ch 59))%(211; 6, N);

fir 7 = 0, m = 2N folgt aus (5.2) und (5.3)
(5.6)  Op(z+rlr; 0, N) = e(—§N7)e(—N2)(—1)*Bp(2l7; ¢, N).

Differenziert man (5.5) und (5.6) logarithmisch nach 2z, so bekommt
man ’

’ 1
ﬁah(z-f-— T; 0, N)
¥ Bon(2]7; ¢, V)

(5.7) 1 =

ﬁgh(2+ w170 N) Ban(2]7; ¢, )
und
(5.8) Ipletalsio M) o0 plelzie, N)

P+ tlz; 0, N) Bonelv; 0, N)

Bs sei L ein Parallelogramm mit den Ecken

1 1
Z, C“f‘ﬁ, C+F+T’ -+,
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Dann ist die Anzahl der Nullpunkte von dy(2|z; ¢, N) im Innern von L

gleich

1 [ Inledrio, N)
2mi B (2|7; ¢, N)

B cf/N{ﬂ;h(z]r;a,N)_ ﬁ;h(z—l—rir;o,N}dz_
2ni F F(elr; 6, N)  Ip(e+7lr50, N)
o, (z—l— 1 750 N)
1 f’ tplemie, N)  PVTFEOT) |
I A - 1 - ’
2me : Fgn(2|T; ¢y N) 79gh(z+F 50, N)

nach (5.7) und (5.8).
Aus (1.5) und (1.4) folgb

Ox-soa(s; 6, N) = 3 (—1)6(3(2k-+1)N7) = 0.

k=—o00

Setzt man also in (5.4): 2 =0, 1 =1—h, m = N—2¢—g, 8o ergibt sich

1
0gn(§-ﬁ(1—h+(N“2c_g)7)|T; 0y N)

1 1 1 ’
= e(ﬁ(c—kgg)(l —h)) e( —E(N—ch 9 'r) Doy 20— ura-n)T; 6, N) =0,
Daher ist, nach dem Obigen,

1 1
=_——(1—h)+—(N—2¢—
7 =sxL=h+ sy F—20—9)7
die einzige Nullstelle von &(2|r; ¢, N) im Innern von L. Hieraus folgt
nach (5.1)-(5.3) und (5.5), (5.6) die Behauptung.

.. Hruessamz 15 ([7], S. 84, Hilfssatz 7). Bei geradem g gilt fiir jede
Substitution der Gruppe I'(2N)

ar-+
oolirrs o]
Vyr+ 8

Vol S(3BN sgnd, 18])dpu(v; 0, N).

272
Y ayd”k {Y/2sm(sgnd—1)
8N
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HrurssaTz 16 ([7], S.86, Hilfssatz 8). Hs seien g und N gerade,
ad—py = 1. Dann gilt in der Umgebung von

T=—— (y#0,(y, 0 =1)
die Entwicklung
2]3&(%-%) fir gerade  vh,
Vyit 89g(e; o, N) = {7 o
e(% . ::_l_ IZ)ZB{Le (5% . ‘Z_i’;) fibr ungerade yh.

n=0

HivrssaTz 17. Die Funktion 95 (t; 0,2a)95(t; 0,2a’) ist eine ganze
Modulform der Stufe 4aa’ und der Dimension —2.

Beweis. Nach (1.5) und (4.3) erfiillt die Funktion #3,(z; 0,2a)9%(z;
0,24") die Bedingungen 1 und 3 von Definition 1.

Man beachte, dafl jede Substitution der Gruppe I'(4aa’) auch eine
Substitution der Gruppen I'(4a) und I'(4a’) ist. Daher gilt nach den Hilfs-
sétzen 15 und 3 fir jede Substitution der Gruppe I'(4aa’)

(707708 (T 020) 8 (S 020) = (50,200 (s 0.20).
yT+6 yt+ 6
Die Bedingung 2 von Definition 1 ist also erfiills.
Nach Hilfssatz 16 gilt in der Umgebung von

T= ——

(v #0,(y;0) =1,a0—fy =1)

die Entwicklung
(yr+ 8)20% (v; 0,2a) 92 (7; 0,2a") = E’D e(L-aT+ﬂ
Y 00\T) Yy w0\ Uy »“\ dag’ yz‘—{—a-

n=0

Die Bedingung 4 von Definition 1 ist also auch erfiillt.

§ 6. In diesem Paragraphen wird mittels der Streefkerkschen Me-
thode gezeigt, daB die durch (4.7)-(4.9) definierte Funktion 6(7) eine
ganze Modulform ist.

Wir fithren die folgende Hilfsfunktion ein:

i _ 2
o =1—— 3 (——«——S( Hsgnq"q'):qwﬂrﬁ

(6.1)
8aa’ q(gv+H)

g H=—c0

(H,9)=1
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wo der Strich bedeutet, dall die Glieder mit ¢ = 0 auszuschlieflen sind.

Nach Hilfssatz 3 ist ©(v,2) bei festem 7 fir Rez > 0 regulir.
HrvrssaTz 18. Bs sed

oo

T —2 T -2
. ) = — ) [—— —— 1| dt
62 Tome = [ o i (2 +) g | o
mh ] .
(6.3) TF(m,?) _1+ 2-1(4“) (— T, )sz(h,zl),
g 4 me 22
) IS .
(64)  Gm,2) Zq mzd( m,q) (@, 9)

@
Dann ist fiir Rez >0
(6.5) O(1,2) =1—-27"(aa)** ¥ T(m,2)F(m, 2)G(m,2).

M=-00
m=0(moddaa’)

Beweis. Fir Rez > 0 folgt aus (6.1)

daa’ 2 Z( qr+H))|q THET.

g=1 H=-o0
(H,9)=1

O(r,2) =1—

Setzt man H = I+ 4aa'gm, so ergibt sich

(6.6) @(r,z)=1—<4aa')—3-22q—4*“ Z §(—1, ) x
. q=

imod4aa’qg
(t,9)=1
o0
T l -2 g 1 —2
X § — -+ 5 —I-m) ~ -+ — +m
= daa 4aa’ q daa daa’q

Nach Hilfssatz 11 und (6.2) ist, falls ¢ = w-l/daa’q gesetzt wird,

-z

> -2
2 ( daa’ 4aa q —l—m)

4
_4cm'q ~+m

m=—o0 daa’
- o £ (4aa 4aa q +w) daa’ +4aa'q +w| e(—mw)dw
- ml
6.7 _
( ) m=2_we(4aa/q)1—'(m’z).
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Wegen Rez > 0 folgt aus (6.6) und (6.7)

(6.8) O(r,2) =
— (4aa’)** E T (m, z g+ Y e o §(—1 q)-
L daa’q !
Me=—00 q Zmod;cw/q

ta)=

Fiir 1 = k4jg ergibt sich daraus

q 4a0’'—1 .
ml \ ~ mk \ = mj
6(4 ')Sz(“l’”= ZG(W)SZ‘ b ) @(m)
Imod4aa’y g k=1 q =0
=1 (k@) =1
q k ~
FPPI NPT Sk, q) fir 4aa’im,
(6.9) = daa’q
' kmodg
0 fir 4aa’~m.

Aus (6.8) und (6.9) folgt also

== o
P as OV mk \
9(7,2) = 1—(4aa’)*~" E T (m, z2) E qg* E e(—ém, )Sz(k, q).
M=—00 g=1 kmodg q

m=0(mod 4aa’)

Setzt man hier ¢ = 2'¢’ (¢’ ungerade, 1 >0) k =a-2"+h¢' (A > 1),
beriicksichtigt Hilfssatz 4 und schreibt g statt ¢’, so ergibt sich die Behaup-
tung.

Hivrssatz 19. Die durch (6.3) definierte Funktion F(m,z) ist eine
ganze Funktion von z. In der Halbebene Rez > —1 gilt
[F(m,2)| < Klm[*, ¢>0,

wo K nicht von m und 2 abhingt.

Beweis. Esseia = 2"b (y > 0, b ungerade). Aus (6.3) und Hilfssatz 3
folgt

(6.10) F(m,z2) =
1+ E ariess 3TV ( zmwba)SZ(szh,z*)SZ(a'h,z*).
hmodg?

Fiihrt man jetzt einen neuen Summationsbuchstaben % durch
h =ba'k (mod 2" ein, so ergibt sich nach den Hilfssitzen 2 und 3
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(6.11) F(m,?)

. mk 1
=1+ 2 w9 3T ( 2“7'2)2“82(1;@-70,2*)4-

kmod 2*
- 4 mk
+ D' ariea e ( zHHZ)Zz”SZ(bZa’IG 247) 8% (ba? &, 24
A=y+2 kmod 2*
?
27 —m
014 2
=1+ )2 ‘“%( 2HZ«—,2)+
A=2
+ 2 gra-iata _qy0rarzg( o
or+2? '
A=y+42

Es sei 2%m (x> y+2), d. h. 2= 2:'12 ann
(m . .
G(—z—m,z =0 fiir %—"'}/’*2<l—1.

Aus (6.11) folgt also, daB F(m, 2) eine endliche Summe von in jedem
endlichen Gebiet reguliven Funktionen ist.

Ferner ist
b By —1
|F(m, ?)| < 1+2 I21—1(1+z)| .2;1_‘_ Z 127+z.—z(2+z)1_21
i= A=pre
K—p—1
<14 27+2—2(Rez+1)

' folglich fiir Rez > —1
[F(m,8)| <1-4x-2""* < K|ml®, & >0.

Hivrssaz 20. Die durch {6.4) definierte Funliion G(m,2) ist in der
Halbebene Rez > —3% in 2 regulir und dort

|G (m, 2)] < Km?,

wobei K nicht von m und ¢ abhingt.
Beweis. Aus (6.4) und (4.11) folgt

G(m,2) = ZA

(q,z) -=1
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wo
6.12 4 ( 1) a)( -”(m )
= a
(6.12) o(2) {llq; (g, a)(q,a’)q daa’ 14}
q ’ q
= q 7
PR ma T e
Nach Hilfssatz 6 ist )
IAQ( ) < aalq——z —Rez y d< warq—2~Rezm2
di(m/fiaa’,q) 4

und daher fiir Rez > —3%
[4,(2)] < aa’m’q .

Hieraus ergibt sich, daf die Reihe

ij Ay(2)

(a. )=1

in der Halbebene Rez > —% absolut und gleichméBig konvergiert. AufBer-
dem ist fiir Rez > —3%

[G(m, 2)| < aa’m® 2 g R < Em?.
(qgsil
HivrssaTz 21. Die Funktion @(z,2) ist in der Halbebene Rez > —
analytisch fortsetzbar und dort requlir und eindeutig.

Beweis. Bei festem z ist O(z, 2) in der Halbebene Rez > 0 analy-
tisch. Bs sei D ein beliebiges beschrinktes Gebiet in der Halbebene
Rez > —%.

Nach den Hilfssdtzen 19 und 20 ist das Produkt F(m, 2)G(m, 2) in
D regulir und dort

(6.13) |F (m, 2)G(m, 2)] < K|m[***, &>0.
Nach (6.2) und Hilfssatz 12 ist
T
(6.14) T(m,?) = U(z; 2, Taai m)

in D reguldr und dort

(6.15) |T(m, 2)| < Ke~E'™,
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Aus {6.13) und (6.15) folgt, dag in D
|T(my 2) F(m, 2)@(m, 2)| < K |m[**2e” ™ ¢ >0,

Daher konvergiert in D die Reihe
2 T(m, 2)F(m,2)G(m,2)
mzyl)n(;;tﬁaa’)

absolut und gleichmiBig; sie stellt dort eine reguléire Ifunktion von z dar,
Nach (6.5) ist also

1272 (qq')y"2" 2 T(m, 2).F (m, 2)G(m, z)

m=0(mod 4aa’}

die gesuchte analytische Fortsetzung von @(v,2) in die Idalbebene
Rez > — 1.

Hrirrssarz 22. Die durch (4.7)-(4.9) definierte Funktion ©(tv) ist
fir Imt > 0 reguldr und eindeutig.

Beweis. Man wihle in der Halbebene Rez > —4% das Gebiet D so,
daBl es den Punkt z = 0 enthalte. Nach den Hilfssitzen 18-21, 12 und
(6.14) ist
(6.16) lLm@O(v,2) = 1—27*(aa’)"® I (m, 0)F (m, 0)G(m, 0)

20

Ny=-—00
m=0(mod4aa’)

oo

. mr ,
(6.17) = 1+(2a0") " g me (Za—a—,)lf’(m, 0)G (m, 0).
mio(m—odhm')
Aus (6.3), (6.4) und Hilfssatz 13 ergibt sich
oo
(6.18) F(m, 0)G(m,0) = D' 4,.
g=1
Aus (4.7)-(4.9) und (6.17), (6.18) bekommt man
(6.19) O(r) = lmO(z, ).
2300

Die Behauptung folgt jetzt aus (6.19), (6.17) und (6.13).
HirrssAtz 23. Fir jede Substitution der Gruppe I'(daa') ist
@(f_’i‘ﬁ

) = i e,
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Beweis. Ersetzt man in (6.1)

7  durch az—H{
yt+ 0
und schreibt
H = 8qo—vH, =
(6.20) WtyH =g, l qo—vH, = ¢,
g+ SH = H,, —Bgy+aeH, =H,
so ergibt sich
at+f 1 =, [S(—Hsgng, [g)\® y1+6 |
6.21) Ol——,2]=1——— e —
(6.21) ('y‘r—]—é’z) 8aa’ 2 qov+H, qot+H,

Ha=T yr+ 8

In (6.21) man kann jetzt g, und H, als neue Summationsbuchstaben
statt ¢ und H einfithren. Dabei beachte man, daB die Glieder mit ¢ = 0,
H = 41 in der Summe auszuschliefen sind und betrachte die Fille
y %0, y = 0 gesondert.

1) Es sei y # 0. Dann sind in den neuen Summationsbuchstaben die
Glieder mit ¢, =y, H, =6 und ¢y = —y, H, = — 4§ auszuschlieBen.
Die Glieder mit ¢ = —y, H = a und ¢ = y, H = —q erhalten wir jetat
bei g, =0, Hy = +1. Fiir Rez > 0 ist also

(6.22) @(‘”” z):l— ! (yr+a)21yr+a|'(-——_‘g(“sg’;y’EV”)”,

v+ 06 ’ 4aa’

oo
1 1
Yy {(yr+ 8)2lyr+ 47 2 ,
oo o, Hy=—00
(EHp,20)=1

wo zur Abkirzung H = oH,— fg, und ¢ = dq,— yH, gesetzt ist. Ferner
bedeuten die zwei Striche, daB die Glieder mit ¢, =0, H, = 41, mit

(54 —Hsgngq, |g))

2
. T.-*
2(qor L H,) )]%{T“‘ ol ™%

g =y, Hy == 6 und mit ¢, = —y, H, = — § auszuschlieBen sind.
Nach den Hilfssédtzen 2 und 3 ist
(6.23) S*(asgny, |y]) = —4aa’y2.

Jetzt zeigt man, daB

(6.24) @8 (—Hsgny, lq)) = ¢ §*(—Hysgngs, |.)).-
In der Tat folgt aus (6.20)

(@, Dlgo, 4. b. (a, @)l(a, go); (@, go)lg, . h. (a, g)l(a, q);
also

(6.25) (@, q) = (a, ¢o);
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analog hat man
(6.26) (@’ ) = (o', go)-
Andererseits folgt aus (6.20)
g =¢, (mod4aa’), H =H,(mod4aa’).
Folglich ist

9 _ % 4 q = qo 0d4),
o~ wma M @y T, e M
“H _ 8y oas)
(@,q) (&', q0)
und daher
(P © a4
(6-27) (6, 9’5 q) (¢’ q0) (mod4),
(6.28) A vH & YHy nodd),

@ a0 @, 0 (4,40 (@20
Nach (4.11) ist
§*(—Hsgng, |q))

1 ~1
2 fir  24.¢,
¢l 0@ 0 ) (garg) 1 2t |
= 0 tiir 2|lg oder fir 2%g, 2" Ya (»r >1),

: ______a_'g_ —1
2g2(a, (@, )i @T @™ gyl 2 (r > 1),

_(a_+_.ci'_)a'sgnq
d¢*(a, g) (@', g)i & (0

fiir 27g, 2o (r > 1),
und

82 (—H,sgng,, |4.))
’ _l —
0(0, 6@’ ¢0) (JQoI/ @ 40 ) (mz/
0 fir 2|\g, oder fiir 2"||gy, 2" Ya (» > 1),

) fir  24.q,,
oy go)

0 _ & _
2gi(a, )@, g0)i @@ ! fiir 2%gy, 2l (r > 1),

a
| Hosgnao
4qi(a, go)(a', o) “Ewww)

tiir 2"+go, 2°a (r >1).
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Aus diesen Beziehungen und aus (6.25)-(6.28), (6.20) ergibt sich
(6.24). '

Aus (6.22)-(6.24) folgt

) ar-+8 . 5 2 1 ~1&¢_ 2__
(6.29) @(yr+6,z)_1+(7r+ OPlyr+ 0" +—— [y 8 (—dsgny, |y)))
1 . W S(—H,sgng,, lqa[))2 =
_ S Aoty W),y g
Saa V7 O E lqoz%:_m( wlaer iy ) 9T
(Ho,20)=1

wo der Strich bedeutet, daB nur die Glieder mit g, = 0 auszuschlieBen
sind.

Schreibt man ¢, H statt ¢, H, und beachtet, daB

S2(—dsgny, y)) = —4aa’y?,

50 bekommt man nach (6.29) und (6.1) fiir Rez > 0

° ( e , z) = (y7+ 8Plyr+ 610 (7, 2).
yt+ 46

Durch Ubergang zum Grenzwert z — 0 ergibt sich hieraus nach (6.19)
die. Behauptung.

2) Es sei y = 0. Wegen ¢ =3 =1(mod4aes’) ist « = § = 1. Man
hat daher in den neuen Summationsbuchstaben die Glieder mit 9 =0,

Hy, = +1 wegzulassen, was durch D' angedeutet wird. Es ergibt sich fur
Rez >0

_1_ 1N (S(bas—Hosgngy, lao) -
(6.30) O(z+p,2) =1—7 2 ( H )iqor—{—Hﬂ[ .

20,Hy=—c0
(Hy,20)=1

Wegen

(540 0) 804y, JQU) = 8(—Hysgnqy, |q.|)
ist nach (6.30) und (6.1) fiir Rez > 0

O(r+8,2) =0(r,2),

woraus die Behauptung durch Grenzitbergang folgt.

Hirrssatz 24. Die Funktion O (z) erf'ullt die Bedingung 3 wvon De-
finition 1.
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Beweis. Folgt aus (4.7) und Hilfssatz 13.
HILFSSATZ 25. Hs sei ad— Py = 1. Danwn gilt in der Umgebung won

é
’L’="_; (y #0, (y,0) =1)

> n ar+f
(ve+ 00 (1) = gzxne (Z{{J — 6)-
Beweis. Bs sei ’
a ﬂ)
y 0

eine beliebige Matrix der Gruppe I'. Nach Hecke schreibt man

die Entwicklung

L

[}

(yr+ 5)—2@(%) = 0|L.
Aug dieser Definition ergibt sich fiir beliebige Matrizen L, und L, von I
(6.31) O|L, Ly = (O|Ly)|L,.
Fiir eine beliebige Matrix V der Gruppe I'(4aa’) ist nach Hilfssatz 23
(6.32) |V =0.

1

0
pe I'(4aa’), also gehort auch LU*** L' dieser Gruppe an und es ist
nach (6.32)

(6.33) OILT** I = 6.
Setzt man

Bsgei U = ((]; i) Dann ist T4 = ( :;a ) eine Matrix der Grup-

O\L = ¢(7),
8o ist mach (6.31)

OILUMY = (B|L)| U = ¢ U = p(r+4aa'),
andererseits hat man nach (6.31) und (6.33)
O|LU*™ = O|L = ¢(x). -

Die reguléire Funktion ¢(r) hat mithin die Periode 4aa’. Daher ist
sie in eine absolut konvergente Fourierreihe entwickelbar:

(6.34) (yr+ 8) ”@(“ +’3) Zw‘ Ane( m,).

T+ 4 4aa

Uber die Darstellung der Zahlen

Hierbei sind die Koeffizienten A, durch das Integral

(6.35) 4,

79+2aa

T9—2a8’

(yr+6)7%0 ( ar+ﬁ) e (— o

4aa

¥+ 6

,) dr
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gegeben, wo 7, ein beliebiger Punkt der oberen Halbebene ist.
Setzt man v = u;+iu, (42 > 0), so ist nach (6.19), (6.17) und (6.13)

Wegen

ist folglich

(6.36)

BEs sei v, =

18(=)]

o

@<

- 2
<1+K E m‘exp(— ”m’uz).
4aa’

2mm
exp( Ty,

Y ) > K’mf’[ug

1+ K Zm_z/.cf < 1+Ku;s.

m=1

— 8/y+in, (7, > 0). In (6.35) igt dann

T = &+ iny;

folglich

—2aa'— 8}y < & < 2ad'— 8]y,

yi+ 8 = (p€+0)+iyn;  —2aa’y <ypé+6

d. h.

n (6.35) ist also

(y&+ 0)® < 4a2a’2y2.

< 2aa’y,

1 Yo Ui

Y (T S S

. yT+ 6 (PEF N+ T y(4dta 1) fir -y >0,

1 — 7o 7 :
LI
i3] T GEF Ot T —yddd o v <0

d. h

at+ . 1
m( ﬁ):m(g _____)=Im(—~ ! )> 5 :7",, _.

yt+ 6 y  y{yr+9) ¥ (yr+8) ¥ (4a’a” 4-15)
Nach (6.36) ist somit
o at+ 8 _ 0
(6.37) @(yr+r5)‘ K 1+K(n'y? (40° a+ n))°.
Ferner ist
(6.38) lyr4 87 = i,

Acta Arithmetica V.

10
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Aus (6.37) und (6.38) folgt, daB in (6.35) Hilfssatz 4 ist
= " HM
N i If =2 1 =t (dafa’® 4 nd)s AgyAy = (g9")™" 2 S*(H, qq')e(——-—,—,) = Ay
‘(W+ )" 9(7 e 5) S ¢ lo) 5 - daa' qq
folglich Daraus ergibt sich nach Hilfssatz 13 die Behauptung.
8 o)) Hrrssarz 28. Bs sei M = 4aa'n, n =2°m, @ = 2’b. Danw ist
A X, ( ) +Eny (400" o) o ~a
Al < exp (™ +Ig WA L4 =1y fir 0<a<y—2,
d.h. A4, -> 0, wenn 7, — oo und n < 0. 22 =11 fir y—2 <a<y+l,
Man hat somit ) 1+(-1)(”+“’>/2-27-“(2°~V—3) fiir  a=y+1.
yitd e ' ’ Xz—_—F(M10)'
Ersetzt man hier ' Aug (6.11) und (1.3) ergibt sich also
at-+f
8 v durch 8, a, —f, —p, e ? ,
ay 7/5,7')’7 % /37 y1y1+5’ (7'2) x2=1+221—3 2 6(%_2:212{-2)_'_
80 ergibt sich die Behauptung. A=2 hmoaz?
,HILFSSATZ %6. Dz.e If’qﬁqktwn O (7) ist eine ganze Modulform der Stufe L 2 grea-n( _q 0rarn g M o).
4aa’ und der Dimension —2. T
. A=
Beweis. Die Behauptung folgt aus den Iilfssittzon 22, 23, 24, 2B Hier ist Ve
und Definition 1. P
In den folgenden Paragraphen bezeichnen «a, f,y,!, mit Ausnahme gl 2' e( b RM _ g, b M 2 . xb M
von Hilfssatz 31, nichtnegative ganze Zahlen; » natliriiche Zahlen; o', m Rt 4 or+r2 4 ortriE 5 T gt
positive ungerade Zahlen. mod )
. . ‘ (=1)m=" fir )= a2,
§7. In diesem Paragraphen wird mittels der Kloostermanschen (7.3) = )
fir 17#a+2

Methode die durch (4.8)-(4.9) definierte singulire Reihe o(M) summicrt.
Hirrssarz 27. Is sed »

7.4 i
(7.1) to = LtAp+Apt... (74) M 0 fir a<i-1,
y+2—21 __ 1\(b+a)2 A / — s
2 (=)ot c( 2) = 1 (—L)FRTL gl e g = 21,

or+2?
(_1)(b+a’)/2.2—1+v+1 fir a>4-1.

00
A, = A+ ’
¢ 1”_[ ? Die zwei ersten Behauptungen ergeben sich aus (7.2)-(7.4).
Ist a > y+1, so folgt aus (7.2)-(7.4)

und nach Hilfssatz 7

Dann st

Beweis. Fiir (g, ¢') = 1 folgt aus (4.9)

A=p+2
=14 __1)(b+a')/2.2r—n(2a—v_ 3),

. , — ; 1”‘{ 12 =1+ 2 (— 1 (b+a)/2 —/1+'y+1_|_( )(b+a')/z+1 or—a
A dg =gy DT > w(h,qw*(h',q')e( ) .

/]
hmodg Wmodg' la’“ (m

wo H = hq'+h'q ein reduziertes Restsystem modqq’ darehliuft, Nach d. h. die dritte Behauptung.
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Yot o
Hrrpssarz 29. Bs sei (a,a') =1, p > 2, P, pllaa’. Dann ist

(1—pY)(B+1) Jir 1= p+1, p=1(modd),

2o =11+p7" far 1= p+1, p =3 (mod4), 2|8,

>
0 fir 1> p+1, p =3 (mod4), 2% 8,

1—p )+ L+ A+ +
dp i A ph) fur 1B, P 221 (mod4),

=) (14 p)(A— P fir 1< B, pes3(modd), 20l
P 1+ p7Y) Jir 1< f, p =3 (modd), 2h1.

Beweis. Aus (7.1), (4.9), (6.4), (6.12) und Hilfssatz 7 ergibt sich

(7.5) " %» —HZ( p’a)p’ ))( a)(p*, a)p™*H(p—1)~

—1 N O 58 Bl 1y gy Bt
'("Z',arﬂ'xr/(—p?:ui"‘a")‘(?ﬁ; a,))(P , @) (p™*, @) p™

Wegen (a, ¢') =1 folgt aus (7.5) fir 1= p-1

8
—1\* o (..1)0-1—1 "
=1 —) (1= —_— »
X» + g;( " ) ( p7) P Py

woraus sich fiir 1 > p+1 die Behauptung ergibt.
Fiir 1< B folgt aus (7.5) '

Bs ist somit: fir p =1 (mod4)

1o =1+ A =p )@+ p A = p T (L p 7 PR I Bl

- ““i

= (L= ™)+ L—=p (AT s
fiir p =3 (mod4), 2[l
to = 1+ (=) (24 p~ . 4" =t
= (L= )+ p 7 p 7 P = (L T (s
fiir p =3 (mod4), 21

D T L R e R

icm
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Hivrssatz 30. Bs set M = daa'n, n = 2°m = 2°vu, a = 27D,

o= IL# w= TL#
pin,plba’ Din,p42b’
2>2
Dann st
9e+s .
(7.6) o) = —votwn [ [ [ [ a—p~"

piba’ plba’
wobet die Werte von x, und y, in den Hilfssditzen 28 und 29 angegeben wer-
den.
Beweis. Ist p°|ln, p+2ba’, so folgh aus (7.5)

8
(7.7) t=1+ D pHp—1)—p~P = (1—p7) D
i1 dipf?
Fiir p+2ba’n ist daher
(7.8) I =1—p""

Aus Hilfssatz 27, (7.7) und (7.8) ergibt sich

SZAq:xznxp [ %

q=1 Db p20ba’
=so [[w [[—p [[a—p>7 Y™
pipa’  p>2 plba’ diw
(79) =8 [ [ [[ (077 Y
plba’ viba’ dluw

Aus (4.8), (7.9) und (1.1) folgt die Behauptung.

§ 8. In diesem Paragraphen wird die Darstellung der Zahlen durch

die Form
@3+ 3+ Baf -+ Baj

untersiicht.

HirrssaTz 31. Die Funktion
(8.1)  w(r;1,8) = % (r; 0,2) 95 (v; 0,10)— O (v; 5) —

— A% (75 0,10) 9 (75 0,10)

ist bei konstantem A eine ganze Modulform der Stufe 20 und der Dimen-
ston —2.

Beweis. Nach den Hilfsséitzen 17 und 26 sind die Funktionen
92, (v; 0,2) 9% (75 0,10) und O(v;5) ganze Modulformen der Stufe 20
und der Dimension —2.
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Wegen (1.5) erfiillt die Funktion & (7; 0,10) 9% (v; 0,10) die Bedin-
gungen 1 und 3 von Definition. 1.
Nach den Hilfssatzen 15 und 3 gilt fiir jede Substitution der Gruppe
I(20)
-2 avtp O wrtp 0,10] = 93 (v; 0,10) 9% (v; 0,10)
(y7+6) 29 _l—_”gﬁ()lo ')";:1””6’ = U \Ty tht 61175 \y .
Die Bedingung 2 von Definition 1 ist also erfillt.
Nach Hilfssatz 16 gilt in der Umgebung von.
(v #0, (y,8) =1, ad—Py == 1)

T = ——

die Entwicklung

» awl»—ﬁ)

(yo 0 83 (v5 0,10) (w3 0,10) = ZO (20 yi+8

Die Bedingung 4 von Definition 1 ist mithin ebenfalls erfillt.
Die Funktion 9% (v;0,10)9% (z; 0,10) ist daher eine ganze Modul-
form der Stufe 20 und der Dimension —2.

SaTz 1.
B (73 0,2) 85 (75 0,10) = O(7;

(8.2) 5) -+ 3051 (75 0,10)9% (5 0,10).

Beweis. Nach den Hilfssétzen 31 und 1 ist die Funkbion y(v; 1,5)
identisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich mebr als

[1a—»

p|20

520° ~%) = 480
Nullstellen, hat. Dazu reicht es hin, daB = = doo ein mohr als 480-fachor
Nullpunkt sei. Es soll gezeigt werden, daB bei geeigneter 'Wahl von. 4 in
der Entwicklung von y(7;1,5) nach Potenzen von ¢ die Glieder mit ¢,
M < 480 verschwinden.

Setzt man in den Hilfssitzen 28, 29 und 30

a=1, & =5 =0 b=1, wv=b L=l

d.h. -

M =20n, n=2%m =2°u, u-= _’[ P,

pin
P10

so ergibt sich

2ﬂ
(83) o) = 5 5 () 1.

icm
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Hierbei ist
1 fiir a=20
(8.4) P ’
3-27%  fir o >0,
und
¢ fir B =0,

H=1,
? L{1+<

also in beiden Fallen

57l 57 = 2(1-3-577Y)  fir B > 0,

(8.5) g5 = 2(1—3-57F1),
Aus (8.3)-(8.5) folgt
2
3 (8% —38)o(u) fir a=0
8.6 My =13 ’
(8:6) o(H) [2(5ﬁ+1—3)a(u) fir o> 0.

Setzt man @ = ¢(z/20), so ergibt sich aus (1.4)

~( 3 e ( 3 ey

k=—00 k=—00

(8.7) 92 (z; 0,2)0% (v; 0,10)

p— 1 _'_ 4:Q20 + 4Q40+ 4Q80 +12Q100 __I__lGQlZO +
+16Q140+ 4@160 _‘_ ZOQIEU + 44@200 +16Q220+
+16Q240+24QZGO+ 32Q230+ 64@300+4Q320+
4 8Q340 1 52?360 ".1_16(2380 + 44Q400 - 320120 |-
+ 48Q440 |- 480460160480, . .,
( l)kQ(1ola+1)2 2 —1YeQUok+3)2)?
» P (—urgee)

(=00 fi=— 00

(8.8) 45 (7; 0,10) 95 (7; 0,10) =

(8.9) = (20— Q80 (100} (1404 ()180} D260 |
- 2300 (340 4()360__ 4()420 | G460 |-
+ Q5004

Berechnet man die Werte von o(M) mittels der Formeln (8.6) und
setzt sie in (4.7) ein, so bekommt man

O(r;8) = 1+ 2 QoL 4o+ 1?"’ Qoo+ 4QB“+%{Q1°°+16Q12°+ ‘";:.Qmo 4
+ 4oL 1801 440004 1602201160200} 5 Q200
+ 3202804 2 gaoo_f 420 4 2 4Qsa0L 5oQIs0 L F Qo4
+ 44Qa004 B2 gazot 480400 | 320480 16Qs80 .,

(8.10)
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Man wihle jetzt die Konstante 4 so, daB der Koeffizient von
in der Entwicklung der Punktion w(v; 1,0) verschwindet. Nach (8.1),
(8.7)-(8.10) kommt dies darauf hinaus, daf

4—Ad— 5 =0,

Nimmt man folglich 4 = %, 50 ldBt sich ohne Schwierighkeit nach-
pritfen, daB nach (8.1) und (8.7)-(8.10) alle Kocffizienten von QM M 480,
gleich Null sind.

SATz l1a. Bs sei n = 28w, (u, 10) =1, M = 20n. Dawn ist
(5 —3) o (u)F (M) far
2(5F—3) o (u)

o == 0,

(8.11) rn) =

fir o> 0,
wo v(M) den Koeffizienten wvon O™ in der Bntwicklung der Iunktion
92, (7; 0,10) 9% (v; 0,10) nach Potenzen von  bezeichnet.

Bemerkung. In den von Kloosterman gegebenen Formeln fiiy r(n)
tritt statt (M) der Koeffizient 7, von ¢" in -;ﬂf(;h)'ﬁf(%h) auf, woboi
q = Q* und 9, (2|r) eine Jacobische Thetatunktion ist.

Beweis. Aus (8.2), (4.2), (4.3), (4.7) ergibt sich

(8.12) r(n) = o(M)+wv(M).
Aus (8.8) folgh
oo o0
Ph(73 010) (73 0,10) = @ 3 (—1f @) 3] (—ayiqrieniaf
o= —o00 e 00

95 (75 0,10) 9% (7; 0,10) ist also eine ungerade Funktion von (2. Daher
enthilt ihre Entwicklung nach Potenzen von @ keine geraden Potenzen
von @2, d. h. es ist

(8.13) »(M) =0 fir gerade n.
Aus (8.12), (8.6) und (8.13) ergibt sich diec Bebauptung.

§9. In diesem Paragraphen wird die Daystellung der Zahlen durch
die Form

@ - 603 -+ G
untersucht.
Hiressarz 32. Die Funktion

y(v; 1,6) = 9 (; 0,2) 0% (v; 0,12) —6 (75 6) —
— Ay (75 0,12) 84 (x5 0,12) dyy (73 0,12)

(9.1)
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ist bet konstantem A eine ganze Modulform der Stufe 24 und der Dimension
—2.

Der Beweis verlduft ahnlich, wie bei Hilfssatz 31.

Sarz 2.

(9.2) 95 (7; 0,2) (75 0,12)

= 0(7; 6)+28(7; 0:12)“931(75 0,12) Py (75 0,12).

Beweis. Nach den Hilfssdtzen 32 und 1 ist die Funktion y(v; 1,6)
identisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich mehr als

z24 [[(1—p) = 768
D24
Nullstellen hat. Dazu reicht es hin, da 7 = d¢oo ein mehr als 768-fa-
cher Nullpunkt sei. Es soll gezeigt werden, daB bei geeigneter Wahl
von 4 in der Entwicklung von ¢(z; 1,6) nach Potenzen von @ die Glieder
mit QM, M < 768 verschwinden.
Setzt man in den Hilfsséitzen 28, 29 und 30

a=6, a =1 y=1 b=3 ov=38, 1=1,
d. h.
M=24in, n=2m =2%%u, wu =npﬂ,
Dln
F AN

so ergibt sich

(9.3) o( M) = 2°718F g (u) ya xs-
Hierbei ist
- e ll ‘ fir a=0,1,
27etl(2e_3)  fir a>1
und
T fir  p =0,
= '4-3“"1 fir  § >0,
algo in beiden Fallen
(9.5) g = 4371
Aus (9.3)-(9.5) folgt
2+ g (u4) fir o« = 0,1,

(9.6) e(M) =\

4(2°—3)o(u) - fir
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Setzt man = e(7,24), so ergibt sich aus (1.4)

- .

T a2 T 1A 2

00)  Falm 020z 012) = ( ¢ Y ¢
(RN ]

k=—o00
= 1-- 421 |- 4Q 18- 490 |- B30 |- 4111 i(i(l)“‘" -

- BOQLIZ |- 4€) 28 - 24210 |- BA(I201 | f()288 |

b Q4G - BRI 1GI0 | LI LIS |
- 4182 - A B0 |- DAYIRO | TGP0 LB)P. |

,1_ 32(1')552| .2()(3570 f (;()QU(]U, I . 5(;({)(‘2’1 | 32(‘)072 i
- T2Q096 -1 24 Q720 |- BOQ TS| L1608 L,

(9.8) Oy (73 0,12) 93, (v; 0,12) 8 (75 0,12)
— Z.o‘ IaQI/WcZ ( )’ InQ(urc +2)F ) \1 (- )Ir()(l"/fl ayd

k=—c0 c~—oo
= M — Q12— 2Q120 L (116 4204 — "Q“'LF— 2(234!0”_ 20108 . (Y400 ...
— QIS (000 __ (618 _| G090 |- 8T | OO

Berechnet man die Werte von. (M) mittels der Formelw (9.6) und
setzb sie in (4.7) ein, so bekommt man

(9.9)  O(7; 6) = L+ 2024 4018 -+ Q7 |- AQIOJ- 120120 AQ 14| [G)10¥ |-
- 20Q192 - 926 |- QA0 |- ZA (| A(28. | BRYI2.|
._l_ 32@353 +12Q360 _I__ 52(,}334 _l.. 3(;( 408 yl,_ 1] (;)4432 - I 1[“(.?/“50 ‘
+ 24Q480 __{_ 16@504 _|_. 4,8Q528 _{_ /18(3552 -l,_ 20(2570 _>| - (;2(‘2(\()0 . 1
- BB |- 2008 L 32007 GO0 - 24720} (47|
11169708 4-...

Man wihle jetzt die Konstante A so, daB der Koelfizient von ¢*
in der Entwicklung der Funktion ¢(r;1,6) verschwindet, Nach (9.1),
(9.7)-(9.9) kommt dies darauf hinaus, daB
4—4 2 =10,
Nimmt man folglich 4 = 2, go liBt sich ohne Schwierigkeit nachprii-
fen, daB nach (9.1) und (9.7)-(9.9) alle Kooftizienten von @™, M = 768,
gleich Null sind.

Sarz 2a. Bs sei m o= 2°8°u, (u, 6) =1, M == 2dn. Dana ist
20(w)+20(M) fir  a =0,
(9.10) r(n) =1 da(u) fir a1,
4(2*—3) o (u) fir  a>1,

icm

Uber die Darstellung der Zahlen 155

wo v(M) den Koeffizienten von Q™ in der Entwicklung der Funkiion

Dor(7; 0,12) 0% (7; 0,12) 8, (7; 0,12) nach Potenzen von @ bezeichnet.
Bemerkung. In den von Kloosterman gegebenen Formeln fiir

7(n) tritt statt »(M) der Koeftizient £, von ¢" in +8:(07)% (3]7) e (3]7)

auf, wobei ¢ = @* und die ;(z|7) Jacobische Thetafunktionen sind.
Beweis. Aus (9.8) folgt

D01 (730,12) iy (75 0,12) I (5 0,12)

— O s __\E24-6K2 < __1\k2ak(6k+2))2 o 1 )erek(sk+a))
¢ 3 (17 (E;_ZQ( DR 3 (-1 )

Po1 (75 0,12) 95, (5 0,12) Fy, (73 0,12) ist also eine ungerade Funktion von
@™, d. h: es ist

(9.11) y(M) =0 fir gerade n.

Aus (9.2), (4.2), (4.3), (4.7), (9.6) und (9.11) ergibt sich die Behaup-
tung.

§10. In diesem Paragraphen wird die Darstellung der Zahlen durch
die Form

@+ Tog + Tad
untersucht.
Nach Hilfssatz 14 ist jeder der beiden Zweige

(10.1)  X(v) = {I{7; 0,2)D(7; 0,2)Fya (73 0,2) Py (75 0,14) 55y (75 0,14) X
X Do1 (73 0714)}”2

eine eindeutige Funktion von 7.
Hirrssarz 33. Bei geeignetem A ist die Funktion

(10.2) (73 1,7) = 9 (7; 0,2) % (z, 0,14) — O (v; T)— AX(7)

eine ganze Modulform der Stufe 28 und der Dimension —2.
Der Beweis verliuft dhnlich, wie bei Hilfssatz 31.
Sarz 3. Wird der Zweig (10.1) durch

lim e(—7)X(r) =2
Im 700

Jestyelegt, so ist

(10.3) o (z5 0,2) 05075 0,14) = O(7; T) =5 X(x).
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Beweis. Nach den Hilfssitzen 33 und 1 ist die Funktion y(v; 1,7)
identisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich mehr als

298° [T (1—p™) = 1344

P28

Nullstellen hat. Dazu reicht es hin, dafl 7 = joo ein mehr als 1344 -{acher
Nullpunkt sei. Es soll gezeigt werden, daB bei geeigneter Wahl von A in
der Entwicklung von v(r; 1,7) nach Potenzen von @ die Glieder mil oY,
M < 1344, verschwinden. ]

Setzt man in den Hilfssitzen 28, 29 und 30

a=1 &=T y=0 b=1 wo=T, L=l

d. h
M= 28n, n=2"m=2Tu, u= l ]p”,
i
P14
so ergibt sich
. Bu—l
(10.4) o(M) = =T ou) pattr:
Hierbei ist
1 fiir a==0
(10.5) %o ~{ ot ) ’
27420+ —3)  fiir a>0
und

7 fir f =0,
X1 = —f~—1 o
8.7 fir g >0,
also in beiden Fillen
(10.6) yr = 8T,
Ausg (10.4)-(10.6) folgt
So(u) fir =0,

(10.7) o(M) = \
L —3)o(u)  Hir o> 0.

T
Setzt man @ = 6(5_8)’ so ergibt sich aus (1.4)
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(10.8) 8 (v; 0,2) By (7; 0,14) = (k j Q) (k_f QU)

— 1+ 4@28+ 4QEB_|_ 4QIIZ+ 8Q140+4Q1!}6 _I_ 20@224_1__
+20Q252 4 8Q0 169205+ 3200 4- 80304+
_I_ 4@892 + 32Q4ZB_|_ 36@448 _I._ 40@478 __I_ 20Qﬁﬂ4+
+ 32Q552 _I__ 40Q§BO+16@618 + 32@644+ 64@672 +
+ 28Q700+ SQ7ZS+ 64@756+ 4Q784+ 24QBIZ+
+ 32@840 + 32QBBS _I_ 84_@896 + 64@924 _|_, 400952 +
_!__ 8Q980 _|_ 84Q1008+ 56@1036 + 32Q1064+ 96Q1092+
_|_1 04Q1120 _]_ 72@1143 + 80@1204_‘_ 80Q1232 +
_}_104(21280_!, 32@1289 + 32Q1316 +160Q1844+. .oy

X2(7) = 3 7(2k+1)2 3 28k2\2 o _ o8k
(%) kgmé? (kg_;Q ) k;‘w( 1749
3 49(2k--1)2 o 196K2)\2 °?1 . 10672
ngoQ (kgw{? )kzz—lw( 1)kQ 96k

= 4Q%(1 + 20?8 — Q56 — 6Q5¢ | 20112 — 168 112106 40224 —
425290 _ 2308 _ 7395 16364 117302 |- 4Q4R0 - QU8 -
- 38Q4T8 . 240004 —14Q532 —16Q560 — 32588 1 18Q616 120644 -
+ 2407 — 4Q70 21Q 725+ 60Q75 — 64Q784 412012+ 7Q840 —
— ABQHEE | 628 - 429221 21Q95% — 20Q980— 34Q1008
+ 40Q1938 — G4 Q00— 41092 __14Q1120 —108Q145 |- 40Q1176 —
—30Q1206 —16Q1232 — 66Q1288 1, ),

woraus .
(10.9) X(7) = 20?8 2056 — 408 — 20112 — 4QI68 | 2Q196 |- 2284|2252 -
1 4386 _ 83041 D2 Q448 |1 9Q170 |- 2504 | 4592
— 40588 — 40872 10Q700 — BQ78 - 87— 2784 —1202 —
— 8808 |- 2896 | ] 2952 — (1008 | 41036 | 41084 | 16100
1201148 41176 L 161200 241816 L 41064

Berechnet man die Werte von (M) mittels der Formeln (10.7)
und setzt sie in (4.7) ein, so bekommt man
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(10.10) O (v; 7) = 1+ 2Qee4 2Qwo 1 1080+ T QU810 - 5Q10%-|-1Q100-4.
1Sy Bgusa i 800160094 T8 |- T -
L Qe 3oL BoQus 4 24Q174- T4 Q-
+ 40Q0 - £Qo0 116090 32001+ T QU BT |-
- Sgras 4 10 70t Q7984 40QD2- 3AQPO - Q08
24 800 G492 - 24Q52 - BQON- 2L Q1008 T2 Q00
0 grona 28 Quone 1 104QH120- G- QU -
+ 18 1204 4. 801292 4-1.04Q1200 - 321258 |- 64110 -
+5 QI

Man wihle jetzt die Konstante A so, daB der Koeffizient von *

in der Entwicklung der Funktion y(7;1,7) verschwindet. Nach (10.2),
(10.8)-(10.10) kommt dies darauf hinaus, daf

4—24—3 =0.

Nimmt man folglich 4 = %, so 1aBt sich ohne Schwierigkeit nach-
priifen, daf nach (10.2) und (10.8)-(10.10) alle Koeffizienten von oM,
M < 1344, gleich Null sind.

Sarz 3a. Bs sei n = 2°7Pu, (u,14) =1, M = 28n. Dann ist

Lo(u)+Ev( M) fir  a=0,

(10.11) rin) = L@ _8)o(w)+ (M) fir a >0,
wo v(M) den Koeffizienten von Q™ in der Entwicklung der Funktion X(z)
nach Potenzen von € bezeichnet.

Bemerkung. In den von Kloosterman gegebenen Formeln Liir
r(n) tritt statt »(M) der Kooffizient v, von ¢" in (¢, (0]%) 03 (07) 0, (0]v) x
x 95 (0]77) 95(0]T7) 9, (0|77)}** aut, wobei ¢ = ¢* und dio 9(0|r) Jacobisehe
Thetafunktionen sind.

Beweis. Die Behauptung folgt aus (10.3), (4.2), (4.3), (4.7) und
(10.7).

§ 11. In diesem Paragraphen wird diec Darstellung der Zahlen durch
die Form

a3+ o+ 9a5 - 9}
untersucht.
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HrrrssAarz 34. Die Funktion
(1L1)  9(7;1,9) = 9(; 0,2) 83 (75 0,18) —O (v; 9) — AdY (73 0,18)

ist bei konstantem A eine ganze Modulform der Stufe 36 und der Dimension
—2,

Der Beweis verlduft dhnlich, wie bei dem Hilfssatz 31.

SATZ 4.

(11.2) Boo(T;5 0,2) (73 0,18) = O(7; 9)+3 9% (7; 0,18).

Beweis. Nach den Hilfssiitzen 34 und 1 ist die Funktion p(T; 1,9)
idenfisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich mehr alg

236 [J(1—p* = 2592
|36
Nullstellen hat. Dazu reicht es hin, daB z = jco ein mehr alg 2592-facher
Nullpunkt sei. Bs soll gezeigt werden, daB bei geelgneter Wahl von 4 in
der Entwicklung von ¢(7; 1,9) nach Potenzen von @ die Glieder mit Q™
M <2592 verschwinden,
Setzt man in den Hilfsssitzen 28, 29 und 30

a=1, a=9, y=0 D=1 o=y, =2,

d.h
M =36n, n=2m=23%u, u= npﬂ,
) Dl
746
so ergibt sich
(11.3) o(M) = 2°3°0(u) ya x5
Hierbei ist
114 1 fiir =0,
H4) L7150 fir a>0
und
4 fir B =0,
2p=30 fir =1
f1—3tYy  Hr g >1,
also

fir B=0,

(11.5) -
#a (1—3%1)  fir B >0.
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Aus (11.8)-(11.5) folgt

123 —1)o(w) fir a>0, >0, o+ 24QH QU4 Q™+ 48Q™ 320 Q0

431 —1)o(u) fir a=0,>0, +56Q04 3820974 32Qi00e 4 40Quouet P guuey
(11.6) o(M) = so(u) fir a>0,p=0, + 4Qus2 4 72Q1224 L 64Q1260 L 24lesa+ﬂQ1saz+80less+
i;-o-(n) fix a=pf=0. 42403440 56@1““-1—7@“43—!— 481584 - 481620 |
; _I__ 96@135({ __‘_ 64@1692+ 76@1764 +124Q1800+ 56Q1§72+
Setzt man @ = e(gé—), so ergibt sich aus (1.4) - 721908 1 9BQIA |- QBQII0 | 3202016 1202088 |-
+ 80@1124+,14“Q2196+128Q2232_|_ 642268 | 402309 |
K\ % saan?
(11.7) "900(7 02)1900(77 0,18) 102 Q% 2/ ‘)M ) +112Q2340+371Q2412+ 722448 4 962484 11922520 |-
= 14409+ 4@72_}_4()144 RO 4288 | 824 . 4065564 240Q2582 -,
4 2400 - 16Q0-|- ZAQ4S - BAQYS - 4570 Man wihle jetzt die Konstante A so, daB der Koeffizient von @3
4 24Q012 |- 24Q48 - 48Q 54 |- 24.Q 720 |- 48T |- in der Entwicklung der Funktion ¢(7;1,9) verschwindet. Nach (11.1),
+ 32528 28QM0 - F6QI0 - 32072 |- 32108 - (11.7)-(11.10) kommt dies darauf hinaus, dag
- 40104 |- FRQIIO - AQUIPE - TAQIIM | (41200 . 4 ——A——% —0.

+ 24@1200 ._l__ 24Q]332 + 8()@1309»]- 2,;[,@1440..‘» )
Nimmt man folglich 4 = %, g0 148t sich ohne Schwierigkeit nach-

r‘6 1476 80 1648 _|.. 48 ) 1684 48 1620,
+56QH+ Q . l Q’”Ml— ‘Q “191) priffen, daB mnach (11.1) und (11.7)-(11.10) alle Koeffizienten von Q™
+96 Q1950+ 64Q102 100174 124100 o M < 2592 gleich Null sind.

-B6Q1ET2 - T2QI08 - 961044 - GHQIIN |- 32201 |- SATZ 4a. Bs sei n = 2°3%u, (u,6) =1, M = 36n. Dann ist
_{_120@2088 ,_‘_ 80@2124 _'_120{221!!0 ._{,,.128(1211.2512,,‘“
- 642208 L 402003 |- 1120840 - 48()2412.-

+ 72@2445_}_ 96Q2484 _}_192({)25204« gﬁQahw _{‘.

12(3#*—1)o(w) fir a>0, B>0,
43! —1)o(u) fir a=0, B>0,

oagrm (111 r(n) = 40(@) fir  a>0, f=0,
- ? (ﬂn)—l—afu(M) fir  n =1(mod6),
(11.8) 9% (7;0,18) = (kz (—1)eQuer+at)’ Yan) fir  n =5 (mod6),
(11.9) = (10— 4Q52 | DQIOS|. RO .. FOV. . QIS |()()1908. - wo v(M) den Koeffizienten von QM in der Entwicklung der Funktion

QS QIO AT | QM 14028 94 (x5 0,18) nach Potenzen von @ bezeichnet.
o - Bemerkung. In dieser Formel ist nur die vierte Zeile neu; in den
Berechnet man die Werte von o(M) mittels der Formeln (11.6) und iibrigen Fallen wurde sie auf elementarem Wege von Liouville [6] erhal-
getzt sie in (4.7) ein, so bekommt man ten, der seinen Beweis nicht verdffentlicht hat.
Beweis. Aus (11.8) folgt
(11.10) @(z; 9) = 14 530 - 4Q72 - 4Q1904- QLI | 4()288.. g2 - .
+ 24430011 6Q995- 5§Qaasn|m32(b)now+ 4QIBT0 | DAQOLE. |- B (1; 0,18) = @* (kgm(——l)k()“‘a"@"“)r,

Acta Arithmetica V. 1n
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Die Exponenten in der Entwicklung der TFunktion 9% (v; 0,18) nach Po
tenzen von @ haben daher die Gestalt
M = 36n = 36(6h--1),
d. h. es ist
(11.12) y(M) =0 7 = 1(mod6).
Aus (11.2), (4.2), (4.3), (4.7), (11.6) und (11.12) ergibt sich die Behaup-
tung.

§12. In diesem Paragraphen wird die Darstellung der Zahlen dureh
die Form

fiir

ab + o+ 1005 +1025
untersucht.
HILrssATZ 35. Die Funltion

(121) (w3 1,10) = Fo(7; 0,2) 850 (7; 0,20)— O (7; 10) —

— A, 8% (75 0,10) 9% (73 0,10) — Ay 330 (75 0,4) Bo (75 0,20) Dy 0(7;5 0,20)—

— Ay 0% (73 0,20) 55 (75 0,20) — Ay 93 (75 0,20) Bgo (v5 0,20) Dye0(75 0,20)
ist bei konstanien Ay, Ay, Ay, A, cine ganze Modulform der Stufe 40 und
der Dimension —2.

Der Beweis verliuft dhnlich, wie bel Hilfssatz 31.
Sarz 5.

(12.2)  9o(v; 0, 2)9%(7; 0, 20) = O (v; 10)+
‘|‘%19§1(T§ 0, 10) 9 (75 0, 10)“‘%030("’5 0, 4) Py (7; 0, 20)"912,0(73 0, 20) -+
38473 0, 20) By (75 0, 20)— 28k (73 0, 20)Dan (75 0, 20) By (73 0, 20).

Beweis. Nach den Hilfssiitzen 35 und 1 igt die Funktion ¢ (v} 1, 10)
identisch Null, wenn sie in ihrem Fundamentalbereich mehr als

240° n (1—p~%) = 3840
P40
Nullstellen hat. Dazu reicht es hin, daB r = ioco ein. mehr alg 3840-fachor
Nullpunks sei. Eg soll gezeigh werden, daB bei geeigneter Wahl von 4, 4y,
Ay, Ay in der Entwicklung von p(v; 1,10) nach Potenzen von. ¢ die Glieder
mit Q¥, M < 3840 verschwinden.
Setzt man in den Hilfssitzen 28, 29 und 30

a=10, & =1, y=1, b=0b o=, I-~=1,

icm

Uber die Darstellung der Zahlen 163
d. h.
M= 40n, n=2m=2"u, u= npﬁ,
410
so ergibt sich
2a—1
(12.3) o(M) = —3—5”16(%)%2765-
Hierbei ist
o4 1 fir = 0,1,
(2.4) =527t a>1
und
(12.5) 75 = 2(1—3 5751,
Aus (12.3)-(12.5) folgt
28 B4l - -
LB —38)o(u) fir o =01,
12.6 My=1}3
(12:6) o(H) ‘2(5‘*“—3)0(“) fir a>1.
Setzt man @ = e(z%), go ergibt sich aus (1.4)
Ro(r; 0,2) 8 (73 0,20) = ( 3 @) ( 3 @)’
=00 k=~o00

(12‘7) — 1 + 4Q40+ 4Q80+ 4@160_1_ 8Q200+ 4@320 + 4Q360+12Q400 +16Q440_l_
+16Q480 + 8Q520 +16Q580 _.].. 32QGOO+ 4Q640 + 8QGSO + 20Q120+

+16Q760 + 440500 +16Q840+16Q380 + 32@920+16Q960 __|_ 44Q1000+

+ 24Qlo4o+ 32@1080_{_32@1120_1_ 24Q1160+ 64QIEDD+ 4Q1280+

+ 32@1320_'_ 8Q1880+ 48Q1400+ 52Q1440 _l_ 40QI4BO+16Q1520+

+ 32Q1560 + 44Q1600 + 24Q1840 _|_ 32Q1680 + 4:8Q17ﬁﬂ+ 88Q1SOO+ 48Q1840+
_l_ 32QIEBO+16Q1920+ 52@1960+ 84@2000_‘_ 6402040_‘_ 56Q2OSO+

_l_ 40(22120'_]__ 64@2180+ 96Q2200 + 32sz4u+ 64QZ2BO+ 56Q2820+

+ 48Q2300 +176Q2400 + 40Q2440 + 32Q2480 + 96Q2520+ 4@2500 +

+ 96@2600 + 64:Q2840k+ 64Q2880+ 72Q2720 _|,_, 48@2780+112Q2800+

+ 32@2840 + 52Q2880 __I__ 40@2920 + 56@2900 +160Q3000 + SOQ 3040+

+ 32Q3OEO+ 64Q3120+ 64QBIGO+ 44Q§200+ 84Q3240+ 72Q3280 +

_I.. 32@8320 + 128@3360 +14:4_Q3400 + 32Q3440 _+_ 64Q8480 + 4:8Q3520 ,_I,_

,\_ 40@3500 +188Q3600 + 96@8040 + 96Q3380 __l,_ 96@3720 __i,_ 48@3769._]_
+160Q3500 4169840+ ..,
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(=] (=]
210D E [ N 21082\ 2
(12.8) 92 (7;0,10) 9% (7;0,10) = ( Z (1)t H)) ( 4\.4 (.___Uh(l)z(lokls))

Joe=00 Jors—o00

(12.9) = Q40— 2QiE0— Q0| Q10— QU004 2Q520 - 205 — 6QI0—
— QT 40 4 QIO QIO 4Q10N GQIIN— Q1240 Q1e00-|
§ QU0 4500 (1080 (70— QL8O — G180 (1000 .
122040 — 60 - B0 12Q00 - 3QR1 |- 32030 Qa0
- 2Q2080 —1.9Q)2700 —12()?840 | (2020 . DIV I L] (Y5240 |-
- 6 - G0 120300 — (I |- 4QIMO-|- BYITH | A0 |-
FAQuE .

95y (75 0,4) D0 (75 0,20) g (75 0, 20)
T sok?\2 2076--2)2 20%-1-6)2
(12.10) = ( .;_{,QQ } kg;,Q( + hgotg( )

(12.11) = QU0 4Q120-4- 50V 4QEE0 |- 904120440 4-100520-+16(00 .
L 18Q090 - 20700 |- 28840 - 20920 - FT (1000 |- 31080921100 .
+ 24QUH0 | 401930-|- 391400 4. 34QUA0 J- 4RI - Y1040 -
4 36QATI0 4 53100 441860 | FIOLIN0-L FEQ0 |- ORI
+ 52QI04- 64022504 4402590+ 50QO- 92QH0- 50 4.
+60Q2090 |- 842700 64Q2840 |- 52020 |- 8400 - 72060 .
+ G4QELO0 {1 00Q) 3200 - Q920 |- TAEHI00 |1 (480 | T4()3500 .

. - 96Q0 11040570 |- 84QI0L.. .,
(12.12) 8% (7;0,20) 8%, (7;0,20) = ( Zm‘ (—1)eQuraty( S’ (~=1 o)

liesvago

T 00
(12.13) == Q80— Q40— Q400 | ()50 |_ ()70 .1 DOL0 L HEIIHO . _ (Y10
— AQ1520— 4()1080 | GIBA0 | JRO0D | J)RI00. (. (2820 . . (9480 .
__.2Q2500+ 2@2060_ 4_,Q8120 _.|,,. 6@8260__.106?3440 j— Q%\(l(m,w 6(‘)31‘700. |" voy

10,0 (75 0, 20) o (75 0, 20) g 0(75 0, 20)

(12.14) = ( Zw: Q(20k+1a)2) i‘oﬂ Q(20h+4)2‘ j leok.|.n)2
&

2
= — 00 Ko —00 Joomem 00

icm
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(12.15) = 4Q204 4000 4 4050 4000 |- 405401 4520 - 41000 | BQo%0 |-
+ 8QUI00-|- 8Q1240 4 81920 | 8140 | 41480 | §OI580 | 191000 |-
-+ 81720 12Q1800 - 41880 |- 419004162040 4120 4 g0 |
1628041602390 1192440 1202520 | 19Q2000|_ Q2050 -
122790 4 8810 4161020162000 4. 9430804 163150 -
+12Q240- 24201163400 163480 16035501 16Q840
42403720 1 16Q3800 - 2405880

Berechnet man die Werte von ¢(JM) mittels der Formeln (12.6) und
setzt sie in (4.7) ein, so bekommt man

(12.16) O(7;10) = 1+ Q10+ Q%0+ 5 QM0+ 4@ie0 - Fao-t Fgasot Fgeo
+ 4@ T QU0 QU0 8QH0 1690+ T+
+ T QU T Q004400412000+ T+ TQTO0+
+ 44Q300-+ 3 Q3401 1650 - 1632016160+ 5~ Q10001
+ Q0+ T QU 39Qu 4 20Queat I Quor -
+3 Q04 4gu0 4 30w ggueent- I Queoo

+ 52Q1440+ 7_36@1480_1_ %9@1520+ I:I_ZQIEBG_{_ 44_Q1600+
92 1640 l’n’-ﬂ— 1680 % 1720 1760 _gﬂ 1802
+28Q10804 5 Q%0 3 Q170 4BQIOO- 5= (re00 -

244

321840 | 321880 _| ] §Q1920 | 31980 —=()2000 |

160

+ 48@2040 + 56@2089 + 36@2120+ = Q2160+ 88@‘2200 +

- 32Q2e0 4 %szso_l_szazo - 40Q350 117624004
+ %Qzuu_‘_ i:i Qs "";Jstzo_i_ 4Qrseo Eg‘igasoo_l_
136 352

+ 64Q2840_|_. TQZGBU + 72@‘.’.720_{_ 64Q2750+ TQ2800+

152 488

4802840 1 5028801 248 maga0 1 152 nageo 488 a0
+48Q +52Q +50 +5@ +5@ +

224 160

+ 80Q3040+ 64Q3080+ = QMZD_I_ TQMGO + 4403200+

242

2 Qo240 (OI8O [6()3820 11283400 L1 323400+
+ 52 @asao L goQees0 1 4g()s5301 60500 S ason .
+ 22 0sean | gpQassof B8 aveo t gggarent K gason

4+16Qm004, .
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Man wihle jetzt die Konstanten Ay, A, und 4y 80, dajB die Koeffi-

zienten von @40, @ und @' in der Entwicklung der Funktion 1/{(1; 1,10)

verschwinden. Nach (12.1), (12.7), (12.9), (12.11), (12.13) und (12.16)

kommt dies darauf hinaus, daf

24, —4dy— 5 = 0,

b—A—Ay—5 =0, 4—Ay—5 =0,

woraus

(12.17) 2 gy =

3

’ A2

Die Konstante 4, wihle man so, daf der Koeffizient von @28 in. der
Entwicklung der Funktion y(r;1,10) verschwindet. Nach (12.1), (12.7),
(12.9), (12.11), (12.13), (12.15) und (12.16) kommt dies darvauf hinaus,

daB

94, + ddy - 44, = 0,
WOoraus
(12.18) -

Bestimmt man folglich die Konstanten Ay, 4, 4y und A, durch
(12.17), (12.18), so l&Bt sich ohne Schwierigkeit nachpriifen, daf nach
(12.1), (12.7), (12.9), (12.11), (12.13), (12.15) wnd (12.16) alle Koeffizion-
ten von @Y, M < 3840 gleich Null sind.

SATZ Ba. Ts sei m = 2°0Pu, (w,10) = L, M == 40n. Dann st

wfro wm

(12.19) r(n) (5#+* — 8) o (w)+ v ( M)

2(BPF —3)o(u)

fibr o == 1,
fibr o > 1,

w0 vy (M), vy (M), vy (M) und vy (M) die Koeffizienten von @™ in don Hniwick-
lungen der Funkiionen

B (75 0,10) 51 (75 0,10) , o (75 044) Bao (75 0,20) g (75 0,20),
D2 (75 0,20) 9351 (5 0,20) wnd 930,(7; 0,20) g0 (75 0,20) dhg 0 (73 0,20)

nach Potenzen von @ bezeichnen.
Beweis. Aus (12.8) folgt

0 &
(73 0,10) 8 (r; 0,10) = @0 DT (—1)iQuitsn)T( 3T (g i),
To=x—00 T e o0

icm°

Uber die Darstellung der Zahlen 167

9%, (73 0,10) 9% (7; 0,10) ist also eine ungerade Funktion von Q%¥, d.h.
es ist
(12.20)

Aus (12.10) folgt
‘ﬂgu('”i 0,4)Fy(7; 0520)012,0(75 0,20)

v, (M) =0 fir gerade =.

_ Qw( 2 ank2)2 2“;’ Qsok(sk+1) 2” ank(sk-i-s),
d h =—00 =—00 k=—c0
(12.21) (M) =0 fiir gerade n.
Aus (12.12) folgt
9275 0,20) 0% (5 0,20) = @°( 3 (—1)f@uorhan)*( 3T (—1)hgekehn)’,
=—00 F=-—o00

9% (75 0,20) 9%, (75 0,20) ist also eine ungerade Funktion von @* und eine
gerade Funktion von Q%, d.h. es ist

(12.22)  »(M) =20
Aus (12.14) folgt
ﬂgo("’i 0,20) By (7; 0320)016,0(7; 0,20)

fiir ungerade n oder fiir n =0 (mod4).

- sto( 2 szok(lcﬂ))2 Z ank(sk+z) Z ank(5k+4)’
k=00 k=—00 k= —c0
d. h.
(12.23) vy (M) =0 fir gerade n.

Aus (12.2), (4.2), (4.3), (4.7), (12.6) und (12.20)-(12.23) ergibt sich
die Behauptung.

§ 13. In diesem Paragraphen wird die Darstellung der Zahlen durch
die Form
202 4 2% -+ By + B

untergucht.
Hrurssatz 36. Die Funktion

(13.1)  9(7;2,5) = B5o(7; 0,4) 9 (7 0,10)—O (5 10) —
—Alﬁfm(r; 0,4)94(7; 0;20)"912,0(75 0120)—‘421921(75 0y20)‘9%2,1(75 0,20) —
—Aaﬁgo,o(r; 0,20) Pg(7;5 0,20) By 0(7; 0,20)
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ist bei konstanten A;, Ay, As eine ganze Modulform der Stufe 40 und der
Dimension —2.

Der Beweis verlguft shnlich, wie bei Hilfssatz 31,

Sarz 6.

(18.2) 9% (z; 0,4)95 (73 0,10) = O(7; 10)—
— 29 (75 0,4) B (7 0,20) Byg g (75 0,20) 45 i (3 0,20) 11 (75 0,20) -
2002, o (75 0,20) 8o (75 0,20) B340 (75 0,20).

B

Beweis. Nach den Hilfsssitzen 36 und 1 ist die Junktion w(r; 2,5)
identisch Null, wenn bei geeigneter Wahl von A4, 4y, 43 in der Entwick-
lung von w(v; 2,3) nach Potenzen von @ die Glieder mit QM, M = 3840
verschwinden.

T

1 0), 50 drgibb sich aus (1.4)

Setzt man @ = e(

Bl 041l 000) = 3@ ( 3 g

f=—o00 Je=—00

= 14 4Q90| 4Q100 - 402004162804 40— 13041240 |-

+16Q4%°4-16Q520 -16Q5%° - 3270 - 4Q 40 |- B0Q) 720 |- 44 QR0 |-

+16Q540 116050 4160 - 1600 -|- 401000 - 24 Q1040 -} 32()1 080 -

- 32Q1420 - B2QILO0 |- §4()1200 L BRI | 41260 4. BD()130. .

81001 64,1400 |_5RQ1440 L1 (1480 |1 ¢)1520 - BAQ6 |- 44160 .

+ 481640 - 321080 3901720 | 4OL700L 1 (1600 -} 48()1840 .

+16Q1880 - 1641020 1161960 |- §4¢)2000 L. G404 [j¢)2080 .|

+16Q720 - 6402160 |- 80()2200 - 39()2240 |- G4() 2201 [{(()9%0 |

+ 641900 117602400 - 482440 |- 39()2450 .. B0 .| 4()5000.|.

1042000 G4(2040 |- 395080 | THE)2T0 | AREA0. || | ()uR00. |

+ B2Q810 |- 522880 GAQ20R0 |- [H()2000-1. LGOI | B(()B049.

+ 06Q3050 4 6 4@B120 L GAQILO0 - 44()B200. 1 ARG | TR0 |

-+ 969920 - 1.28()3300 -1 36,3400 |- 3Y)BIA0 ol (A (VLN | .§()2520 |-

- 64Q3590 - 1BBI000 GAQI640 |- G080 | HG()IT20-|. 4G()PT00.|.

+144Qo00 {1 6Qse0 .,

(13.3)

icm
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Die Entwicklungen der Funktionen 9% (7; 0,4) 84, (7; 0,20) P10 (75 0,20),
B (75 0,20) Iy 1 (75 0,20), Fi0,0(7; 0,20) Bgy (75 0,20) Fyq 0 (7; 0,20) und O(7; 10)
nach Potenzen von ¢ sind in den Formeln (12.11), (12.13), (12.15) und
(12.16) gegeben.

Man wihle jetzt die Konstanten A4y, A4, und 4, so, dafl die Koeffi-
zienten von @%, 0% und @*° in den Entwicklungen der Funktion v(r; 2,5)
verschwinden. Nach (13.1), (13.3), (12.11), (12.13), (12.15) und (12.16)
kommt dies darauf hinaus, daB
16—44,—44;—¥ =0,

—A—5 =0, d—dy—3 =0,

woraus

(13.4) 4y = _%; Ay = %a A = 13_0

Bestimmt man. folglich die Konstanten 4,, 4, und 43 durch (13.4),
80 148t sich ohne Schwierigkeit nachypriifen, dag nach (13.1), (13.3), (12.11),
(12.13), (12.15) und (12.16) alle Koeffizienten von QY, M <3840 gleich
Null sind.

SATZ 6a. Bs sei n = 2°5%u, (w,10) =1, M = 40n. Dann ist

l 5 (67 —3)a(u)—5 v (M) +3 v (M) fir a=0,
(13.8)  r(n) = | 2 (8P** —3) () + 95 (M) fiir  a =1,
2(5#*1 —3)a(u) fir o >1,

w0 vo( M), vy(M) und vy (M) die Koeffizienien von Q™ in den Emntwicklungen
der Funktionen 64 (7; 0,4)8s(r; 0,20)815,5(7; 0,20), 95 (75 0,20) 8z, (5 0,20)
und 19-30,0(1; 0,20) 9 (7; 0,20) D159 (7; 0,20) nach Potenzen von @ bezeichnen.

Beweis. Die Behauptung folgt aus (13.2), (4.2), (4.3), (4.7), (12.6)
und (12.21) - (12.23).
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Remarks on number theory II

Some problems on the ¢ function
by

P. ErnOs (Budapest)

H. J. Kanold and I (see [1] and [4]) observed that if & and b, where
@ b, are squarefree integers then o(a)/a 5 o(b)/b. The proof is very
simple. Assume ¢(a)/a = o(b)/b; we can clearly assume (a, ) = 1. Let
p be the greatest prime factor of ab, say pja, p~b. But then ao(b)=bao(a)
is clearly impossible, since the left side is a multiple of p and the right
side is not. )

On the other hand the equation

o{a)

a(b)
1 =
@ @ b
clearly has infinitely many solutions, e.g. if (n,42) =1,

a{6n)
6n

_ a(ZS'n,)_ a(m)

28n = n

A solution of (1) is called primitive if

o(a)
a

20}

but for every dla, d|b,

o3) o) ()

in other words « and b are called primitive solutions of (1) if no prime p
divides @ and b to the same exponent. Clearly every solution a,, b, of (1)
can be written in the form a, = au,, b, = bu where a and b are primitive
solutions and (u, ab) = 1.

It is very probable that if {a;, b}, {@s, by} are primitive solutions
then a, = ka,, by, = kb, is impossible.

(2)
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