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1. Einer der schénsten Sitze der Theorie der Kongruenzen hoheren
Grades (welche Lubelski selbst mit viele schénen Forschungen bereichert
hat) ist der folgende Satz von Konig-Rados [2]:

Bs sei eine Kongruenz
(1.1) g+ a0+ ...+ 8, 2" = 0 (modp)  (phay)

. vorgelegt (p Primeahl, a, ganze rationale Zahl). Dann ist die Anzahl der
verschiedenen inkongruenten Lisungen von (1.1) gleich

P—1—7p;
7p bedeutet den Rang modp der zyklischen Matrix
Gy Gy Gy ... Gy_g
(1.2) 7, = Ap_y @y Gy ... Gp_g

Ay Gy Gg ... &

Ein vereinfachter Beweis dieses Satzes ist in Kronecker’s Vorle-
sungen iber die Zahlentheorie ([1], p. 389) gegeben; ein viel einfacherer
Beweis und die Erweiterung auf endliche Korper war von dem ersten
von uns gefunden ({3]). Er bewies den folgenden Satz:

In einem endlichen Korper K mit q Elementen sei eine Qleichung

(1.3) Gta@t..ta 2" =0 (g 5£0)
vorgelegt (a,eK). Dann ist die Anzahl der verschiedenen Liosungen von (1.3)
gleich

g—1—r;
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r bedeutet den Rang der zyklischen Matriz

ay Q Qg oo Ogo
Qgop O Oy -+e Og3

(1.4) Zy=|" .
a; Oy O3 ... Oy

Was die Anwendbarkeit dieser Sitze anbelangt, kennen wir nur zwei
Arbeiten von Vandiver ([4] und [5]), wo sie angewendet sind. Die Ursache
des Fehlens weiterer Anwendungen liegt offenbar in der Schwierigkeit
der Bestimmung des Ranges von Z,; oder Z, Hg ist also witnschonswert
eine solche Form dieser Sétze zu geben, welche den Anwendungen besser
angepasst ist. Bin solcher ist der folgende

' SATZ. Die Anzahl der verschiedenen Losungen der (leichung (1.3)
st gleich
q_l'_"rhmsa
wobei Ty den Hauptminorsummenrang” der Matriz Zy in (1.4) bezetchnet.

Unter ,,Hauptminorensummenrang” 7y, verstehen wir die maxi-
male ganze rationale Zahl k, tir welche die Summe aller Hauptminoren
k-ter Ordnung von Z, nicht verschwindet. Dieser 158t sich in vielen
Fillen einfach berechnen, wo die Bestimmung des gewéhnlichen Ranges
ziemlich schwer ist; auf dieses Problem und nebst Anwendungen
ungeres Satzes werden wir bei einer anderen Gelegenheit zurickkommen.

Wir bemerken noch, da man nach geeigneter Permutation der
Zeilen von Z, in (1.4) zu

Ta 0 O ... Ogea

Oy Oy O ... O

(1.5) Z; = Gy O3 Oy ... O
Lagg ay ay .. gy

gelangt, weshalb der Rang r von Z, gleich dem von Z, ist. Da ferner Z,
symmetrisch ist, gilt nach einem wohlbekannten Satzc

(1.6) 7 = Th

wobei 7y, den Hauptminorramg von Z,, d.h. die grofte ganze Zahl k,
bedeutet, fitr welche ein nichtverschwindender Hauptminor in Zy von
der Ordnung k, existiert. Die Bestimmung von #,, ist im allgemeinen
anch viel schwieriger als die von r,,,. Ein Vergleich mit dem. verallge-
meinerten Satz von Konig-Rados ergibt als Nebenresultat

(1.7) 7 = P

Dag lieBe sich vielleicht auch direkt beweisen.
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2, Nun kehren wir zum kurzen direkten Beweis unseres Satzes. Es
sei N die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f(#) in K. Da nach der
Annahme (0) = a, 5= 0 ist, besagt N, wie oft 0 unter den ¢—1 Flementen

(2.1) ), veK,y#0

vorkommt. Wird also der I-te elementar-symmetrische Ausdruck aller
Elemente (2.1) durch s; bezeichnet, d.h. (mit Hilfe einer neuen Umnbe-
stimmten z)

q—-2
(2.2) [[E+iw) = D s+
yeK 1=0
y#0
gesetzt, 5o ist # ein N-facher Faktor dieses Polynoms, d. h.
(2.3) Sgoy =8g2=...=8,n=0, 8 n.,70.

Nun ist aber die linke Seite von (2.2) wegen (1.3) gleich der zyklischen
Determinante (siehe [3])

edag) @ g ... gy
O (24 a) a Og—3
o a  ay ... (3 ap)

Also ist s; wegen (1.4) gleich der Summe der Hauptminoren I-ter Ordnung
der Matrix Z,. Hiernach besagt (2.3), daB

q'_N —1= "hms
igt. Somit ist aber der Satz schon bewiesen.
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