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Soit maintenant a, @, ..., &, une suite finie quelconque de chiffreg
du systéme déeimal, a, = 0, et s0it @ le nombre naturel ayant m chiffres
qui sont successivernent ¢y, g, ...y G- D’aprés notre lemme on a pour
o suffisamment grand =’ (ax) < o'((@+1)x), et il en résulte qu'il existe
un nombre naturel s aussi grand que l'on veut et tel que ='(a, 10%) <
<a' ((a-{-l)lo’). 1l existe donc un nombre premier p de la forme p =
= 10"%+Db, tel que

@-10° < p < (a+1)-10°%

Or, il 'ensuit de ces inégalités que les premiers m chiffres du nombre
p sont respectivement les mémes que ceux du nombre a; les n derniers
chiffres du nombre p = 10"k b étant évidemment les mémes respecti-
vement que ceux du nombre b, notre théoréme se trouve démontré.

D’aprés une remarque de S. Knapowski une legére modification
de notre démonstration permettrait de prouver un théoréme plus général,
ol on. remplacerait la base 10 par une base g, olt g est un nombre na-
turel quelconque >1, la condition (b,,10) =1 devant &tre remplacée
par (b, g) =1.
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ACTA ARITHMETICA
v (1959)

Uber einen verallge meinerten Fermatschen Satz

von

B. Srorr (Uppsala)

1. P. Fermat hat den folgenden Satz aufgestellt.

Die Gleichung a*+2 = y® besitzt genau die Lésung # =5, y = 3 in
natirlichen Zahlen x, y.

Fermat behauptet, er habe den Safiz bewiesen, aber der erste bekannte
Beweis stammt von Euler.

Bs seien # > 1 und D natiirliche Zahlen. Die allgemeinere Gleichung

(ah) ?+D =y

ist von T. Nagell [5]-[8] und W. Ljunggren [1], [2] behandelt: worden.
Die meisten. Resultate beziehen sich auf die Gleichung

(2) @'+D =y,

wo ¢ eine ungerade Primzahl ist. Fiir D = 1, 2, 3 ist (1) von Nagell voll-
standig gelost worden.

Bei den obigen Untersuchungen wird im allgemeinen vorausge-
getzt, dafl die Klassenzahl h von K (Y—D) zu n prim ist, Durch Zerle-
gung des linken Gliedes von (1) wird dann (1) in eine Gleichung vom
Typus F(u,v) =k iberfithrt, wo %k eine Konstante und ¥(u,v) eine
bindre ganzzahlige Form ist. Diese neue Gleichung ist so beschaffen,
daB man aus ihr leicht einsieht, daB entweder « oder v nur gewisser Werte
fahig ist. Fiir besondere Werte von » und D 1408t sich dann zeigen, daB
(1) in natiirlichen Zahlen #, y nunmoglich ist oder genan eine gewisse Lo-
sung hat.

In der vorliegenden Arbeit wird die noch allgemeinere Gleichung

3) Oz’ +D = y*

behandelt, wo 0, D natiirliche Zahlen sind und ¢ eine ungerade Primzahl

ist. Ferner ist CD quadratfrei, CD =£ 7(mod8) und #(V —0D) prim zu ¢
Nach Thue [11] hat (3) nur endlich viele ganzzahlige Losungen ®, ..
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(8) ist in Sonderfillen von Nagell [5], [8] und Ljunggren [3] behandelt
worden. Dabei wird (3) genau wie (1) in eine Gleichung vom Typus
F(u,v) = k iberfithrt, wo entweder » oder v nur gewisser Werte fihig
ist.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, da es moglich ist, aus
F(u,v) =k noch weitere Aufschliisse itber die urspriingliche Gleichung
zu erhalten. Zunichst wird F(w,v) =% in eine Gleichung vom Typus
f(y) = 0 iberfithrt, wo y mit der gleichbezeichneten Verdnderlichen von
(3) identisch ist. Durch einfache Kongruenzbetrachtungen erhilt man
leicht in Satz 1 eine Reihe von Fillen, wo (3) in natiirlichen Zahlen a,
y unmoglich ist.

In Satz 2 betrachtet man Klassen von Gleichungen der Form (3),
in welchen ¢ und D gegeben sind und ¢ alle diejenigen natiirlichen Zahlen
durchliuft, die eine gewisse Kongruenz erfitllen. Fiir ¢ > 3 148t sich
zeigen, daf hochstens eine Gleichung jeder Klasse in natiirlichen Zahlen
losbar ist. und genau eine Losung hat. Fiir ¢ = 3 erhiilt man fir gewisse
Klassen dasselbe Resultat, aber es gibt auch Klassen, wo hiéchstens zwei
Losungen moglich sind.

Aus Satz 2 folgt das wichtige Ergebnis, dal die Gleichung

(2) @'+D = y?

im Falle D = 3(mod8), ¢ = 3 hichstens zwei Logungen, in allen iibrigen
Fillen hochstens eine Loésung in natinlichen Zahlen @, y hat.

2. Eg selen ¢, € und D gegebene natiirliche Zahlen, ¢ eine ungerade
Primzahl, ¢D quadratfrei und =% 7(mod8). Ferner sei die Klassenzahl
WY —CD) prim zu ¢.

Unter diesen Voraussetzungen ist bekannt, daB die diophantische
Gleichung

3) 00*+D =yt

in folgenden Féallen keine Lisungen in natiirlichen Zahlen », y hat.

D =1 mit der Ausnahme von 0 =2, ¢ = 5, @ = 11, y = 3, laut
Nagell [3], [8], D =2 mit der Ausnahme von € =1, ¢ =3, = b,
y = 3, laut Nagell [8], 0 = 1, D = 3, laut Nagell [5]. Bs geniigt folglich,
0D 51 und 0D # 3 anzunehmen.

Es sel 2, y eine ganzzahlige Losung von (3). Unter den obigen. Voraus-
setzungen ist es moglich, (3) in der Form

(Ow+V —0D)(Cw—V —=0D) = Oy?
zu gehreiben,
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Wegen CD == 7(mod 8) ist y ungerade. Dann haben die beiden Haupt-
ideale (Cw+V —0D) und (Om—l/-—O'D) den groBten gemeinsamen Teiler
(0,V—0D), denn (C) = (€, V—CD)* wnd (z,y) =1. Dann ergibt sich

(4) (Cx+-V—CD) = (¢,V —ODjaq,
wo a ein Ideal des Korpers K (I/~G‘D) ist. Ferner gilt
(5) (Co+V —CD)* = (C)a*,

wo ™ ein Hauptideal ist. Weil L.zu ¢ prim ist, erhilt man leicht a? ~ (1).

Die einzigen Rinheiten des Korpers K (l/——GD) sind 4 1. Aus (5)
folgt dann

(6) (Cz+V —0D) = O(u+ o/ —0D)%279,
wo 3(u-+ q;l/—C’D) eine ganze Zahl des Korpers K (V —OD) ist.
Aus (6) folgt
Hu+9V/'—0D) = (3(a,/ O+ b,/ —D)P,
@1, by ganz rational, ¢, = b, (mod2).
‘Wegen (6) ergibt sich dann
@VO+V =D = (a,VC+b,/ —Dyra1,
@y = by(mod2). Hieraus folgt mit ¢ = 2m-L1

m

2, o) s nomr (o

r=0

(7) 2=

Aus (7) folgt b, = 41 oder b, = --2™. Wenn (7) als eine Kongruenz
betrachtet wird, erhéilt man

be(—D)™ = 2% = 2(mod q)
oder b, = 42(modg).
by = +1 ist nur im Falle ¢ = 3 moglich. Wegen (7) gilt dann
D = 3CaiF8
oder (D = 3(modS8).

In den Féllen ¢ > 3 oder ¢ = 8, (D =% 3(mod4) gilt a, = 2a, b, = 2b.
Hieraus folgt

aV0+V—D = (aVC+ b/ —D)"
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und wie vorher
m
q—1—-zr 2r+10m»~r —DYy.
®) 1= 3 o) =2

r=0

‘Wenn ¢ ein Teiler von D ist, 5o ist (8) unmoglich. Aus (D, q) =1
folgt b = (—D/[g) und ferner wegen y = Na = Oa*+D

9) ( ) 2(2r+1) (Ca?y™*(—D) = ﬁ(w)(y DDy

Aus (9) folgt der Reihe nach

(- Ssdeor & ersimr

8=0

=§yms e’éz(w-l—l)( )

Nach B. Netto [9], S. 253, Formel (36), 2. Zeile, gilt mit den Bezeich-~
nungen der vorliegenden Arbeit

m—=r m--8 _ _ o
2(%11)(1»—3)=4sm_8(28+1), §=0,1,...,m—1, ;‘:(2”1
r=0
Dann folgh
_D m—1 q +
— _ a, 1 (M 8\  m-s st—-{Lm Dy,
o (q)—24 m—-s(28+1)y (— D)+ 4™(—D)

8=0

(2 -|~1) ganz igt. Denn (”H“ ) und

(;’Zj’_’;) sind ganz. Ferner gilt (2541, m—s) = 1. Denn. wiire 2841 == f,
m—8 = gt, so konnte man s eliminieren. Dann wire ¢ = 2m-+1 = (f--2¢)1,
woraus ¢ = 1 folgt.

Aug (10) ergibt sich

m-—1 8 — |
e e e e | U

8m

BEs ist leicht zu zeigen, daB
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Mit N
s
) K, =1, KB=E4_—S(;';1§) D', s=1,2,.., m—1,
erhélt man Hom = % [(41))1"__ (—lql)]
(12) Zm‘ (1)’ Kg™® = 0.
5=0

Wegen K, =1 ist jede rationale Losung von (12) ganz. Ferner sind
alle K, ganz. Wenn #, y eine ganzzahlige Losung von (3) ist, 8o ist y eine
ganzzahlige ungerade Losung von (12).

Es selen g1, ¥y, ...y Ym die m Wurzeln von (12). Fiir symmetrische
Funktionen der Wurzeln werden folgende Kiirzungen benutzb.

m
Sl““Z./u 8, = Z%%: seey Sm—2=H?/i-

1,5=3 1=3
Es sei ¢ > 2. Wenn (3) zwel ganzzahlige Losungen o, 4,; @, ¥,

hiifte, y, 7 y,, so hitte (12) zwei ganzzahlige ungerade Losungen Yqy
Y,. Dann héitte man wegen (12) fir m > 3

(13) K, =y, +y.+ 8,
(14) Ky = 9192+ (41 +Y3) 81485,
(15) K, = 4198, s+ +9) 8,1 +8,, »=3,4,...,m—2,
(16) Kpy = Y1Y28m—s -+ (Y1 ¥2) Sms,
A7) K, = Y1Y:8m—s-
Mit (g) =1 folgt aus (13)-(15)
» kj2]
(18) 8= X 1>’°K,_k2 {7 ot vl =1,2, ..., m, 2.

Aus (16)-(18) folgt

m—1
(19) Epy= ) (-1
k=1
m—2 [&f21
30 Ko = 3= s 3 (11 (75 ot g
k=0
By ist leicht zu zeigen, daB (19) und (20) auch fir m = 2 und m = 3
giiltig sind.

2] , )
¥ B D) (=1 (1) el S ¥,

1=0
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Es sel &, y eine ganzzahlige Losung von (8). Wegen (3) ist klar, daB
y folgende Bedingungen erfiillen muf.

y = 1(mod4), wenmn
y = 3(mod 4), wenn
y = +1(mod8), wenn
”
y =1,3(mod8), wenn
(21) 2
y = +3(mod8), wenn
”
y =5, 7(mod8), wenn
”
y =(0+2(mod8), wenn
y =C—2(mod8), wenn

ISE
fi

Womow o
H =3

i

R R R AR
W m
o M =1 O W Ol W

3. Aus (12) und (21) folgt leicht

8amy 1. Bs seien ¢, ¢ und D gegebene natiirliche Zahlen, q eine unge-
rade Primzahl, OD quadratfrei, == 7(mod8), s 1 und 7%3. Wenn ¢ =3
soll auch OD == 3(mod4) erfillt sein. Wenn h(l/mdl)) 2u q prim ist, so

C ungerade,
O ungerade,
0 = 6(mod8),
O = 2(mod8),
C == 2(mod8),
¢ = 6(mod8),
C = 6(mod8),
.0 == 2(mod8),
0 = 2(mod8),
0 = 6(mod8),
O ungerade,

C ungerade.

ist (3) in folgenden Fdllen in matinlichen Zahlen m, y nicht losbar.

q = 1(mod4),
¢ = 1(mod4),
g = 3 (mod4),
q = 3(mod4),
¢ = 3(mod4),
¢ = 3(mod4),
¢ = 3(mod4),
¢ = 3(mod4),
¢ = 3(mod4),

D = 2(mod4),
D =1(mod?2),
D = 1(mod4),
D = 3(mod4),
D =1(mod38),
D = 5(mod8),
D = 5(mod8),
D = 3(mod?8),
D = 3(mod38),

0 beliebig,

O beliebig,

0 = 1(mod?2),

I

-
2)-
),
2}

2)- s
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q = 3(mod4),
¢ = 3(mod8),
¢ = 3(mod8),
¢ = 3(mod38),
¢ = 3(mods8),
¢ = 3(mod8),
q = 3(mod8),
= 7(mod8),

¢ = 7(mod8),
¢ = T(mod38),
q = 7(mod38),
¢ = T(mod8),
q = 7(modS8),

Uber Fermatschen Satz

D = T(mod8), ¢ = 6(mod8), (-I—)) = +1,
q
D=2 = D
= 2(mod8), ¢ =1(mod8), — =41,
q
. D
D =2(mod8), € = 3(mod8), (—) = —1,
. q
D = 2(mod8), ¢ =35, 7(mod8s),
D = 6(mod8), ¢ =1,3(mod8),
D = 6(mod8), ¢ = 5(mod8), (—I—)—) = 41,
q
_ D
D = 6(mod8), ¢ = 7(mod8), (—) = —1,
q
D =2(mod8), ¢ =1,3(mod8),
D = 2(mod8), C = 5(mods8), (il) = 41,
B D
D = 2(mod8), 0 = 7(mod8), (—q—) = —1,
. D
D = 6(mod8), ¢ =1(mod8), (?) = 41,
D
D = 6(mod8), ( = 3(mod8), (?) = -1,
D = 6(mod8), € =5,7(mod8).

273

Beweis. Es sel ¢ = 2m—+1. Wenn die Annahme des Satzes besteht
und @, y eine Losung von (3) in natiirlichen Zahlen ist, so muB y eine
Losung von (12) sein.

‘Wegen (12) ergibt sich

(22)

Y™ —2Dm (m+1)y™  (—1)ym+ (%) ¢ = 0(mod8).

D
Wenn. q = 1(mod4), (?)z —1 erhilt man aus (22) y2+1=0

(mod4), was nicht méglich ist.

Un die Unmoglichkeit von ¢ = 1(mod4), D = 2(mod 4), (£) =
q

Acta Arithmetica V,

+1

18
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zn beweisen, nehmen wir den, Fall m = 2"(miod2™"), n > 0, an. Dann gilt

" =1, f=1, K; =K, ... = K,_; = 0(mod2"*?),

Aus (12) folgt
Y™ —q = 2" = 0(mod 2",

was einen Widerspruch liefert. Wenn » die Werte 1,2,... durchlaufs,
ergibt sich die Unmoglichkeit der Féalle g = 5(mod8), ¢ = 9(mod18),
vory d. h. von g = 1(mod4).
Wenn ¢ = 3(mod4), D = 1(mod4), 0 = 1(mod2), (D/q) = —1, erhiilt
man y—3 = 0(mod4), was wegen y = 1(mod4) nicht moglich ist.
Wenn ¢ = 3(mod4), D =3 (mod4), ¢ == 1(mod2), (D/g) = -1, erhilt
man y+3 = 0(mod4), wag wegen y = 3(mod4) nicht méglich ist.
Wenn ¢ = 3(mod8), D = 1(mod2), 0 = 2(mod4), geht (22) in

(23) y+4+3(D/g) = 0(mod8)
iber. Wenn ¢ = 7(mod8), D = 1(mod2), ¢ = 2(mod 1), geht (22) in
(24) y+7(D/q) = 0(mod8)

iiber. Aus (21), (23) und (24) folgt leicht, daB die im Satze gegebenen
Fille unmoglich sind.
Wenn ¢ == 3(mod4), D = 2(mod4), erhilt man

(25) y+¢(D/q) = 0(mod 8).

Mit Hilfe der Resultate von (21) und (25) ist es leicht zu bestéitigen,
daB die im Satze gegebenen Fille unmoglich sind.

4. Sarz 2. Bs selen q und D gegebene natiirliche Zahlen, q eine unge-
rade Primeahl, D #1 und 3. Man beirachiet alle Gleichungen

(3) On*+-D = yqy

in welchen C eine natirliche Zahl ist, 0D quadratfres, OD == 17 (mod8),
k(Y —CD) prim 2u q.

Wenn g =3 (mod4), ¢ >3, oder wenn q =3, 0D s£3 (mod4), gibt
es unter allen Gleichungen (3) hdchstens eime, die in natirlichen Zahlen
@, y losbar ist. Wenn sie losbar ist, hat sie genaw eine Ldsung.

Wenn g = 1(mod4), gibt es unier allen Gleichungen (3), wo O wnd D
einer der folgenden Bedingungen geniigen, hochstens eine, die in nativlichen
Zahlen w, y losbar ist. Wenn sie losbar ist, hat sic genaw eine Lésung.

D =1(mod2), (= 1(mod2),
D =1(mod4), (= 6(mod8),
D =3(mod4), = 2(mod8).

icm

Uber Fermatschen Sate 275

Wenn g = 8, D = 1(mod2), C beliebig, gibt es unter allen Qleichungen
(3) héchstens zwei, die in natiirlichen Zahlen m, y losbar sind. Sie haben
zusammen hochstens zwei Lisungen.

Beweis. Es selen, ¢, ¢ und D gegebene natiirliche Zahlen, g eine
ungerade Primzahl, 0D quadratfrei und £ 7(mod8). Ferner sei % (I/—C’_D)
prim zu g. Wegen der in 2 genannten Sonderfille kann man D % 1 und
7 3 annehmen. Im Falle ¢ = 3 sei ferner (D s= 3 (mod4).

Nunmehr werden alle Gleichungen der Form (3) betrachtet, in welchen
g und D gegeben sind und C diejenigen Werte annimms, die mit einer
der gegebenen Bedingungen des Satzes vertragbar sind. Aus jeder solchen
Gleichung kann man wegen 2 dieselbe Gleichung (12) herleiten. Wenn,
eine der Gleichungen (3) in natiirlichen Zahlen #, y losbar ist, s0 muB
y eine Losung der Gleichung (12) sein.

Es seien @, ¥, und @,, ¥, natirliche Zahlen, ¥, # y,, die Losungen
derselben Gleichung (3) oder verschiedener Gleichungen (3) sind. Dann
hat die entsprechende Gleichung (12) zwei ungerade Losungen v, Yoo
Fir diese gelten (19) und (20). Der Satz wird folglich bewiesen, indem man
zeigt, daB (12) in den gegebenen Fillen hochstens eine ungerade Losung
hat.

Wenn g=38(mod4), ¢>3, folgt aus (19) Kp_,= (4,y5)™ 9 =
== 1(mod2). Aber wegen (11) ist K,_, gerade, was einen Widerspruch
Liefert.

Wenn ¢ =3, 0D == 3(mod4), kann man (12) aus (3) herleiten. Sie
ist eine Gleichung ersten Grades und hat hochstens eine ganzzahlige
Lsung.

Es sel ¢ = 1(mod4). Dann ist (3) nur fiir ungerade D losbar. Wir
nehmen den Fall ¢=2m+1, m=2"(mod2"*!), n>0, an. Wegen(11)

it
£ E, =2, K,=K,=... =K,_, = 0(mod2™?).
Aus der Annahme folgt ‘

37 (5E%) = o(moaz™y, > 0.

Wegen (19) ergibt sich
Kp1=0= (—?/1yz)(m~1)lz‘§‘m(?/1+ V) (m0d2n+1)-
Hieraus folgt ;- y, = 0(mod 4). Aus (19) folgt dann
Ky =0 = (—5:9)" V2 [3m(y,+y,) —K,] (mod 2"*2).

Dann ergibt sich y,+y, = 4(mod8), woraus ¥,y, = 3(mod8) folgt.
Wenn D =1(mod4), ¢ =1(mod2), folgt aus (21) y, =4, =1
(mod4), was einen Widerspruch liefers.
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Wenn D = 3(mod4), ¢ =1(mod2), folgt aus (21) y,=y,=3
(mod4), was einen Widerspruch lefert.

Wenn D = 1(mod8), € = 6(mod8), oder D = T7(mod8), =2
(mod8), oder D = 5(mod8), ¢ = 6(mod8), oder D E‘S(mOdS), ('/YE 2
(mod8), folgh aus (21) ¥4, = -+1(mod8), was einen Widerspruch liefert.

‘Wenn, # die Werte 1,2, ... durchliuft, ergibt sich die Unmoglichkeit
der Fille ¢ = 5(mod8), ¢ = 9(mod16),..., d. h. von ¢ ==1(mod 4).

Wenn g = 3, D =1(mod2), C beliebig, fihrt jede Gleichung (3)
zu einer Gleichung der Form (7), oder
(26) 8 = by(3Ca;—Db3),

@, = by(mod?2). Wenn a, und b, gerade sind, geht (26) in eine Gleioh?mg
ersten. Grades in y der Form (12) iiber. Wenn a, und b, ungerade sind,
geht (26) in 3Ca;—D—8(D[3) = 0 ber. Aus y = Na = 3(0ai+D) folgt

(@7) 3y—D—2(D/3) = 0.

Jede Gleichung (3) geht folglichin eine der beiden Gleichungen (12) oder
(27) iiber. Diese haben je hochstens eine ganzzahlige ungerade Lisung.

In shnlicher Weise kann man die Gleichungen Oz+D = 2y und
024D = 447 behandeln (vgl. Ljunggren [4], Stolt [10]). '
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The zeta function and discriminant of a division algebra
by
K. G. RAMANATHAN (Bombay)

§1. Let D be a division algebra of finite rank g = hf? over the field
I’ of rational numbers and Z its centre so that (D: Z) = f2 and (Z: I") = h.
Let I’ be the real number field. Siegel [10] has shown that the tensor
product D = D ® I has, over T, an involution & — #*. Let P be the space
of positive elements of D, that is the set of elements « = z* all of whose

characteristic roots are positive. P is a symmetric Riemannian space

with the metric ds* = o(E'dE £~ d¢). Let [d£] denote the volume element
computed with this metric. We introduce the generalized gamma function

I'p(a,s) = [ (NEPe™[dg]

P

where aeP, N and o denote norm and trace in the regular representation
of D over I and s is a complex variable whose real part is greater than
(f—1)/f. I'p(a, s) is a simple generalization of the gamma function intro-
duced by C. L. Siegel [9] in the analytic theory of quadratic forms. Let
Abe alattice in D and A the complementary lattice. Let & be an arbitrary
but fixed element of P. The funection

H(A, &) = D o7

aed

is called the theta function of the lattice. There exists a transformation
formula connecting ¢(4, &) and #(4, &Y. By using this theta function
and the gamma function above, we shall obtain a simple proof of the
functional equation for the zeta function of D. In view of the work of
Siegel on the zeta functions of indefinite forms, it seems more natural
to use the representation space P of the units of a maximal order of D
in the study of the zeta function of D.

For the discriminant d of a totally real algebraic number field C. L.
Siegel [6] obtained an identity which shows at once that [d] > 1. This
identity was generalized to all fields by Mintz [5] and Calloway [1].
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