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As an immediate consequence of theorems III, VI and of the first
part of theorem VII, we obfain
TrsoREM VIIL. In 8,4 there ewist ovaloids which arve mot quadrics.
However, each of them defines a null polarity, exactly in the same way as
it was & quadric.
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ACTA ARITHMETICA
|V (1958)

Les points exceptionnels rationnels sur certaines
cubiques du premier genre

par

T. Naecern (Uppsala)

§ 1. Les points exceptionnels sur une cubique

1. Soit donnée la cubique ¢ de genre un représentée par ’équation
(1)

en coordonnées homogénes. Soit P un point sur la eubique. La tangente
a la cubique en ce point rencontre la eubique en un second point Py,
le point tangentiel de P. Soit ensuite P, le point tangentiel de P, et soit
P, le point tangentiel de P, et ainsi de suite. Nous aurons alors une suite
infinie de points,

(2)

ot P, est le point tangentiel de Pp,_,. Si tous ces points sont distinets,
nous appelons le point P point normal. Dans le cas contraire, il n’y a qu'un
nombre fini de points distincts, et nous appelons le point P point ewcep-
tionnel. J’ai proposé cette notion dans un travail publié en 1935, voir
[L1], [2] et [3] (). Si le point P est exceptionnel, tous les autres points
dans la suite (2) sont aussi exceptionnels.

Les neuf points d’inflexion sont évidemment des points exception-
nels.

Choisissons la reprégentation paramétrique des coordonnées de la
cubique (1) par des fonctions elliptiques de telle fagon gue le point d’ar-
gument % = 0 corresponde & un point d’inflexion. Soit » I'argument du
point P. I’argument du point tangentiel P, est alors —2u eb I'argument
du point P,, dans 1a suite (2) est (—2)™u. Si, dans la suite (2), tous les
points coincident, le point initial P est un point d’inflexion.

Fa,y,2) =0

P =P07P19P2:Ps:-'-;Pm;---7

-

() Les numéros figurant entre crochets renvoient a la Bibliographie placée
4 la fin de ce travail.
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2. Pour toute cubique de la forme
(3) Y2 = X3—-AX—B
on a la représentation paramétrique donnée par les formules
X = p(u; 44, 4B) ="p (u; w, w'),

(4)
2Y = 0’("“5 44, 4B)= P'(; 0, '),

ol 44 et 4B sont les invariants, et ol w et ' désignent une paire de Dé-
riodes primitive.

Alors on voit aisément: pour que le point P d’argument » sur Ia eu-
bique (3) soit exceptionnel, il faut et il subfit que w so0it commensurable
4 une période de la fonction p (). Le point d’argument u = 0 ogt lo point
d’inflexion & Pinfini. :

Quand n est le plus petit nombre naturel, tel que nu soit égal & we
période, nous dirons que le point d’argument w est de I’ordre . Les ab-
scisses X des points exceptionnels d’ordre » (> 2) de (3) sont les zéros
d’un polynome &,(X) du degré

1
1[5
» p
en X, le produit étant étendu & tous les nombres premiers p qui divisent

n; les coefficients du polynome @, sont des polynomes en 4 et B & coeffi-
cients rationnels en K(1); voir [2].

Les points d’inflexion sont du troisiéme ordre sauf le point d’argu-
ment ¥ = 0 qui est d’ordre 1.

En prenant laddition pour mode de composition on voit que les
arguments » des points exceptionnels sur la cubique (3) forment un groupe

%l.)é]ien infini. Nous appelons ce groupe le groupe ewceptionnel de la cu-
ique.

3. Counsidérons la cubique gpéciale
(5) axd+byd+ ¥+ daye = 0,
ol abe #_ 0 et 27abe # —d?, Les neuf points inflexion de cotle cubique
sont évidemment
1y a,0),(1, a3, 0), (1, ag, 0), (1,0,8y,(1,0, Ba)y (1,0, 85), (0,1, py),
(0,1, 9,) et (0,1, Ya)s

olt &y, a, €t ay sont les racines de Péquation ba®-+a = 0, olt B, B, et f;

sont les racines de Péquation ¢34+ a = 0 1 [ i
e 011 v -I 1 U1 L
t, ‘ ! ' 6 Y1y V2 6t y5 sont les racines
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On vérifie aizgément que les coordonnées ,, ¥, 2, du point tangentiel
P (@, Y1, 2,) du point P(w, y,#) sur la cubique (5) sont données par les
formules

@, = 0(by*—cs?),
(6) Yy = y(ea*—az?),
2, = z(aw®—by®).

i P(z, y, 2) est un point sur la eubique (5) les points P*(z, ya,, 20s)
se trouve aussi sur la cubique, quand o} = i = 0,0, = 1. Si P(z,9,2)
est un point exceptionnel, le point P*(w, y0.,20,) Dest aussi. En effet,
goit P* le point tangentiel du point P* = P*(w, yoi, #g.). Soit ensuite
P! le point tangentiel de P} ot soit Pj le point tangentiel de Py et ainsi
de suite. DéSignons par @m, Ym, %m les coordonnées du point P,, dans la
suite (2). Alors, en appliquant les formules (6) on trouve que les coordon-
nées du point P}, dans la suite

(2*) P*’P;P;:P;:'“’P;H"'

SONG Fpyy Yum 015 #m 02 DoNC, §i 01 & P,, = P, on a aussi P:=Pr. Onen
conclut, si la suite (2) est limitée, la suite (2*) lest aussi.
Si on prend, dans (), d = 0, la cubique sera

U] ax®+by*+e® = 0.

Pour cette cubique on aura par la méme méthode le résultat plus général:
Si.P(w,y,#) est un point exceptionnel sur la courbe (7), tous les points
P*(%,y0,,20:) sont aussi exceptionnels quand o, et g, sont des racines
quelcongues de Déquation @2 = 1. Cela donne neunf points différents
si P(w,vy,2) n'est pas un point d’inflexion, et seulement frois points
différents dans le cas contraire.

§ 2. Les points rationnels appartenant & un corps donné

4. Prenons pour domaine de rationalité fondamental un corps quel-
conque donné 2. Dans la suite nous entendons, sauf avis contraire, par
nombre rationnel un nombre appartensnt & 2. Le point P(w,y,2) en
coordonnées homogeénes dans le plan est appelé point rationnel, quand
», ¥ et ¢ sont proportionnels & trois nombres rationnels.

Nous dirons que la cubique
(8) F(w,y,2) =0
appartient 3 2, quand elle a des coefficients rationnels.

Soient donndes ley deux cubiques ¢ et ¢ appartenant & 2, il existe
une transformation birationnelle 4 coefficients rationnels qui transforme
P'une des deux cubiques dans D’autre, on dit qu'elles sont équivalentes
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dans 2. J’ai étudié la classification des cubiques au moyen des trangfor-
mations birationnelles dans des travaux antérieurs; voir p. ex. [4].
8i, dans la suite (2) du § 1, le point initial P est rationnel, tous les
autres points sont aussi rationnels.
Dans la suite nous avons besoin des résultats suivants:
TmiorEME I. 8¢ lo cubique (8), appartenant & £, admet un point
rationnel, elle est équivalente dans 2 & une cubique de la forme de Weier-
strass, .
9 Y2 = X3-4X B,
o A et B sont des nombres rationnels.
Pour la démonstration voir [4].
Un cag spécial de ce théoréme est le
TaforEME II. 8% a, b et ¢ sont des nombres rationnels, différents de
zéro, et si la cubique
(7 g3+ by’ 28 = 0
admet un point rationnel, elle est équivalente dans 2 & la cubique

(10) X34 Y8 = abcZ?
et & la cubique
(11) T2 = X% 2%-3%- (abe)?.

Pour la démonstration voir [5] et [3].

TeorEME III. Supposons que la cubique (8), appartenant & 2, W admet
aucun point rationnel. Soit 2, le corps engendré en adjoignant & 2 un
nombre algébrique, dont le degré, relatif & @, est inmdivisible par 3.
Alors la cubigue w'admet auoun point rationnel dans 2.

Pour la démonstration voir [8].

5. 8i la cubique (8), dans 2, n’admet qu'un seul point rationnel,
il est évident que ce point est wn point d’inflexion. Cela reste vrai si on
remplace ,,point rationnel” par point exceptionnel rationmel.

Si elle admet exactement 2 points rationnels, 'un de ces points est
nécessairement un point d’inflexion. En effet, si dang la suite (2) du §1
on. suppose P, = P, on trouve, en comparant les arguments, que P,
doit &tre un point d'inflexion, contre 'hypothése. Il faut done que P, = P;,
c'est-d-dire P; est un point Q’inflexion. Cela reste vrai si on remplace
yypoints rationnels” par points exceptionnels rationnels.

Si la cubique admet exactement 3 points rationnels, on voit aisé-
ment qu’il n’y a pas nécessairement un point d’inflexion parmi eux.
En effet, les arguments de ces points peuvent &tre w9, —2w/9 et 4w/9,
ol o est une période de la fonetion @ (u).
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8i deux points d’inflexion sont rationnels, il y a toujours un troisiéme
point d’inflexion qui est rationnel. En effet, la droite rationnelle mende
par les deux points d’inflexion rencontre la courbe dans un troisidme
point rationnel qui est aussi un point d’inflexion.

Rappelons ensuite des résultats suivants relatifs aux points excep-
tionnels rationnels dans £.

TEtorEME IV. Supposons que les deuw cubiques (8) et (9) sont équi-
valentes dans 2. St le nombre n des points exceptionnels rationnels sur la
cubique (9) est limité, le nombre m des points ewceptionnels rationnels sur la
cubique (8) est aussi limité, et on a ou m =0 ou m = n.

Pour la démonstration. voir [3], 1.

Les points exceptionnels rationnels dans 2 forment un sous-groupe
du groupe exceptionnel de la cubique (9). Nous désignons ce sous-groupe
par G. 8ile groupe G est fini, il est cyclique ou bicyelique; voir [3], I.
Tl est fini quand £ est un corps algébrique, et dans ce cas on peut toujours
déterminer les points et le groupe exceptionnels de (9) dans £; voir [1]
et [6]. Alors on peut méme déterminer les points exceptionnels dans 2
sur une cubique quelcongue; voir [3], L.

Dans des travaux, antérieurs nous avons déterminé les conditions
nécessaires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les invariants 4
et B pour que le groupe G admette un sous-groupe G, d’ordre fini # pour
les valeurs suivantes » = 3,4,5,6,7 et 9; voir [7T].

Théoréme IV peut étre complété par la proposition suivante:

8i deux cubiques dans 2 sont reliées par une transformation linéaire
& coefticients rationnels dans 2, cette transformation fait correspondre
4 chaque point exceptionnel rationnel de l'une des cubiques un point
exceptionnel rationnel de l’autre; spécialement, les points d’inflexion
se correspondent entre eux. Ainsi, dans ce cas, les deux cubiques ont
le méme nombre de points exceptionnels rationnels, pourvu que ce nombre
soit limité. Cela n’est pas en général vrai quand la transformation bira-
tionnelle qui relie les deux cubiques, n’est pas linéaire.

§ 3. La cubigue ax3-+by3+02® = 0 dans un corps quelconque

6. Dans la suite nous allons nous occuper surtout de la cubique
spéciale
(7) ax®-+byd4-c2® = 0,
oll @, b et ¢ sont des nombres rationnels (dans #), différents de zéro.
Si cette cubige admet un point d’inflexion rationnel, elle peut
g’écrire
(12) 28+ 13+ abes® = 0.

Acta Arithmetica V., =
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En effet, dans ce cas I'un (an moins) des nombres a/b, ajc, bjc doit &tre

4gal au cube d'un nombre rationnel Si on a p.ex. ¢ = bh% b rationnel,
la cubique (7) peut s’écrire

(h@)®+ y*-- abe (—;7,[—)3 = 0.

En y remplacant hw par & et 2/bh par 2 on aura la cubique (12).
Pour que la cubique (12) admette trois points d’inflexion rationnels
il faut évidemment qu’on ait l'un des deux cas: £ contient le nombre
¥ 3. Le nombre abc est égal au cube d’un nombre rationnel. Dans Je
dernier cas la cubique (12) peut s’écrire
(13) 23 y24-2% = 0.
Supposons que la cubique (7) admet un point exceptionnel rationnel
Pla, 8,y), avee y 7 0, tel que son point tangentiel soit égal & un point
d’inflexion. Nous écrivons la cubique sous la forme (12) en supposant
que le point d’inflexion en question correspond & 2 = 0. Alors on a, d’aprés
les formules (6), a3—p3 = 0. Vu que o’+ f® = —abey®, on aura donc
abo = 2(— afy). Ainsi la cubique peut g’écrire

(14) 284 y34 23 = 0.

Supposons maintenant que la cubique (7) admet exactement m
(>1) points exceptionnels rationnels (dans 2). D’aprés le Théoréme II
cette cubique est équivalente (dans 2) & la cubique (11). D’aprés le Théo-
réme ITT celle-ci admet aussi exactement m points exceptionnels ration-
nels (dans £). Désignons par G le groupe des points exceptionnels (dans 2)
sur la cubique (11). :

Dans ce qui suivra nous allons appliquer les résultats que nous avons
obtenus dans mnotre travail [7], § 1-§ 6, sur Dexistence de certains sous-
groupes exceptionnels.

Si abo est le cube d’un nombre rationnel, la courbe (7) est équivalente
4 la courbe

(13) 23t y84-23 =0
et & la courbe
(13a) Y2 = X3—432.

Le groupe G de cette cubique a évidemment un sous-groupe d’ordre 3
(trois points d’inflexion, dont les deux & distance finie ont les coordon-
nées X =12, ¥ = £36). On en conclut que, dans ce cas, m est divi-
sible par 3.
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Si abe est égal au double du cube d’un nombre rationnel, la courbe
(7) est équivalente & la courbe

(14) 234 y8 228 =
et & la courbe
(15) ¥: = X327,

Lrordre m du groupe G de cette cubique est évidemment un nombre pair.

Si @ contient le nombre ¥ —3, on démontre sans difficulté: Le nombre
m est divigible par 9 sauf dans le cas suivant; 8'il y & exactement 3 points
d’inflexion rationnels sur la cubique (7), le nombre m—3 est divisible
par 9. En effet, si P = P(», y, #) est un point rationnel sur (7), les neuf
points P* = P*(z, yo,, 20;), ot ¢, 6t g, sont des racines quelconques de
Péquation @ = 1, sont aussi rationnels; et si P est un point exceptionnel,
les points P* sont aussi exceptionnels (voir le numéro 3). Les points P*
sont différents entre eux, sauf si P est un point ’inflexion; dans le dernier
cas il n’y a que trois des points P* qui sont distinets, et ceux-ci sont des
points d’inflexion. Enfin, §’il y a quatre points d’inflexion- rationnels
sur (7), tous les neuf points d’inflexion sont rationnels (cp. le numéro 3).
Sur la cubique (11) il y a, en debors du point d’inflexion & P’infini, les deux
points d’inflexion rationnels aux coordonnées X = 0, ¥ = +4(/ —3)%abe.

7. 8i m = 1, le point exceptionnel est un point d’inflexion. Alors il
faut que I'un des trois nombres a/b, afc, b/¢ soit le cube d’un nombre
rationnel. Si deux de ces nombres sont des cubes, il est évident que trois
points d’inflexion sont rationnels. §’il y a un second point rationnel sur
la cubique, ce point est normal, et alors la courbe admet une infinité de
points rationnels.

8i m est pair, il faut que le binome cubique & droite dans I’équa-
tion (11) ait un zéro rationnel. Donc le nombre 24-33-(abc)? doit &tre
le cube d'un nombre rationnel. Il en résulte que abe doit stre égal au double
du cube d’'un nombre rationnel. Alors la cubique est équivalente aux
cubiques (14) et (15).

Si spécialement m = 2, il faut que 1'un des nombres a/b, afo, bfc
goit le cube d’un nombre rationnel. Si aucun de ces nombres n'est égal
au cube d'un nombre rationnel, et si abc = 2k%, h rationnel, on a m > 4.

Supposons que m est divisible par 3. Dans ce cas nous appliquons le
Théoréme 1 dans [7] & la cubique (11). Celle-ci doit avoir trois points
Qinflexion rationnels. Alors elle est équivalente ou & chacune des deux
cubiques (13) et (13a), ou & une cubique de la forme

(16) ¥: = XoL R,

h étant un nombre rationnel. Si les cubiques (11) et (16) sont équivalentes,
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il faut évidemment que 2 contienne le nombre V' =3. Les points d’infle-

xion rationnels & distance finie de (16) ont les coordonnées X = 0, ¥ = 4.3,
Pour que m soit divisible par 3 il faut eb il suffit done quune des

deux conditions suivantes soit remplie: abe est le cube d’un nombre ra-

tionnel. £ contient le nombre ¥ —3.

8. Supposons que m est divisible par 4. Il y a deux cas différents
4 distinguer. Dans le premier cas nous adaptons le Théoréme 3 dang
[7]. En y posant 4 = 0 on voit que £ contient le nombre ¥ —3. D’apres
ce que nous venong de montrer, il faut done que m goit divisible par 3.
Alors Pordre m est divisible par 12. Aingi les possibilités m = 4 et m = 8
sont exclues.

Dans le second cas nous aurons & adapter le Théoréme 4 dans [7].
En y posant 4 = 0 on aura B = a} (en remplagant & par a,) et

e = aliall/i’;.

Done £ contient le nombre V3. Puisque la cubique (11) est équivalente
4 la cubique (15), on peut mettre ¢; = 1. Alors on aura

+d =Va+2 =V3+2V3.
On en conclut que £ doit contenir 'un ou Pautre des nombres
V3+2v3 V3—2v3

Cette condition est aussi suffisante quand abc = 2h3, h rationnel.

ou

9. Supposons que m est divisible par 5. Dans ce cas nous aurons
& adapter le Théoréme 5 dans [7]. Posons 4 = 0 et désignons par a une
racine de ’équation bigquadratique

a4 30— a?—
et par f la racine carrée du nombre

—190% —18a5+15a¢ +15a2+18a—19.

3a+1 =0,

Alors # doit contenir les nombres a et 8, et on doit avoir

abe = Bh?,
b étant un nombre dans 2.
10. Supposons que m est divisible par 6. Alors, il faut adapter le

Théoréme 6 dans [7]. Il y aura deux possibilités. On peut avoir le cas
que la cubigue (11) est éqmvalente 4 la cubique

(17) Y2 = Xs41.
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Alors il faut gue £ contienne le nombre Y =3. Puisque la cubique
(17) admet (au moins) 12 points exceptionnels rationnels dans ce cas,
on conclut que m est divisible par 12.

Dans le second cas il faut qwon ait & la fois abe = h3 et abe = 23,
ott b et h, sont des nombres rationnels. Cette condition est aussi suffi-
gante. Done le nombre 2 est le cube d’un nombre rationnel.

Supposons spécialement que m = 6. Dans ce cas la cubique (11)
ne peut pas &tre équivalente & la cubique (17). Done elle est éguivalente
3 la cubique
(13) oo+ it = 0.

Le corps # ne peut pas contenir le nombre V—3. En effet, tous les nenf
points exceptionnels de la courbe (13) sont rationnels, si £ contient V=3

Supposons que m est divisible par 7. Dans ce cas il faut adapter
le Théoréme 7 dans [7]. Posons A = 0 et désignons par & une racine de
Péquation algébrique

— 208711546 — 6168514355~

et par % la racine carrée du nombre .
—Q £ BOEL— TH2EL0 |- 54685"—9497258—}-77l24§7—166362§‘*+

+254364£5 — 275796644 208636 £5—105426£% 321485 — 4482,

Alors 2 doit contenir les nombres & et 7, et on doit avoir
dabe = nhs,

2016£3-4-166652—732¢ 4129 = 0

b étant un nombre dans £

11. Nous allons illustrer la discussion précédente par quelques
exemples numériques. )

Quand @ = K(1), il est bien connu que les cubiques guivantes réa-
lisent les cas m = 1, m=2 et la premiére catégorie du cas m =3:

(18) 22yt 32% =0
avec le point (1, —1, 0);
(14) 2+ Y 20 =

avec les points (1,1, —1) et (1, —1,0);

(13) @t - yd 428
avec les points (1, 0, —1), (0,1, —1) et (1, —1,0).

Quand # = K(/—3), la cubique (18) réalise la seconde catégorie
du cas m — 3 avec les points (1, —1,0), (1, —¢, 0) et (1, —¢*, 0), o¥
0*+o-+1 = 0; voir [9], Theorems 120-122. :
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Posons a = 1/3+2V§ et prenons £ = K(a). Alors la cubique (14)
réalise le cas ol m est divisible par 4; les points correspondants sont
@, -1,0), (1,1, =1), (t+a,1~a, —1-V3) et (1—a,1+a, —1—V3).
On a probablement dans ce cas m = 4.

Posons a = i/ 2 ot prenons # = K(a). Alors Ia cubique (18) réalise
le cas olL m = 6; les points en guestion sont (1, —1,0), (0,1, —1),
@,0, —1), (a, —1, =1), (1, —a,1) et (1,1, —a). Ce résultat est compris
dans Théoréme 4; voir le numéro 18.

12. En résumant quelques-uns des résultats obtenus dans ce para-
graphe nous pouvons énoncer le

TrkoREME 1. Désignons par m le nombre des poinis exceptionnels
rationnels dans le corps 2 sur la cubique

aw?+by®+-cz® = 0,

o a, b et ¢ sont des nombrés rationnels dans 2, abc ¥ 0. Supposons que
m > 0 et limité.

Premier cas. 2 ne contient pas le nombre V=3

8i aucun des mombres afb, afe, ble, abe, dabe nest égal au cube dun
nombre rationnel dans 2, le nombre m n'est divisible ni par 2 né par 3, et
on a m=B. .

Deuxidme cas. Si on ajoute auw conditions faites dans le premier
cas la condition swivante: # ne contient aucun des nombres a, f, & et 1, dé-
finis dans les numéros 9 et 10, le nombre m w’est divisible par aucun nombre
premier < 11, e on & m = 11.

Troisidme cas. 2 contient le nombre V—3.

Si emactement trois points dinflewion de la cubique sont rationnels,
on a m =3 (mod9). Dans tous les autres cas on ¢ m == 0 (mod9).

Si on y ajoute la condition swivante: Le nombre 4abe n'est pas égal
aw cube dun nombre rationnel, le nombre m est impair.

Pour obtenir des résultats plus ébendus il est évident quwil faub spé-
cialiser le corps 2. Dans ce qui suivra le domaine fondamental sera un
corps algébrigue.

§ 4. La cubique az®+by3+02® = 0 dans un corps algébrique simple

13. Dans la suite nous supposons que # est un corps algébrique
simple, e’est-a-dire un corps dans lequel le nombro des classes d'idéanx
est égal & 1. Nombre rationnel signifie nombre dans 2. Nombre entier
signifie entier dans £, 8i & est un nombre entier, tel que I’idéal () soit
un idéal premier, nous. dirons que & est un nombre premier (exception
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faite du corps K (1) des nombres rationnels ordinaires, ol les nombres
premiers sont positifs). Dans un corps de ce type on n’a pas besoin des
idéaux. Si a, B, y ete. sont des entiers, nous désignons par (a, f,y,...)
le ,,plus grand commun diviseur” de «, 8, y ete. Ce nombre n’est déter-
miné quia une unité prés. Nous éerivons (a, f, v,...) = 1 quand il n’y
a aucun nombre premier qui divise tous les nombres a, g, ¥ eto.

Soient @, b et ¢ des nombres entiers (dans £2) tels que abc =0, of
congidérons la cubique

(19) ax by ee® = 0.

11 est évident qu’on peut supposer que (a, b, ¢) = 1. On peut aussi suppo-
ger que aucun des nombres «, b e ¢ n’est divisible par le cube d’'un nombre
premier.

Soit P(x, ¥, #) un point rationnel (dans £) sur la cubigus (19). Alors
on peut supposer que les nombres », y et 2z sont des nombres entiers tels
que (z,¥,2)=1. On peut méme supposer que (z,y) = (#,2) = (¥, %)
= 1. Bn effet, si le nombre premier = divise I'un et Vautre des nombres
@ et y, il résulte de (19) que cz® est divisible par =%, Done # serait divisible
par m, ce qui est contre I’hypothése que (z,y,2) = 1.

Si nous posons
(@, b)=dd§, (b, ¢y = ffi,

ot d,dy,6 6, f et f, sont des nombres entiers fels que

(20) (ay 0) = oék,

(21) (@y dy) = (e,61) = (f, ) =1,
nous avons
(22) (ddy, eey) = (ddy, [f,) = (eey, ffr) = 1.

Si nous posons ensuite

(23) a = dd‘ieeial, b= dd?fﬁbu ¢ = ee}fﬁcl,

ol a,, b, et ¢, sont des nombres entiers, nous avons

(24) (€610, ffiby) = (ddy 0y, ffr0) = (ddyby, ee,6;) = 1.

Alors il résulte de (19) que #° est divisible par ddf, que y® est divisible par
ec: et que x® est divisible par ffi. Il faut done que

(25) o= ffim, Y =691, 2=dd%,

olt #,, y, eb #, sont des nombres entiers. En introduisant ces valeurs dans
(19) on aura, aprés avoir divisé par ddj;eelffi,

(26) Fhosi+e e b yi+ @ dye 8} = 0.
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Tci les coefficients f2f;a,, 6%e,b; et d®d e, sont premijers entre eux deux
4 deux. En effet, & cause de la symétrie, il suffit de montrer que (f2fa,,
¢%e;by) = 1. Il résulte de (22) que (ff,, e¢,) = 1. Soit = un nombre Premier
qui divise I'un et l'autre des nombres a, et ee;. Alors il suit de (26) que
d*dyc,2 est divisible par m. D’aprés (24) on a (ay, 6;) =1 et d’aprés (22)
on & {dd, , ee;) = 1. Done il faut que x divise #;. Alors y ¢t » seraient, toug
les deux, divisibles par . Or, cela est contre ’hypothése que (¥,2) =1.
Daprés (24) on a (g, b;) = 1. 8i @ est un nombre premier qui divise I'un
et I'autre des nombres b; et ffy, il résulte de (26) que d*d,c,2? est divisible
par m. Puisque (by, ¢)) = (ddy, ff;) = 1, il faut que = divige 2,. Alors »
et 2 geraient, tous les deux, divisibles par =. Or, cela est contre I’hypo-
thése que (%,2) = L.

Tl régulte de tout cela qu'on peut supposer dans (19), sans restreindre
la génédralité, que (a,b) = (@, ¢) = (b, ¢) = 1. _

Ainsi, dans la suite de ce paragraphe, nous pouvons supposer que les
coefficients a, b et ¢ de la cubique (19) sont assujettis aux conditions
suivantes:

Ils sont des entiers différents de zéro tels que aucun deus ne soit divi-
sible par le cube dun nombre premier. On a en outre

27 (@, b) = (a, ¢) = (b, ¢) = 1.

Deus cubiques de la forme (19) sont considérées comme identiques quand
elles sont relides par des transformations lindaires du type x' = 8w, Y = &y,
2" = e,2, ol &, & 6 & sont des unités dans 2.

Si P(#x,y,#) est un point rationnel sur la cubique nous supposons
dorénavant que @, y et 2 sont des entiers tels que

(28) @,9) = (@,2) =(y,2) =1.

Remarque. Il faut noter le résultat spécial suivant (comparez
[107):

8i la cubique a la forme

agP~+-7b Y2+ %2t =0, .
ol 7 est un nombre premier, qui ne divise ni @ ni by, elle n’admet aucun
point rationnel.

En effet, soit P(z,y, 2) un point rationnel satisfaisant aux relations
(28). .Alors i faub que » soit divisible par =. Cela entraine ensuite que ¥
est divisible par =, ce qui est contre la condition que (z,y) =1

14. Ta condition nécessaire et suffisante pour que la cubique (19)
admette un point d’inflexion rationnel, est que I’'un (au moins) des nombres
afb, aje, bjc soit le cube d’un nombre rationnel. Soit p.ex. a = by?, ol
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5 est rationnel. Alors, si on pose X = 7w, ¥ =y et Z = 2[yb, la cubique
aura la forme
(29)

Vu que (@, b) =1, il résulte de la relation a = by® que les nombres a, b

et 7 sont des unités (dans £), tous les trois. Supposons qu'on 2 en outre
a = ent, oL 77, est rationnel. Alors I'équation de la cubique peut s’écrire

X3 4-T8428 =0,

X3+ Y34 abeZ®

(299
.

ot Pon a remplacé Z dans (29) par;y—ﬁ— Z.
1

Soit donné le point rationnel P = P (%, y, 2) sur la cubique (19). Nous
supposons que P n’est pas un point d’inflexion et que le point tangentiel
de P n’est pas un point d’inflexion non plus.

Les coordonnées & # et [ du point tangentiel P, de P sont données
par les formules ‘

0& = w(by®—ce®),

8y = y(ce®— ax®),

o0 = z(ax®—Dy?),

(30)

ol 4 est un nombre entier tel que &, % et [ soient des nombres entiers
satisfaisant aux conditions

(&) =(&50=m0=1.

Par suite de nos suppositions sur P tous les nombres

(31)

sont différents de zéro. o

Soit & un nombre premier qui divise 8. Si = divise #, il suit de (30)
que » divise les deux nombres yez® et 2bys. Or, cela est impossible vu que
(®,y) = (#,2) = (b, ¢) =1. On a donc (8,s) =(8,y) =(5,s) =1. 1
faut par suite que
(32)
11 en résulte aisément, vu que az®4bys-4c2® = 0,

3ax® = 3by® = 3¢z® = 0 (mod d).

3 3 __ 3
x, Y, 2, bys—ced, c2®—ax®, av®— by

bys— 62® = 2% — an® = ag®— by® = 0 (mo0d ).

On en conclut, vu que (8, x) = (8,y) = (4, 2) = (a,D) = (a,6) = (b, 0)
=1, qu'on &

(33) 3 = 0 (modé).
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15. Soit P = P(®,y,2) un point rationnel sur la cubique, ot o,y
et 2 sont des entiers tels que (@,¥) = (#,2) = (¢, 2) = 1. 8i N (q) signifie
la norme du nombre a dans 2, nous appelons le nombre |N (xyz)] Pindex
du point P. L'index d’on poinbt rationnel est un nombre entier positit
dans K(1), sauf quand P est un point d’inflexion.

Supposons que P est un point exceptionnel, qui n’est pas un point
d'inflexion et dont le point tangentiel n’est pas un point d’inflexion.
Alors il résulte des relations (30) et (32) que

(34) |V (wye)] < |V (énd)l.

Vu que le nombre des points exceptionnels rationnels sur la cubique
ett limité, index de ces points a un certain maximum M. Si on suppose
que |[N(wyz)| = M, il faut donc qu'on ait

|V (ayz)] = |V (&nl)].
Alors il résulte des relationg (30) et (32) que les nombres

1
Syr—c),

| =

1
E(cz"-— ax?), (@a®— by®)
sont des unités dans £. Vu que & n’est déterminé qu’a une unité prés,

on peut supposer que le premier de ces nombres est égal & 1. On aura
done

1
E(bys—vcz*’) = —(2by*+an®) = 1,

(85) (—2a3°—by?) = B,

A

1 3
—(s—(cz?'——am )=

1
S(az—bys) = By,

ol B et F, sont des unités dans 2.

1l en résulte

(36) 1+E+E, =0
ot

3 3

an = -—1——2E,
(37) 3

—6—by3 = Z—I—E,

3

3%3 = —14H%.
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Supposons qu’il existe des solutions de la relation (36), et soit H, B,
une paire de solutions de celle-ci. Nous pouvons écrire

3
19 = E.aas’

3
(38) 2+E=3-Ala§,

. 3
—~1+4H = ’a";'zag:

ol A, A1, Aoy @y @, ©6 @y Sont des nombres entiers, fels que aucun des nom-
bres 1, 1;, A; Be soit divisible par le cube d’un nombre premier. Il en ré-
sulte qu'on peut prendre @ = A, b = A, et ¢ = A,. (Cf. la définition faite
au n°13 & propos de l’identité des cubiques.) Ainsi la cubique aura la
forme
(39)

et les points rationnels en question seront donnés par les équations
28 = a8, 4° = o} et #* = of. Pour une valeur déterminée de F nous aurons
une seule cubique et seulement les points rationnels P(a, a;@:; ¢ 0s),
olt p; = g, = 1 quand £ ne contient pas le nombre V=3, et ot g, et g,
sont des racines de I'équation o3 = 1 dans le cas contraire. Il y a ainsi
ou un seul point ou neuf points selon les cas. Cependant on ne peut pas
étre sfir que les points ainsi obtenus soient exceptionnels. Pour- décider
la-dessus il faut encore un examen additionnel.

Si on remplace dans le systéme (37) E par F,; on voit aisément qu'en
remplagant 3/6 par — 3/8 et en permutant b et ¢ et y et 2, on retombe
sur le systéme (37). Ainsi on aura la méme cubique et les mémes points
dans ce cas.

La relation (36) peut étre satisfaite quand 2 contient le nombre

V3. Bn effet, 8i g = $(—1+V—=3) on a 1+ g-+¢* = 0.

An® -2y 3+ A,2° = 0,

16. De ce qui précéde nous aurons le résultat suivant:

THEOREME 2. Soit 2 wn corps algébrique simple, qui ne contient pas
le nombre V —3. Désignons par m le nombre des points emceptionnels ration-
nels sur la cubique (19). Si la relation (36) est impossible dans 2 ow si elle
est satisfaite par une seule paire Qunités B et B, dans 2, on a m = 0, souf
dans les cas swivanis: St la cubique o la forme

(40) @t y3tc2d

ol ni ¢ ni 4o west égal au cube d'um nombre rationnel, on & m = 1. 8ila
cubique o la forme
(41)

0,

o +yi4-22° = 0,
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ot si le nombre 2 n'est pas égal aw cube dun nombre rationnel, on a m = 9,
Enfin, pour la cubique

(42) @4 yp28 =0

on am = 6 ou m =3, selon que le nombre 2 est égal au cube d'un nombre
rationnel 0% 10N,

Soit # un corps algébrique simple qui contient le nombre V—3, et soiy
m le nombre des points ewceptionnels rationnels swr la cubique (19). Si g
relation (36) mest satisfaite que par lo paire dunités o et ¢, ok o=
%(—1+Vj§), on a m = 0, sauf dans les cas suivanis: Pour la oubique
(40) om a m = 3. Pour la cubique (41) on a m = 12. Pour la cubique (42)
on a m = 9. Pour la cubique

(43) #°+ gy®+-g%e® = 0
on & m=9. :

Démonstration. Supposons d’abord que £ ne contient pas ¥V —3.
Si la relation (36) est satisfaite par une seule paire B, B, on aura un seul
point rationnel P(a, ay, ay). Si ce point est exceptionnel, son index a la
valeur maximale M. Alors Pindex du point tangentiel P, de P ost aussi
égal & M. Or, cela est en. contradiction avee le f2it que nous n’avons obtenn
guun seul point dont lindex est maximal. Donc P n’est pas un point
exceptionnel. Ainsi chaque point exceptionnel rationnel de la cubique
est ou un point d’inflexion ou un point dont le point tangentiel est un
point d'inflexion. Il est évident que au plus un seul point rationnel peu
appartenir & la dernidre catégorie puisque V—3 n’appartient pas a 2.
Un seul point d’inflexion peut étre rationnel, sauf dans le cas de la cubi-
que (42) avec trois points d’inflexion rationnels. On voit que la cubique
doit &tre de I'un des types (40), (41) et (42).

Supposons enguite que 2 contient le nombre ¥V —3. Alors, aucun des
nombres 2 et g ne peut &tre le cube d’un nombre rationnel dans 2. En

effet, considérons le corps K(@, 1/:—3—), ol O = %/Z et posons

6// == @ —1.

Les nombres &, ¢ et & sont des unités dans K qui satisfont 4 la relation
e ge' 4 ge’ = 0.

Done, la relation (36) sera satisfaite par la paire d’unités dans K

€=‘—'9-—@, a,:@——gz’

95’ 928”
B =T’ E1 = o

ce qui est contre 'hypothése faite dang le Théordme 2,

e ©
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Drune manidre analogue, considérons le corps K, (™) = K, (¢, V —3),
ot & est une racine de 1'équation &®—3e+1 = 0. Si on pose s, = —L—s¢,
on vérifie aisément que e, est une racine de léquation &+ 3ei—1 = 0.
Ainsi les deux nombres £ et &, sont des unités dans K, qui satisfont & la
relation (36). Pourtant, cela est contre T’hypothése fa.ite_@ns le Théordme 2.

On vérifie aisément que, dans le sous-corps K (¥ =—3), Ia relation (36)
rlest satisfaite que par la paire g, % :Alors il vient de (37)

3
— 3 —
6&% =

FV-s,

S by = 432 V75),

% oot = 3= 3£ V=3

Vu que les nombres ax?®, by® et c2® sont 1)rem1_'ff§ entre eux deux a deux,

il en suit que & est associé avec le nombre ¥ —3. Done tous 1&_ nombres

a, b, ¢, @, y et z sont des unités. Nogs_pouvons choigir 6 = ;\-1/*3, a =1,

b=3}—1£V—=3), ¢ = }(—1F V—3) et #® = y® = 2* = 1. En prenant

le signe supérieur on aura la cubique

(43) 234 py®+ 0%2% = 0.

Oette cubique admet les neuf points suivants rationnels en 2:
(1,1,1), 1,1,9), (1,1, 0%, (1, 0,1), (1, 0% 1), (1,0, 0), 1, e, 0%

(1, 0% 0), (1, 0% %)

Elle est équivalente en K 4 "3 a la cubique (42), qui adn}et ex_aetement
neuf points rationnels (en effet, ce sont les peuf points d’inflexion) fianfs
K(l/_:?_r); ¢p. [9], Theorem 120. Il en résulte que Jes neuf points indi-
qués ci-dessus sont les seuls points exceptionnels rationnels dans ﬂ. sur
la cubique (43). En effet, aucun des points d'inflexion de cette eubu’;lue
ne peut, btre rationnel dans le cas en question, vu que le nombre o n’est
pas le cube d'un nombre rationnel. ) .

Sur les autres cubiques chague point exceptionnel mmognel doit
#tre ou un point d'inflexion ou un point dont le poink tangentiel est un
point d’inflexion. Done la cubique doit étre de l'une des for:fnes (40),
(41) et (42). Dans le premier cas il n'y a aucun point d.e 1a deyniére caté-
gorie; dans le deuxiéme casg il ¥ a exactement neuf points .de cefte cat_é-
gorie; dang le troisidme eas il 0’y a aucun point de 1a {dermére catégorie,
vu que le nombre 2 n'est pas le cube d'un nombre mtionne‘l (cp..le numéro
6). Le nombre des points d’inflexion rationnels est égal A trois pour les
cubiques (40) et (41), et égal & neuf pour la cubique (42).
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17. La relation (36) est impossible dans K(1). 8i 2 est un corps
quadratique, on peut montrer gu'elle est possible seulement dang leg deux
corps K(V—3) et K(V5); ces corps sont simples. »

Traitons d’abord le cas d'un corps quadratique imaginaire. Lounité
B de la relation (36) doit satisfaire & une équation de la forme

B LB+ =0,

ot & est un nombre entier ordinaire. D’aprés (36) le nombre By, = —1_f
est une unité, qui satisfait & 1’équation

(By+-1p—h(B+1)-+1 = 0,
d’olt
B (h—2)1,+2—h = 0.
Il faut done que h =1, ¢’est-a-dire
B =}(~14+V3).

Cependant, le cas du corps K(l/?3) o8t compris dans le Théordme 2.
Traitons ensuite le cas d’un corps quadratique véel. L'unité B de la re-
Iation (36) doit satisfaire & une équation de la forme

B+hE41 =0,

olt k est un nombre entier ordinaire. D’aprés (36) lo nombre B, = —1—F
est une unité, qui satisfait & Péquation

B — (h—2)B,4+1—h+1 = 0.
On aura done k=3 ou h = —1, cest-A-dire
ou E=4}—3+V5) ou I =3}1L1V5).

Dans le premier cas on obtient de (37)

%aw* = 27F 1/5,
(44) -?ébz/“ = $(14+V5),

—35~cz3 = §(— 5:}:1/5).

on voit de 14 que § ne peut pas étre une unité. Done § est associé avee lo
nombre 3, et tous les nombres g, b, ¢/V5, w, y et 2 sont des unités. Alers
1ous pouvons prendre 3/8 = §(41—V5), ¢ = V5 et ¢ = 1, ce qui entraine

6@ =}(£3—V5) et by = }(F3-V5).
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Nous pouvons choisir B ~
@ =3}+3—V5) et b=3}F3-V5).

On aura aingi ® = ¥ = 2 = 1, et la cubique sera
3(£3—V5) w5+ 3(F3—V5)ys+V528 = 0.

g elle admet un point exceptionnel rationnel (dans K(l/g N 1’ind<?x a son

maximum pour le point P = P(1,1,1). L'index de P est égal' % 1. Les

coordonnées di point tangentiel P, = Py(&, 9, {) de P sont évidemment
§=1, n=4-3+V5), =311FV5).

L’index de P, est aussi égal & 1. Déterminons ensuite le point tangentiel
P, = P,(&1,m, §1) de P;. Les coordonnées de ce point sont données par

les équations _
8,8 = ¥(£17—7V5),

Sy = 3(—83£37V5),
8,8y = H(F 743VB).
Il en résulte que &, est une unitd, et on aura
Index, (P,) = | N (£;miy) = 121.
On en conclut que ni P, ni P ne peut &ire exceptionnel.

Dans le second cas on a B = é(l;i:l/ﬁ_), ot on obtient de (37)

%awa = ~—2:Fl/g,
3 -
St = H5475),
%czﬂ = }(—14V5).

Oependant, en remplagant dans ces équations VB par —V5 et 3/8 par
~3/6 et en permutant b et ¢ et y et 2, on retombe sur la systéme (44)
que nous venons de traiter. -

11 résulte de ce qui précdde:

THROREME 3. Soit 2 un corps quadratique simple différent de K(V ——‘3 )
Désignons par m le nombre des poinis exceptionnels mtionnels‘ sur la cubique
(19). Alors on @ m = 0 sauf dans les cas suivants: St la cubique a la forme

234yt o2t =0,
ol ni ¢ mi 4o west égal au cube d'un nombre rationnel, on & m = 1.
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8i la cubigque & la forme
g2 = 0,
on & m =2, et pour lo cubique

P yd-ad =
on & m=3.

18. Soit £ un corps cubique & discriminant négatif. Nous supposons
qu'il est réel.

Noug allons d’abord établir le résultat suivant.

LEMME 1. 8% O est une racine d'une des équations

0r=2, O+0*=1 O6°+0=1 G*+0°4+0 =1,
le corps cubique engendré par O est simple, o'est-d4-dire, le nombre h des classes
didéaus est égal & 1.

Démonstration. Dans le premier cas le diseriminant de @ est égal
& —108. Vi que 10 < V108 < 11 on aura % examiner les nombres pre-
miers 2, 3, 5 et 7 pour déterminer le nombre h des classes A’idéaux. On a
2=0°% 3= (0-1)(0+1)} 5 =(0°4-1)(—02+20+1), ol (0),(0+1),
(0°+1) et (—O*+-20+1) sont des idéaux premicrs. L’idéal (7) est un
idéal premier. Donc on a h = 1,

Dans le deuxiéme cas le discriminant de @ est égal & — 23. I suffit
donc dexaminer les nombres premiers 2 et 3. On voit aisément que les
idéanx (2) et (3) sont des idéaux premiers. Donc on a h = 1.

Dans le troisiéme cas le digcriminant de @ est égal 4 —31. Il suffit
done d’examiner les nombres premiers 2, 3, et 5. On vérifie aisément que
les ‘déaux (2) et (5) sont des idéaux premiers. Outre cela on a 3 = (146)x
x(2—0+67). Donc on & % = 1.

Dans le quatriéme cas le diseriminant de @ est égal 4 —44. Il suffit
done Q’examiner les nombres premiers 2, 3 ot 5. Dans ce cas les idéaux
(3) et (5) sont des idéaux premiers, et idéal (2) est le cube de Pidéal
(1—6). Done on a b = 1.

_]_)a.ns £ il y a une seule unité fondamentale, ¢t nous Ia choisigsons
Dositive et < 1. Nous avons besoin du lemme suivant:

Levme 2. Soit n Punité fondamentale dans 2, 0 < n<< 1. Alors le
nombre 1—1 est une unité seulement quand » est une vacine (véelle) de Pune
ou de Vautre des équations
(45) Byt =1 e 2tz=1.

La, racine devchacﬁme des ces éguations est Punité fondamentale dans le corps
qu flle engendre. Pour la racine O de 1o premiére de ces bquations on ¢ § < @
<3 ¢ pour la racine O de la seconde équation on a 1 <0 <.
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Pour la démonstration je renvoie & mon travail [12].
Congidérons maintenant la relation .

(46) 1+ E+E, = 0.
Vu que I'une des unités E ot B, doit étre négative, nous pouvons supposer
que B = —7™, olt NV est un nombre entier ordinaire, positif ou négatif.

Alors il résulte de (46) que 1—7 est une unitéd. Par conséquent, d’apres
Lemme 2, 1a relation (46) est impossible, sauf dans les cas dans lesquels
2 est engendré par une racine de une ou de l'autre des équations (45).
Supposons ensuite que 2 = K(0), ol O est la racine réelle de 8°+0 =1
ou 1 racine réelle de @346 = 1. Posons H = —OV et B, = +0™, N et
M étant des nombres entiers ordinaires. Il faut distinguer plusieurs cas.
1° B, = —0"; N > M > 0. D’aprés Lemme 2 on 3 6 <} quand
@°+02 =1 et @ <3 quand @*+0 = 1. Il en résulte aisément que

oo™ <1,
gauf dans les cas suivants: N =3, M =2 et N =05, M =1 quand
02402 =1; N =3, M =1 quand @36 = 1.
20 B, = —O0™; ¥ < 0. Ce cas est impossible vu que ¥ >0 >1.
3° B, = @™; N > 0. Ce cas est impossible vu que 67 <6 < 1.
4° B, = O™, N = —N, et M = —M,, oli M, et N, sont positifs.
En multipliant la relation (46) par 6™ nous aurons

M 146" =,

Or, nous venons de montrer que cette relation entraine que N, > M,
(deuxiéme cas). D’aprés le premier cas on aura donc: Les deux possibi-
lités Ny =3, N, —M, =2 et N, =5, N, —M, =1 quand 6*4+6* =1;
la possibilité N, = 3, Ny— M, =1 quand @+ 6 = 1.

Les solutions de (46) dans les deux corps K(®) sont ainsi données
par les relations suivantes:

1—02—6% =0, 1—60—0° =0,

(47)

1—0734+0 =0, 1-07°4+607* =0,
et -
(47) 1-0—60° =0, 1—07%407 = 0.

Dans (47) le discriminant est égal & —23, dans (47') il est égal & —31.

Soit 2 le corps K(0) ou @*++60* = 1. Dans ce cas il y & les possibi-
lités suivantes pour H: —@°, —@*, —6°, —0, —0~*, 7', —O° et 6"
D’aprés ce que nous venons de dire au numéro 15, il suffit d’examiner
les quatre cas: Bl = —6% B = —0, E =07 et BE= —0"°

Acta Arithmetica Vv, =
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Premier cas. Quand F = —@?% nous aurons

- 3 3
» %—cm’ =0, -(;b[r/B = 20", —(S—cz3= —1—6?,
olt N(2—0?%) =17 et N(1+460% = 5. Il en vésulte qu'on peut choisir

%:1, a=0, b=2-0° o= —1-6

correspondant au point ¢ =y =2 = L.
Deuxiéme cas. Quand T = @~ nous aurons

3 3
ims,@z = —1—60* —bf-0*=2-0% —0'=0".
8 é é
On peut done choisir
—_== @—2, o = —1—-@2, b = 2“@2, [ @7,

correspondant au point # =y =2 = 1. Cependant, en permutant =
et z ot 4 ef ¢ on retombe sur le premier cas.

Troisidéme cas. Quand ¥ = —0O, nous aurons
3 3 3 -
'56%03 = —1+2@, —gbf‘/s == 2——@, ——6—023 = —0 2,

olt N(20—1) =5 et N(2—6) =11. Il en résulte qu’on peut choisir

3
3 1L, a=-1420, b =2-0, ¢= --‘@"2,
correspondant au point # =y =2 = 1.
" Quatriéme cas. Quand # = —@~5, nous aurons
3
Eam‘-@‘ =0 ::—bys-@‘* =1-—20, %m“-@s =0-2.

On peut done choigir

3
3= -0, 4= -0 b = —1+4+20, ¢=2-0,
correspondant au point @ =y =z = 1. Cependant, on remplagant »

bar 2, @ par ¢, y par @, b par 4, £ par y et ¢ par b, on retombe sur le troi-
sidme cas.
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11 est évident que les deux cubiques que nous avons obtenues dans
le premier cas et le troisidme cas, sont différentes. D’aprés la discussion
au numéro 15 on conclut que les points P(1,1,1) ne sont pas exception-

nels.

Soit ensuite £ le corps K(@) ol @*4-0 = 1. Dans ce cas il y a les
possibilités suivantes pour I'unité EB: —80, —6°, —07° et 672 I suffit
d’examiner les cas B = —@ et H= —0Q°,

Premier cas. Quand # = —@, nous aurons
3 3 3
—50;903 = —1+420, —gbya =2-0, 3-023 = —1-0,

ott N(—1+420) =38, N(2—0) =9 et N(140) = 3. 11 en résulte qu'on

peut choisir
3
Fl

correspondant au point ¥ =y =2 =1.

=140, a=06% b=1-0+6", =1,

Deuxidme cas. Quand F = —0@~3 nous aurons
%aws-@s =146, %bgf-@’ =1-20, %cz’-@“ = —246.
Qn peut donc choisir
%= —07—07%, a=-1, b=6% ¢=1-646

correspondant au point # =y =z = 1. Cependant, en remplacant x
Dar 2, ¢ par ¢, y par @, b par a, 2z par y et ¢ par b, on retombe sur le
Ppremier cas.

D’aprés la discussion au numéro 15 on conclut que le point P(1,1, 1)

n’est pas exceptionnel. Ainsi nous avons éfabli le résultat suivant:

THEOREME 4. Soit 2 un corps cubigue simple & discriminant négatif.
Désignons par m le nombre des points emceptionnels rationnels sur la cubique
(19). Alors on a m = 0, sauf dans les cas suivanis: Si la cubigue a la forme

(48) o3+ yitee® = 0,

o ni ¢ ni 4o nest bgal au cube d'un mombre rationnel, on am =1. 8i la
cubique a la forme

“) @* 492420 =0,

6t si le mombre 2 m'est pas égal au oube dun nombre rationnel, on a m = 2.
i la oubique a la forme

(50) 2 +yi+et =0,
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on am =6 ow m =3, selon que le nombre 2 est égal aw cube dun nombre
Fationnel ou non.

En effet, il résulte do co qui précéde que chaque.point exceptionne]
rationnel de la cubique est ou un point d'inflexion ou un point dont le point
tangentiel est un point d’inflexion. Par conséquent, le seul point excep-
tionnel rationnel de la cubique (48) est P(1, 1, 0); les points exception-
nely rationnels de la eubique (49) sont P(1, —1,0) ot P(1,1,1); ceux
de la cubigque (80) somt P(L, —L, 0), P(L, 0, —1), P(0,1, -1)7 et i
2 = a3, a rationnel, il fant y ajouter les points P(1, 1, —a), P(1, —q “1)
ot P(—a,1,1). .

D’aprés le Lemme 1 les corps engendrés par les racines de chacune
des équations @° = 2, @°+@* =1 et 6*+6O = 1 sont simples.

19. Dans un travail qui suivra bientdét, nous allons continuer nog
recherches sur les points exceptionnels rationnels de la cubique

(b1) ax®-byd o2 = 0.

Nous allons traiter les cas suivants: 2 est un corps cubique simple & diseri-
minant positif. £ est un corps biguadratique simple, tel que tous les corps
conjugés soient imaginaires. 2 est un corps algébrique dans lequel le
nombre h des classes d’idéaux est égal & 3. Nous allons aussi établir quel-
ques résultats dang le cas que le nombre h est quelcongue.

On doit & Hurwitz un résultat relatif au nombre des points rationnels
sur la cubique

(52) an®+ by® - 623+ dwye = 0,

01j1 4 b, ¢ et @ sont des nombres entiers (dans K(1)), tels que abe ne soit
dhvmb}e par aucun carré > 1; voir [10]. Vu que le nombre des points
exceptionnels est limité, son résultat peut &tre énoncé de la maniére
suivante:
, 1° 8i tous 1es.nombres ladl, |ag| ot |be| sont > 1, la cubique (52)
n'admet ancun point exceptionnel rationnel.
2° .Sl a=>b=1et¢>1la cubique admet un seul point exception-
nel rationnel, sauf dans leg cas de d = —o2 o d = --4e-1, ol elle
admet exactement deux points exceptionnels rationnels.
o
8°8i a=b=0=1, la cubique admet cxactemont trois points
exceptionnels rationnels, sauf pout-&tre dang les cas de d = 1 et d = —b.

.Oe résultat & é66 complété par Mordell qui a montré que chacune des
cubiques '

4y -+t L aye = 0
23+ Y3420 — Bopye = 0

et
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admet exactement six points rationnels dans K(1) (voir [13]). Ces six
points sont forcément exceptionnels.

Plusieurs des résultats obtenus dans ce Mémoire sur la cubique (51)
peuvent étre considérés comme des généralisations du théoréme de Hurwitz.

i nous appliquons le Théoréme IIT du numéro 4 & la premiére partie
du théoréme de Hurwitz nous aurons:

THEOREME 5. Si tous les nombres |ab|, |ac| et |be] sont > 1, la cubi-
que (52) nadmet aucun point exceptionnel dans wn corps algébrique, dont
le degré west pas divisible par 3.

Dans un travail qui va guivre, nous allons établir d’autres résultats
sur la cubique (52) dans un corps algébrique.
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