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On final observation: The quantity ¢, defined in (22) may be shown

to be
(-q)6 -1z
1) gpo-
Y4

for all values given in Theorem 3.
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Verwendung der Zeta-Funktion beim Sieb von Selberg *
von

W. FLucH (Wien)

Einleitung. Ziel dieser Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes
(siehe Seite 402): In jeder arithmetischen Reihe km+1,0 <1 <k, (I, k) =1
gibt es eine Primzahl oder eine aus zwei verschiedenen Primzahlen bestehende
Zahl, die < T°F dst (k > To(e) und & > 0 beliebig Klein, fest) (vgl. die
TuBnote auf Seite 402). Wir fithren die allgemeinen Formeln gleich fiir
s-tupel von Primzahlen aus, spezialisieren dann aber auf s =1 (bel
variablem %, Seite 388).

§ 1. Allgemeines. Die in [6] skizzierte und z. B. in [3], Xp. IT, §3
bzw. in [11] niher ausgefiihrte Siebmethode wollen wir hier (in §2)
soweit wiedergeben, als wir sie bendtigen, da sie die Grundlage fiir alles
folgende bildet. Dabei beschrinken wir uns gleich auf Zahlensysteme
der Form am-+Db;, 1 <i<s, 1 <m <N, s und N natiirliche Zahlen,
a;, b; ganz. Weiters moge fir diese gelten: (a;, b;) =1, a;by— apb; < 0
fiir ¢ 5% k; damit ist auch

(1.1) B = H o
1<i<8 ICi<hgs

Sodann bilden wir die Zahlen

(@;bp— agb;) # 0.

8
(1.2) = [ [ lasm-+0il,
i=1

die im weiteren an Stelle der s-tupel untersucht werden. Vorerst einige
Bezeichnungen und Bemerkungen: mit p, ¢ bezeichnen wir durchwegs
Primzahlen; mit o(d) die Anzahl der mod d verschiedenen Restklassen,
die die Kongruenz

(1.3) Ny, = 0(modd)

* Die vorliegendo Arbeit stellt einen. Auszug aus meiner Dissertation dar. Herrm
Prof. K. Prachar moehte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit, wertvolle Hinweise
und die Durchsicht des Manuskriptes meinen aufrichtizen Dank aussprechen.
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erfiillen. o (d) ist eine multiplikative Funktion und es gilt stets o (p) < s,
und o (p)=s fiir p~+B. Wir setzen voraus, dal stets o (p)<<p gelte. Dann ist

1\ -(e-aim) 1\~e)
s~ [ 2
»

2| B

dabei ist das zweite Produkt iiber alle Primzahlen zu erstreeken. Wegen
(1—=1/p)® = 1—w(p)/p ist der zweite Teil des Produktes

4 =[]a—1/p)P1-owm)ip) < 1.
7]

Da 4 ein absolut konvergentes Produkt darstellt und jeder Faktor 40
ist, ist auch A 5 0. (Die iiber die a; bzw. b; gemachten Voraussetzungen,
die wir 2lso kurz mit F 70 und S(E) # 0 zusammenfassen kénnen,
sind sozusagen notwendig fiir die Existenz unendlich vieler Primzahl-
-s-tupeln im obigen System. DaB sie auch hinreichend sind, konnte bisher
noch nicht bewiesen werden.)

Wir betrachten die Folge der Primzahlen

(1.5) Pr< P < e < Py L2,
wo z und @ spéter genauer bestimmt werden; es gelte jedenfalls N~
<2< N und @ <sf(s+1) < 1. 8el N(z, 0) die abzuschiitzende Anzahl

der 7, die durch keines der p; teilbar sind; dann ist die zugehérige ,cha-
rakteristische Funktion” definiert durch:

1 wenn #,==0(modp;), 1<i<r,

1.6 Ny) =
(L16)  plitm) 0  wenn mindestens eine Kongruenz erfilllt ist,

und man erhilt

N
(L7) Nz, 0) = Y o).

Ms=1

Wir erwihnen schlieflich noch: ist d = g;...¢q,, wo die ¢ (verschiedene
Primzahlen) aus der Menge der p; sind, dann gilt fiir die Anzahl der iy
die der Kongruenz (1.3) geniigen,

o(d)

(1.8) 8; = — "N+ Ry, |Ri < w(d).
Weiters setzen wir
d
1.9 d) = H
(1.9) f{d) o)

f(d@) ist multiplikativ und F(1) = 1.
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§2. Die Methode von A. Selberg. (a) Zur Abschitzung der An-

zahl N(2,0) nach oben versuchen wir jetzt Zahlen 0a 80 zu bestimmen
dag gilt ’

2.1 n - )
(2.1) () < %T(nm) 0d-

wo die Summation tiber alle Teiler ¢ von qu--. @ zU erstrecken ist, wenn
Ny, = 0(modq,), 1 <4< t, ist. Dazu werden die og S0 gewihlt, daB wir
haben (vgl. 1.6):
(2.2) Z o =1 wenn = O(modp;), 1<4<r,

= () 20 wenn mindestens eine Kongruenz erfiillt ist.
Nach A. Selberg withlen wir

(2.3) 0= D gy,
d=[dy, ds]
(wobei [...,...] wie allgemein iiblich das ki gem. Vielfache, (...,...)
den gr. gem. Teiler zweier Zahlen bedeutet), und haben
2.4 = ol
(24) 4?(%) € {;?"m) Ad} :

Nun setzen wir A, = 1, A3=0 fiir d > l/;; dann ist gz =0 fix d > 2 (da
in diesem Fall d stets einen Teiler d, > V hat). Somit ist

N N
2. 60) = . ol
"V(“‘v 0) Z:‘P(nm) <g§(w Qa = %’gd}(—(l)- + %:Rdgd

m=
<z aw
und daher
(2.5) oy <N Y )
Nz, 0) < d%f(d) +g1Rdl leal
ab ap

r
wobei D =[] p, ist.
i=1

(b) Abschétzung nach unten. Analog zum Fall (a) soll hier
durchwegs )
(2.6) P (1) > %m» 0

gelten (die Summation ist die gleiche wie bei 2.1) und es mogen die g4
S0 gewihlt werden, daf
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. =1 wenn R,s=0(modp), 1<i<r,
(2.7) -;("m) ta <0 wenn mindestens eine Kongruenz erfilllt ist.

Dazu setzen wir

o= 1, gg = - E Ay Ay
d={dy,d;
al(&xldz%]

und erhalten (unter Verwendung der ,2Summation nach der gréften
Primzahl” (1))

L -

a>1 d={d; & i=1 d=vg q; d=1d1,d3]
> B N TN
wnd dabei ist ¢ die groBte Primzahl, die d teilt; v, bezeichne einen Teiler,
welcher nur aus Primzablen < p besteht. Aus dy = ;" iy do = vg;+ 4 Tolgt
vy = [y Vs - Somit
i

i R
; o) 9 = L—:'YJ D PR DI

=1 g vui—:[ul’li,u’a'i] =1 vy
d. h.
1 2 . 3 2
;(nm) g =1— Mql]fl_ {Aﬂz - 141(12} e {lqﬂ‘ - "anl...qt} .

Fiir jedes pe{py,..., P Wwird nun i, =1 gesetzt. Weibers 4, , = 0 fir
Yy > V%:zp. Also wird gz=0 fiir d >z und wie verlangt ist stets
Dngfa < 0 Dzw. 1. Wir erhalten

r

N N .
Qa 1
= =N —_— R,
N(z, O) m;(p('nm) > mél dg o 0q = 2 2 ) + d;” 404

und daher auch die zu (2.5) analoge Ungleichung

. Nz, 0) =N -2 N Ry jeal-
(2.8) (2,6) > é’m gulmx

Auf die weitere Durchfithrung der Abschitzung nach oben kounen wir
verzichten, da diese in der inzwischen erschienenen Arbeit von XKlimov
[13] ausfithrlich behandelt wird.

1) Das soll bedeuten: ist ¢ die groBte Primzahl, die d teilt, so wird iber alle
Teiler dy, ds von & summiert, die Vielfache von ¢ sind und fir die [dy, &) = d gilt.
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§ 3. Die Abschitzung nach unten. Wi
s . Wir gehen von der i
(2.8) aus und missen das Maximum des Aufdruckes o Uneleishng

(3.1) 0 Yt
£ 1)

bestimmen. Setzen wir fiir die g,

die von uns gewdhlten W i
. > g en r
erbalten wir 2 erte ein, so

N1 o\ N
M N M NN G
— &)  f(1) =2 IEI.;;-.’_;J FOmp-p)

1 v 1
-1 Bj - \1 - I . "
b - Ay Atop

= 7(p) . ' f(vp) ‘—‘5 bt

= » 7'1)=["‘:r)”'§]

=1 Vg N\ e
ST 5 o 1
n=g 27]
Nun gilt aber
(3.2) F(lvpy 9 ]) = Tl ) |

oy )
denn ist % =(1}2;’v2’]’)’ s0 haben wir mit ,”éz 5;’6, v;/ = und

(6p) &) =1: o

Tl () k) f (& k) g
' 2;‘(Zc)zo N pf(k)p = f(&) (& b) = f(& & k)

=1 (3’%) — 1{[, 95D-

Wir fiihren die (multiplikative) Funktion f,(d) ein, die definiert ist durch
f(m) ==dZ/1(rl) und erhalten damift
.

(3.3 I ¢ _ o\ L O gy
) %ﬂd) = 2T 2 Tl > b

a P<Pp ”
P vp=[v; Wil dj (y'p, ,.1;)

_ 1 . ot p)2
] v—ém)‘véfl(%){ Z f(f;)}'

*p [I’i, ,vbgzp

Acta Arithmetica V.
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Setzt man zur Abkirzung
7 At op
3.4 Yo, = Z il
(3.4) o Foly”
vp|ub,vb<za,

so ist das Minimum des Ausdruckes Zfl(v,,)yfﬂ mit der Nebenbedingung

<Ry
(8.5)
T Doy Ay Ap
Vo) Yn, = () T = = > ul(d) == =1
Z”( o)y _>J G Fom) TCARP] T
rp<Fp "p<Fp vplig, < iy,

wbgzp

zu ermitteln. Das geschieht am einfachsten durch Anwenden der Schwarz-
schen Ungleichung auf (3.5): (nach einer Idee von P. Turdn)

=3 i ) <(> —;f(()’ [P

<ty f () p<Pp T Yp<p

wo das Gleichheitszeichen nur stehen lkanmn, wenn:

9,
(3.6) plrg) _ Ny Hiir 2lle 3, < 2.

f1(7p) B
Aus der Nebenbedingung (3.5) ergibt sich dann sofort

2
. (w)
(3.7) 7= 32—z,
< CY)
ulvp) g . 1 2
und daher y, = Zyt, sowie fi(m)y: = Zy', also —_—
? " filp) P p;; Rt ,KZ, 1(@)
1
—1— Y- .7;'. Nach (3.4) ist
= 1)
/lv Moy D 2,,, 0
Yy oy = ? ~’;”~,——- und 2T = V w(my)y,
o = flp i) Fog) ~, s, MU
pi™ : =1
(m;,,rﬂ)=1,m1',‘<zp/rp
d. h.
- 2 2 Il -
B8 Ay = ) L2k NV ) ( £ (1‘7)) 1
f1(vp) o F1(myp) f1(vp)
(m,,,u;jJ{ W<t
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Wir sefzen nun g, = p*p, d.1.

lgz, 2
(3.9) Uy = 8% _ i(lg - 1)q
lgp 2 \igp

und machen fiir Z, den Ansatz (wir folgen hierin, sowie in der Methode
zur Berechnung von Z,, der Arbeit [11] von Vinogradoff)(2):

. 7 1 1 1—e(up)
3.10 Z, = 14— —&(uy)- = R
(3.10) » q];a]( + fl(tI)) &(up) ql;l(l_r fl‘q)) 7

wobei

o e [ ]l

a<p a<p

wegen f,(q) = f(¢)—1. Verwendet man 3.10 in unsrer letzten Gleichung

o Qa
fiir ——, $0 hat man
2 7@y

0a R I, — e(uy) ( 1)
. — . = 1——]|—R(z, 0),
25 2T 2 e Tt~ ) R O
mit
17, &(up)
3.12 R(z,0) = o &)
3-12) (% ) 7o) T—s(uy)

<P,

Die Ungleichung 2.8 lautet nun so:

1) 36,02 ¥([ ] (1~ 7] re o)~ 3\l

D<D, d<e
Fir ein beliebiges d = g;...q; ist [Ry] < w(d); sei v(d) die Anzahl der
Teiler von d, so ist 7(d) = 2° und w(d) =w{g) ... ©(g) < § = {7 (d))s*re,
Weiter gilt (nach 3.8) |44/ <v(n) d h. joal < 7*(d) *(d) = 7*(d) und
damit,

2 | Ral eal éZ{r(d)}“ﬂg"ﬂﬂl < Z{T(k)}”ﬂvﬂﬂl,

ase asz k<s

(*) Die Definition (3.10) gilt auch fiir beliebige reelle Zahlen o < 2. Fir P'<
< @ < p’ ist [z konstant d. h. &(ug) monoton wachsend. Wenn x = p’, 80 ist £{uz)
erst recht (sprunghaft) wachsend und daher (u) monoton abnehmend fiir wachsen-
des u. .
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wo % iiber alle natiirlichen Zahlen <z liuft und [#] die gréBte ganze
Zahl aus 2 bedeutet. Zur weiteren -Abschitzung verwenden wir das

LeMMA 1(%). Sei (k) die Ancahl der Teiler von %, und x >2.
Danwn gilt fir jede natirliche Zahl n

(3.14) D) < ¢ 2(iga)s,
k< .
wo a, = 2"—1 und ¢, > 0 eine (nur von n abhdngige) Konstante ist.
Beweis. Durch vollstindige Induktion nach 7. Siehe dazu [3],
Kp. I, § 5, Satz 5.2 und 5.4.
Mit (3.14) erhalten wir

D) Ral-leal <o(s)-2(lge), o = 2%+l 1 <3957,

a<e
Wiblt man also z=N[(1gN)F, so wird 3'|Byl|es = O (N/1gN)*) (wo
i<

die Konstante in O nur von s abhiingt) sobald nur g > a+s+1, z B.
p = 33s.

Wir beschrimken uns von jelet ab auf den Fall s= 1, lassen jedoch
a, =k mit N wachsen. Statt =, = a,m--b, schreiben wir wie itblich
Ny = km—+1, mit 0 <I <k, (I,B)=1,1<m<N. Bs ist dann B =k
und

1 fur pYE,

w(p) = ;

0 fur p|k.

Also S(k) =[](1—1/p) = Eklp(k) und es gilt S(k) = O(lg,k). Alle
Dk

Abschatzungenl miissen im Folgenden so durchgefithrt werden, daf die
Konstanten in den 0-Gliedern von % unabhingig sind. Um nun R(z, 0)
zu bekommen, berechnen wir (mittels komplexer Integration) Z, d.h.
letzten Endes &(u,). Dazu brauchen wir jedoch eine Reihe von Hilfs-
sétzen.

§ 4. Einige Hilfssiitze.

LemuMa 1. Bs gibt eine absolute Konstante ¢ > 0, sodaf im Gebiet
02 1—0y, oo =cf(lgt'lg,t'* fir die Punktion (o) die Abschit-
zungen gelten:

Rlotit) = 00gt), ¢ =pl+e, 11> 1;

! )[), [t < 1.

(o) =0 (m

(*) In viel allgemeinerer Form bei Van der Corput, Proc. Kon. N ed. Akad.
Wet. Amsterdam 42 (1939), S. 547-553.
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Dieser Hilfssatz ist bekannt; sein Beweis ist z. B. im Lehrbuch [10],
Kp. III, IV, zu finden.

LemMMa 2. Wenn w = o+t ist, mit 0 < [t| < ™" = 1" 2 >05>
> 1—}o,y, wobei oy = (12T -1g,2T"¥* ist, so gilt fir die Funkiion
(w, x) = IT (141/g%):

<z

T (w)

Ow,z) = ™ (10w, ).
;) £ (600, )
120 it
Dabei ist y(w, v) = f o dt und O(w, x) st eine stetige Funktion
u—1it

im angegebenen Gebiet und in diesem gilt fiir sie die Abschétzung:

5__
10 (w0, )| = O (e ).
Weiters haben wir (mit w = o+ 1it):
‘ﬂl_d

| L) L ——.
o, ol <

Der Beweis dieses und des folgenden Lemmags ist der Arbeit [11],
S. 59-63 und 8. 69-71 zu entnehmen.

2
In den folgenden ILemmas sei durchwegs p > po= exp{ﬁligg z}
2

vorausgesetet.

LeMMA 8. Wenn w=1—0-+ia, mil—V3 < a< Vs und §=1[lgp,
dann gilt fir die Funktion II(w, ) genauer:

£ (w) 1
. o, yldgp) 2L/ | —
I(w,p) = —e™-e Z{2w) (1+ 0 (lgp»’

o
wobet w = Z-——‘l——, y die Bulersche Konstante,
nin
n=1

t |2

weosy— sing . £8ing +cosw
= i = e
u(t) = eof ey o) eof s ,
und y(t) = u(f)—iv(t) ist.
LEMMA 4. Ist w = — 6+t mit 6 =1/lgp, so gili

(14w, p)l = O(T(A+it, p)).
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i i vegen
Beweis. Wir haben weg

¢ (=17 =g+ g1 (1+ %) - exp{ ) —lv+ 0(1)},
o= [ (5 35 - 0] Sl o) A P

i = 3<a<w 3I<a<y
also
- S Tos = P
P o
q<n
’ 1 1\
. i [T~ [T ol
= II(1+41t, ?’)‘Cn'eXP{ Z lg (1’|‘ Hzt_l‘l)} & o
3<q<p Nun ist
2°—1 1, ,
Nun ist aber |ef <e, da 21“‘_{_1‘ —1, und ——q;ﬂﬂ_{_J <1 fir H (1~ o] ) >H (1._ q3/2) e >0,
q= 3, also Ilq<|’;) 41q<|];J

und weiter

| ]
¢ — g4q
1g(1+ L. )‘ D) +0(1)_0( ——)+0(1)
2l <4 P [ (o4 ) = on 2 o).
= 0(6lgp) =0(1), w.z.b.w e e !
LemMA Bab. Sei w = o+it, o = —}oy mit oy = of/(lg2T -1g, 21 Die Summe zerlegen wir in zwei Teile
(Il <T). Dann gilt (30, = 07)
1 o1
1 Loy [ AN
) fir 31(2*705?7”’):“(14'4—_’1‘!1 w)(l‘i‘Tﬁ) 2 q (Za+ p ) q
i ! & W wige
I8:0g + k3, w)] = 0(1), - Die Anzahl der Primteiler von % ist aber, da wir uns von vornherein auf
k< N Dbeschrinken konnen:
b) fiir  Sy(glk; p, w) = n(1+ 1+w) gk IgN
¢4 o(k) = 0 =0 = 0(lg2),
lgk lg, ¥

18:(qlk; 2, w)| = _g- wegen # 3 N'™*. Damit erhalten wir fiir die beiden Summenteile

z
wobei O und ¢, von k unabhingig sind und T =

9" (lgz)*1 1
Beweis. a) Es ist 2 7 O(lgz- gz |~ 0 (1g=)})’
alk
1 -1 1 1 (lg2)*<a<p
| 1+f)(1+ w) »=l1+————i<1+ B
;( RAd o+ D | M1 weil ¢%/g monoton abnehmend und o, = O(L/( lgzlgzz)al4) wegen T = 2*
und . sowie
q 5 3o
L 1 Y Lcggae ¥ = =lget0q),
1+ e——qg™| =e ———
[] [zt -m| 5 e von). DR
ik atk a<(1g?)

I<p . d<a<p
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wegen '8 = 1+ O(l/l/ lgz). Zusammen ergibt das

H(1+ —f—)= 00g:2),
aik q

=<y

womit die Behauptung bewiesen ist

— d+da, mit || < 1/5, damn gilt

LEMMA 6a-D: Set w =

a) 8(g + &; 2, w) = 8i(k)+ O(|wl),
wobei 8,(k) = 81(q % k; 00, 0) =n(1-«—1;)_1.
Y q

(k) + 0 (o] - (1g52)?),

b) S:(qlk, p,w) = S,
Sy(k) = S8,(glk; o0, 0)

-]

q\k

3}

wobet

(Die 0-Glieder sind. dabei wieder von k unabhingig)

Beweis. a) Bs ist
1 =
1+——q¢"|=exp] g 1+—— + Vgt !
g—1 -1
otk atk atk
Iy . I<a<p 3<a<p
_ 2
=[] pram)e={ X Lo 3
avk a4k
I<A<P 3<q<p q<p
und
1 1 -1
H (1+§rﬁ)=exp{ Zlg(1+~)+21g(1+ c 1 )}
a4k 3k q; . & q-r.
3<a<p I<a<p <<y
=[] P 3 e ST
aqwc [y
<a<P 3<a<p q<p
Da aber '
a=p lmslwI W l<lxa<lz)’
g’q 1
= O flw2-: 0 = 2
(1 355 o 3] qz) 0(wl®),
‘ 1ng>1%4
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so folgh
Si(g + &5 p,w) = 8,(q + &5 p, 0)+ 0 (jw)),
und aus
Si(g + k;p,0) =8 [I(l—l———) 1~(1+~1-)=Sl(k)-exp{0(i)}
o4k q P
a>p
die Behauptung.
. B 1
b) Sulglk; p,0) = ]q;[(1+ W)
a<p
14 — ) exp{ 1 (1+-—~—]l)l
lu]( 2 & g+1 Jf
a<p Q<27
= Sy(qlk; p, 0) x
-1 -1
B T
ak qx_- 1
a<p a<p
= Salalk; ,0)-exp {0 vl lg—q)+ 0(w}
q
aik
= 8:(qlk; p, 0)-exp {O(lw| - 1g,2)}
= 8s(ql¥; p, 0)+ O{jw|-(lggz)2),
da
g v lee_
i — = 0(1gpopy) = O(lg2k) = 0(1g:2),
ok a<Dy(k)
und .
(k; 2, 0) <Sg<k>=exp{( + ) +0( 1)} 0(lgs2);
<lgs  ¢>lg*

weitier igt (beachte p > p, und |w| = O(1/lgp)

n(1+ _]q;) - exp{z——;— +0 (%)} = exp {0 (w])} = 1+ 0(w)),

qlk qlk
a>p a>p

() Es st |[g¥—1] = |—f g Vlggdw| <

@ lwl*1gg, ¢ <o wegen 6 = 1/lgp.
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also wie behauptet
Saalk; py w) = 83 (k)+ O(lw|(1ge2)’), .z b.w.

Fir die Abschitzungen mit p < p, bendtigen wir noch die
Ungleichungen

. =”(1_%) =l] (1~ z—) ‘lu«] (1——;;)_2 1%(30(@1;))'8(’“)’

=g

<z
1 1 1
1= ¢ —1| 1— —)< eflgo 1+O(—)
; e"lgaﬁ(l—l—O(lgm)) U( q) g ( 23]
e
fiir p > p, jedoch die Gleichung:
=7 1
(4.1) Hm=—e——§~gcl(l+0(—)), solange @ = 6lgk.
lex lgw
Denn es ist
1 1 e~ 1 1
= —-= — 2} =140 (—]}|S(k 1——
e (1 )”(1 ) 1g96( - (1g )) (0) ( q)’
g<c ajk alk
=<z a»>x
und
1 1 \v®) v (k) ¢
— I — > 1 —
1> (1 q)>(1 T) >1- 2051
q|k
>

fiir v(k) < coflge d.h. solange x > c,v(k)lgv(k) oder wegen v (k)lgv (k)
< oﬁ -¢'lg,k = ¢,lgh, wenn ¢ =65 lgk.
1g,%

§5. Berechnung von Z,. Ist

s =[] )

a<p

w eine komplexe Verinderliche und 2z, = [2,]+ %, so gilt nach einem
bekannten Hilfssatz ([3], Anhang Satz 3.1):

5 ST, .
Wiv) -1 f Zp . %

Zy = =— | Elw, p)dw-+ 0 |-=).
’ vpszpfl(%) zmz—w w T

icm°®
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1407
Nun ist aber f = 0(2,[T), wo die oberen und unteren Vorzeichen jeweils

241
zusammengehéren; wir wihlen 7' = 2°, sodaB 23/T = 0(1/2), also
1447
1 Zn 1]
p = — 2w, pydw+0[—].
27i 2
1—1iT

N

(5.1)

Sei zuerst (' der geschlossene Weg um 0, der die Punkte 1—47, 14T,
— 04141, —06—il geradlinig verbindet (6 = 1/lgp). Das Residuum
betragt I1,(0, p) = 1/II, und somit ist

1 1420 —o4il’ —3—iT 142 1
] Z
IS )'1*( f + f + + f )—ﬂﬂl(w,p)dwzﬁ;
=T\ i LT —opir s ! ¥ P
die letzten drei Integrale werden so abgeschitzt:
1+1T
- 1z, lgee ¢\ g,k
;0(~-.___1_’ . ) wegen n(1+ )=01 ')=( = )
_iw T lgz, 1,/ i g )70 =,

(indem man den Logarithmus des Produktes betrachtet). Weiter ist

i
| s 1 1 g,z
— T lo —ol—.

O(z,, A g.2-1g2 0 T (goF ,

84T

wenn wir p < p, = exp{lgz/6lg,s} voraussetzen. Mit der Definitions-
gleichung (3.10) erhélt man:

. 1 .
(5.2) £(Uy) = 0(6—?52—) fir p <p, (unabhingig von k).

Im zweiten Teil ist jetzt p > p,. Sel

. 1z
1= o [ 2 1,0, p)aw,
L

2nt
10

wobei I der geschlossene Weg L = 3 O, ist, mit:
=1

Oy (1—4T, 144T) geradlinig,
o 1 ¢ ®)
_geradlinig; ¢, = —

Uy (L4il'y — oy 413T) 1 (1g*§m211_)m )

() In [11], S. 67-68, wird o, =

1 ¢
T (52T 1g,2T)%*
wie man leicht erkennt, nicht hinreicht wm Lemma 2, §4, anwenden zu konnen.

verwendet, was jedoch,
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Uy: (—o1+1T, — oyt 1) geradlinig; #, ist aus der Gleich-

ung ¢V = {lgp zu bestimmen,
Cy: (= olto) +ity, —o(V0)+iV8) lings der Kurve o(t) = dlg—,
ty =t >V8 (und es ist o(fy) = o),
Cs: —Mg-‘%+u/3, —a+ﬂ/3) geradlinig,
Cp: (=048, —5—iVd) geradlinig.

¢, Cyy Cy, Oy sind symmetrisch beziiglich der o-Achse zu den ent-
sprechenden Wegen C;, Cy, C3, C;. Das Integral I, ist gleich dem Resi-
duum der Funktion unter dem Integralzeichen fiir w = ¢ d.h, I, =
= IT,(0, p) == 1/IT,. Wir schreiben I, in der Form

1410

1 e
(33) L=s= J 2w, p)dw+ 5 j Y 17, (0, p) do -+
e

1 * Zp
e T, (u [
+ .,2 27h oj w 1w, p)dw,

und behandeln einzeln die auftretenden Integrale.

1. Die Iniegrale unier dem Summenzeichen. Durch direktes Ausrech-
nen bestéitigh man
Sy(g $ ks pyw)
S,(glk; p, w)

Aus den Lemmas § 4, 5a-b, L und 2 mit # = p ergibt sich daher fiir jedes
wely, 2 <i <10, i #6:

(5.4) I(w, p) =

I+ w,p).

O(lgt'-1gy2), ¥ =1t+e*, [ =1,
[T (w, p)} = O(Igzz

/3
le), Vo<t <1,

denn es gilt |y(1-4w,p)] <1 fir weC;, 2 <4 <10, ¢ 3 6. Ohne
Schwierigkeit erhélt man

10

1~ )32

3 E P —-—H (w,p)dw‘-—()(l ~————(1g221/2),
[Pryurd It 7, (lge)

nat Cy

indem man die Integrale iiber die Wege C,— C; betrachtet.
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2. Das Iniegral iiber den Weg Cg. Wegen

[Ty (w, ) <17(

ergibt sich

W

)=o)

il. zp:ﬁ’ w. :__‘l o w—1 ‘
o [t wan| = o [ [ erag)mon, e,
Cg Cs ‘s
=0 lgzz)
(H Igz
Mit Hilfe von Lemma 6a-b folgt aus der Formel (5.4):
8, (k) ,
(5.5) IL(w,p) = ) T(1+w, p)+0 (|- (g2l (1 +w, p)l},
fir w = — 6+ia, |a| < V6 und daher
1 %
—'2-71'%:06 '—1;‘111(.'7'07 p)dw
(] VE
1 S;(k) Pind , _
=55 ) o D0t )t 0 (g f 2?1(1+w, p)lda),
- —¥
weiters haben wir fiir w = — d+4a, |a| <Vé: Z(1+w)=1jw+0(1
2(2+2w) = £(2)+ O(|w|) und wegen
Sifk) 1
8,(k)C(2)  S(R)’
sowie nach §4, Lemma 3:
- 0+ . gelalsn) | O (1
(14w, p) 2T @) ¢ +0(1),
algo
» vé
B "‘L“J:*l ) Sl(k). (~1)e*” f D ‘ﬂmda—}—()( ]/ lg,2) )
iy o Kl LR) w* lg=
VIED 4 0 ——
. ("“l)‘ 1 oy (2 el W(t)dtl +O(_Ll/(1g2z)5)
S Vf_ e\ =)

)s
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wo jetzt ¢ = algp und w — 1+ gesetzt wurde. Nach TFormel (1.1)
ist
e'lgp 1
S(k) 11,

’ Vigs Ut

(—1) ¢ 1 f e'r
e\ 14O | — 0

RE Hp( + lgp e w*

1
<1+0(——)) fiiv  p = py 2 olgk.
lgp

"
¢t 40 (lg‘p~ J T2)+

Vigp
JE— » Vige 4w P —
40 i ]/_(‘lgzz)s) = (;"'_B.e_ . L f fu_zz_ "D+ 0 (__1_ l// (1g'zz)5).
17, Igz 27 11, Vi w A\ lgz

Das heilit:

14T
1 7 ) 1
Zy=— [ 21w, p)dw+o(~)
27 J,_w 2
1—-iT
“ l/]—g:l UntW SR
B Sl LA j a0 (—.—5]/ Ume)’)
T, R I, g w IV gz
: —~Vigz 7
und aus (3.10)
Vige o w 512\ /g
e ¢ (1g,2)**\ ()
=2 ) 22
(5.6) eliy) = o f_ s (I,H—()( o ) :
~Vigz
mit den Bezeichnungen aus Lemma 3 und w = — 144, fiiv alle p > p,,

solange p, > ¢;lgk d. h. 1gz >¢,lg,klg,k, was wegen N > k sicherlich
erfiillt ist (siehe Seite 391).

§ 6. Berechnung von R(z, ). Nach 3.12 ist

_ A
Rz, 0) (Z+ 2 )m,) 1—e(uy)

PSP py<n<e®

Wir verwenden jetzt die Formeln (5.2) bzw. (5.6):

‘ S (k) o (p) lgas
Y:o(—«——-lg,z- p)z-.o(—gf -s'/a),
= (lga)* = p;pu plgp lgay "™

da > (1/plgp) konvergent ist.
»

(*) Da wir bei der Herleitung der Formeln (5.2) bzw. (5.6) nirgendy die Ligen-
schaft p = Primzahl verwendet haben, gelten diese auch wenn, p cine beliebige reclle
Zahl << pg bzw. > pg und << 22 ist.
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\

3 )

py<n<s®
2k

N

py<p<®

1
5 T ealty) + (~

Po<D<2®

e(u,) und damit' aueh & (u,) = £(u,) [(1—e(u,)) ist monoton fallend (fiir
wachsendes u,, siehe (3.9) und (3.10)) und weiter ist uy = $(1/0—1) =},
also & (up) = O(1) und wegen (4.1):

olsm- Y -L—«)= (S(k)).
( " p(,;—ize plgp (Igz)?

1
31 ’;»17,, v (y)

Pp<n<®
plk

Es bleibt

1 ;
2 -‘r[ﬂ'al(ug)) - e'*rs(k), 2 b:illp) +U<S(k) ] 1 2)’
pp<p<2® pepe:® PIBP o Te® p(lgp)
und
1 1 Oy 1 1g,2)?
e <y 2 5= )
v PUED) T (lgp)’ = p (Igz)
sowie (")
(i) _ T o)
£ (Uy f &y (U, {1 )
= dx+0 ( .
,,ggza plgp o a(ga) (Ig2)*

Wir fithren im Integral eine neue Verinderliche ein u = u, = }(Igz/lgz— 1)
d. h. gz = lgz/(2u+1):

e 1P
f Ve — ’—f &, (1) 2du <
z(lg®) lgz”

70

f g(u)da,

wobei

1 /lgz 1 1/1
Mo :E(E‘E—Tl)::ﬂgw—?’ n = "2—(”9“—1); v(n) = L—e(n)

(") Wegen.
_ @ e (up)

plgp
Landau, Hondbuch der Lehve von der Verteilung der Primzahlen, Bd. 1, S. 203,
anwenden.,

0 & (ug) < a1, uy — XKonstante, kann man auf F(z,p) =

==

0 (monoton fallend) mit geeigneter Abidnderung den Satz aus E.


GUEST


400 . W. Fluch

x) monoton abnehmend ist. In das letzte Integral konnen
.6) einsetzen:
w(t) 10 )
du

W)
62{f £ zdu}dt—!—o( e f
b n
=M. eu(t)dt)

: (lu[-l—()(f ozt

2 p® (f) lgy2)"*
(1g2~)712 _ ¢ e w0n g _(_g___,_z )
A8 ) = — o e“dt - 0 (lg2)®

und weil e(
wir Formel (5

Vigs

0

2)72
——‘“f”;‘—" cos ()dt+0(-(§2—31-,2—)

T ) (VI3ep (ge)
wegen w = — 1+, mit Fa(t)=n‘t+3a‘1‘0tgt—")(i) ('“’(t)y 'D(‘t) siehe
2 0. cos Iy (1) di

3 erhalten wir
Lemma 3). Mit I, = f — er
V17

2¢°7"

me” ()

S(k)
gz
§ 7. Berechnung von w,(7) und N(z,0).
vy(n) bendtigen wir folgenden Hilfssatz:
LeMmA 1. Bs gilt in der oben verwendeten Bezeichnung (stehe (1.9),
und Seite 385)

R(z,0) <

Sz
Lo 2

Zur

(6.1)

Berechnung von

win)
2 Fu(n)

wenn lgx = ¢ (g, k).
Den Beweis bringen wir am SchluB des Paragraphen.

Fir 7 <1 wird nun
1+()( ))
( Vigp

lgp, = (12 k)"

S(k)

(1.1) (lgz+ 0 ((lg. %))

'zf('n)
fl(ﬂ’)

n<p?

171
8 (%)

7 M2 (1’17) —
—j falvp)

Jﬂ‘_

sobald Vigp > es(lg.k)y fir alle p >p, d. b
Igz > e, (lg. k) lg, k. AuBerdem gilt (4.1):

4 ! 1
E_@(l—l—()(@)), wenn gz = ¢lg.klgsk,

? igp

oder
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sodaf
st oy )
' gzl
nnd damit (nach (3.13) und (6.1))
- . 1 3 5
N (2 )/N( (l-——-—-)——R:.@)AS Ry
’ 17@ f(p) ( )’ ye | B4l fal
n<E! iz
; De®+v=n 1 e Sk . Lo 235
. '(1— EE @Is)“‘"e—“m*() -8 e
7z 6 gz (go)™

mit @ = 1/(2n+1). Setzt man ¢,(n) = 26° 79I jr -y, so gilt mit den
groben Abschiitzungen (1) < 0(*) und I, < 1 fiir = 0,9:

2-¢ 1

0 -
=709 2,8

<

1< 0,72,

Wir hatten schon (auf Seite 388) z mit z = N/(lgN)® festgelegt, sodaB
wir insgesamt erhalten:

(7.2) N(z,0) = ¢~ 8(k)

g v
mit ¢ > 0,39 fiir alle N > N,, solange N > k. Es folgt daraus das Er-
gebnis: Die Anzahl der Zahlen der arithmetischen Reihe tm+1, 1 < m
< N die aus hochstens zwei Primfaktoren bestehen, ist

_JY._ -8 (k)

>¢
blgN

(®) Durch partielle Integration erhilt man

t
. x 25 cost
~1. - = d -
€ () oj(l‘*‘“z +(1+m2) )cosx 4 s )
Um w%(t) < 0 zu beweisen, geniigh es
i cost
. 72 1 t=gm
f (...)coszdr+ e <0 ir =4n

0
zw  zeigen, was man leicht erhilt; wenn man beachtel: cosw = 1/(1+2%) 4+,
0oy (=1,10...) mit ¢e<<0,1, fir <Ko aber cosz << 1/(142%).
AuBerdem ist %(co) = —Hi(l) = —1,895...

Acta Arithmetica V. 26
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gleichmiBig fitr alle , die der Ungleichung N 2z &* mit « > 14+ ¢ genii-
gen; denn ist N > & (mit « = 1), s0 besteht flll die Anzahl r der an.
teiler von n,, wegen kN -+1 < NV (fiir N 2 No(&') und etwa & < e)
die Ungleichung Or(1—e¢) < 1+1ja+¢ und da @ =1/2,8 also

o e

r< 3(1+ ~\—s)—{-~]~—-—'~,8(1—|— +g)

L ) . .
was r < 3 exgibt, wenn 2,8 < 0,2— 2" (mit & ~ ¢ wenn ¢ 0), d. h.
2]
2,8 2,8 .
O g mit & 0 fir e 0,
0,2 2" 0,2

Somit a > 14+, wo ¢ > 0 beliebig klein und fest.
Die Anzahl der Quadratzahlen in einer arithmetischen Reihe st
aber von geringerer Grofenordnung:

VE(N+1) Wc)) _

2 O(VN).

Qk, N) = O(
Wir haben damit folgenden Satz bewiesen:
TaEOREM. In jeder arithmetischen Rethe km~-1, (k,1) =1, 0 <l < k,
gibt es eine Primeahl oder eine aus zwei verschiedemen Primzahlen beste-
hende Zahl, fir die die Abschilzung

(7.3) 0k, D) <

besteht. Dabei ist c(e) > O eine nur von & abhdngige Konstante und & > 0
beliebig klein und fest(®)

Beweis von Lemma 1. Fir alle w = o+ 4 mit o
[3], Xp. III, § 2, Satz 2.3, die Gleichheit:

f1 n) ' n ( w)

und durch ana,lyusche E‘ortsebzung, besteht sie auch fiir w mit o< 1.
Das rechts stehende Produkt kénnen wir umformen in

o= [l 2 [l e

( ) er haben nirgends darauf geachtet, in den O -Gliedern. oine genaue Abschit-
zung zu erhalten. Auch der Exponent in (7.3) lift sich walrscheinlich verbessern,
z. B. indem man das Integral I3 genauer berechnet.

Anmerkung bei der Korroktur. Der Exponent lift sich mindestens zu
62 -+¢ < 6,8182 verbessern (5 = 0,78).

(7(6) le-[—a

> 1 gilt nach

(7.4) O (w) =

1
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und es ‘gﬂt daher fir w — 0 folgende Entwicklung:

(7.4%) D(w) =

Die Koeffizienten erhilt man aus den drei Faktmen {A4w) =1jw+
F oot eawt ooy Iy = bo(R) + by (k) w4 by (k) w4 . II, = 14 cqw -+ cow’ +

o5 880 a_y = by(k), @ = byey-+by-+byc]. \un 1\’[
. l -1 1

bo(k) =. (1+—-—) == -

0 n g—1 S (k)

qlk
und aus

1 -1 1 _1\-1
T e R
AR =1 Ia;‘c[ ; ¢
folgt

14\ lggq
by (k) = —_—] - == =
(k) ]ﬂ](u =] > = ot
also auech
= 0(lg,k).
Schreiben wir @ (w Zan'n ¥, 80 beiBt das: a, = pi(n)/fy(n). Also
, 1 1 clgn
an| < = <
ST T Ta—ip S a
pin Din
VK

da

n(lh%) n(lf%) 1;n

pin <N
o4k

Wir wenden den auf Seite 394 zitierten Hilfssatz an und erhalten:

bpiT

SR Z 0 (¥ (2/2)2lg 2z
(7.5) % by = 5o JT qs(w)-q;dero(T.(b_l))jLo( z )

mit = N-+4, b >1 und ¥(») = (lga)jo. Wir wihlen b = 1+o,/lgz
und nach dem Residuensatz ist (7.5) gleichbedentend mit: .
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@ (w)z” 1 © P (w)a” wlgw
o B S e A+~ O
(7.6) 2 tn = I;UEDS{ w } 97l w + 7)
n<E C5,C304

wobei (5, Oy, O, die folgenden Wege sind:

Qo ~ (b+iT, —a+il), Oy~ (—a-+il, —a—1iT),
Oy~ (—a—iT, b—iT),

alles geradlinige Verbindungen (@ > 0). Nun ist

(] i -
{___(.1'_0_)_5_0__} == @ rl lga -+ aq
w L1

(7.7) Res 3

w=0

wegen (7.4%). Zur Abschitzung der Integrale i{iber die Wege ¢,—(,
bendtigen wir: ist & = ¢/(lgT-1g, T)**, so gilt (siehe §4 Lemma 1) fir

w = g-4iT mit ¢ > —a
1 -
1 - —w = O((lg™
Q(Jrq_lq) ) (lem™),

|® ()] = 0(1gT-

sobald o ]
(g Tlg, TP = clgyk;

<[Tp- el = J] ()

B2a<Py()

denn

| 1 =1
!n (1+ 1 q-w)
ek q

= a'eXp{ 2 ”?:5 + 0(1)} = 0((g, k)™, m = absolute konstante,
A<Py(k)

da g% = 0(1) tiir olg, b < (IgT1g, T)** und 3 (1/g) = 0(lgsk). Fir w =
a<Poge)

= —a-+it, || <T ist

|D(w)] = 0((1g1‘)”‘-1g|ﬂ), wenn [ > 1L
und

]d)(w)|=0((lg1’)”” _.), wenn ¢ < L.

1
Vali- v
Mit diesen Abschétzungen erhalten wir:

]

b
1 ] '
L=y "[|@(0'+’LT)]-{/———-—62—[_T2

b+a o (elga)”
zo( T -a®(lg T ) _0(——~T_—)

und analog das Integral iiber den Weg C,.

do =0 (w"(lgT)’”-
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T
1 e

I, =—2;__‘1[ ‘QD(_a;“)‘mdl‘

1 T
—a [ d-(gT)™ ~ Igtdi
- 0 af VO 4 e, . m
(m af a*+ 7 m J 7 eD) )

= O™ (g )™+ 2~ (Ig 1™ = 02~ (gay™*) = 0(1/lgw),
wenn man T = x* wihlt.
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Zusatz bei der Korrektur.

1. Wie den Seience Abstracts of China No. 1 (1958), 8. 7-8 zu entnehmen
ist, konnte inzwischen Pan Cheng-Tung mit analyt. Methoden (Beweis von Linnik)
zeigen: In joder arithm. Reihe mit dem Modul % gibt es eine Primzahl, fiir welche
gilt py (%, 1) < k® mit ¢ << 5,448.

2. Wendet man obige Methode auf die Menge der natiirlichen Zahlen
= ['n|w < ngmﬂ-y} mit ¥y =[2%], 0 <e¢<1 an, so erhdlt man leicht folgendes
Ergebnis: -

Ist » eine gentigend groBe reelle Zahl, so liegt im Intervall (a, m+}/m) stets
eine Zabl, die aus hochstens 5 Primfaktoren besteht. Vgl. hierzu Y. Wang, Sei.
Reoord (N.8.) 1 (1957), No. 3, 8. 1-5.

Regu par la Rédaction le 16. 3. 1959


GUEST




