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ANNALES
POLONICI MATHEMATICI
VI (1959)

Sur 'équation /(X)-f(¥) = f(X-Y)

par S. GorAB (Krakéw)

»
Introduction. Soient deux espaces: I'un dont les éléments seront
désignés par des majuscules et le second, dont les éléments seront dé-
signés par des minuscules.

Nous supposons définie dans chacun de ces deux espaces une ,,multi-

plication” des éléments (opération intérieure dont le résultat appartient
au méme espace).

Supposons donnée, en plus, une transformation univoque f qui
4 chaque élément X du premier espace fait correspondre un element
du second:

z = f(X).
On peub. se proposer de déterminer toutes les solutions de ’équation
fonctionnelle 1
1) HX)H(X) = H(X- X).

Les opérations XY et m'-y ne doivent pas former de groupe. Dans
le cas oul elles en forment un, il ’agira de trouver tous les homomorphismes
du premier groupe en second.

Dans le cas spécial oh les deux espaces représentent I’ensemble des
nombres réels et Popération définie - est P'addition des mombres, 1'équa-
tion (1) se réduit & 1'équation bien connue de Cauchy qui posséde aussi
des solutions non mesurables et, parmi les mesurables, seulement des
golutions linéaires et homogénes.

Dans le eas ol les éléments X et 2 sont des matrices, I’équation (1)
a été traitée par I. Schur ([1] et [2]) ¢ui a résolu le probléme en se bor-
nant aux transformations f qui sont des polyndmes. Dans ce cas le pro-
bléme a 666 résolu par Schur par des méthodes purement algébriques.

K. Stephanos [4] a démontré en 1913 que si X est une matrice qua-
dratique de degré fixe mais arbitraire et 4 un scalaive, alors dans I’hy-
pothése supplémentaire que f(X) est dérivable par rapport aux éléments
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&; de la matrice X, toutes les solutions f de I’équation (1) sont contenues
dans la formule

2) | = [det (&%

oll a est une constante(?).

Le cags général ol les éléments de tous les deux espaces sont des
matrices quadratiques a été congidéré en 1942 par O. Perron [5]. Perron
ne s’est pas borné dans ses recherches aux polyndmes — comme la fait
I. Schur — mais aux solutions f(X) dont les éléments sont analytiques
dans le voisinage de la matrice unitaire X = H, c’est-a-dire peuvent
stre développés suivant les puissances des variables &;—d;(?). Perron
a donné, sous ces hypothéses de régularité, les solutions de 1’équation
fonctionnelle (1) dans les cas suivants: m = 1, n arbitraire, m = 2, n ar-
bitraire, » = 1, m arbitraire(?).

Le travail de P. Reisch [6] a poussé un peu plus loin les résultats
de M. Perron, en se bornant aussi aux solutions analytiques.

Le but de ce travail est de donner les solutions de 1’équation (1)
dans le cas » = 2, m = 1 en supposant que les variables indépendantes &;,
ainsi que la valeur de la fonction f sont réelles, mais sans aucune hypo-
thése de régularité quant & la fonction f. Le résultat est formulé dans
Pénoncé du théoréme & la page 12(*%).

§1. Pour » =2 et m = 1 ’équation (1) prend la forme suivante:

(8)  f@uYrat®aYas BraYiat+ Tra¥ees Tar¥rit+ PeaYory LarY1at C2aYan)

= (@11, B2y Boxy Bag) (Y111 Y12y Y1y Yos)-

L’identité doit étre satistaite pour toutes les valeurs réelles des 8 variables
indépendantes @y, L35, a1y Bagy Y11, Y12 Ya1s Yea- L fonetion f est, par hy-
pothése, définie dans Pespace X, & quatre dimensions tout entier.

(') Le raisonnement de M. Stephanos n’est pas correct et la formule finale
n’est pas exacte. L’auteur n’établit pas exactement quelle est la valeur de a. Commo
det (&) peut dtre aussi négatif, la valeur « ne peut pas dtre arbitraire, Il y a liou de
distinguer deux cas suivant que f est complexe ou réel. L’auteur suppose d’ailleurs
la dérivabilité de f aussi dans les points ou f est nul, et, par conséquent, certaines
solutions doivent &tre exclues qui jouent chez nous un certain réle & cause de nos
hypothéses générales.

(%) &y désigne 1'élément de la matrice X, 8y désigne le symbole de Kronecker,
c’est-a-dire 1’élément de la matrice unitaire =.

" (%) n désigne icile degré de la matrice X, m celui de la matrice f(X).

(4) Comme I’a remarqué M. C. Ryll-Nardzewski, 12 théoréme reste vraj si nous
supposons que &; et f appartiennent & des corps algébriques arbitraires (différents
ou non).

icm°®

Sur Véquation: f(X)-f(¥) = f(X-X) 3

Nous introduisons les abbréviations suivantes:

Y Fmyy,e) =f(l,w,y,8), o
Gz, y)=F(z,0,y) =f(1,,0,y), e T
4) ¢(m)=G(1:w)=f(1;‘1707m): ‘ ’ )
p(e) = G(z,1) =¥(1,,0,1), h
hiz) =F(0,4,1)=f(1,0,2,1), Ll
(@)

&) = f(z,0,0,1).

La méthode de résolution de ’équation (1) consistera & substituer
successivement dans cette équation au lieu de certaines variables @y, ¥s
quelques valeurs concrétes et & exprimer ainsi la fonction f de quatre
variables comme produit de deux fonctions dont 1’une est une fonction
d’une variable, et P'autre dépend, de .trois variables. En appliquant au
second facteur une méthode analogue, nous l’exprimerons comme pro-
duit d’une fonction d*une seule variable et d’une fonction de deux va-
riables. Enfin la fonction f sera exprimée comme produit de quatre fone-
tions (composées) d’une variable. Deux de ces facteurs se montreront
constants et les deux autres vérifieront des équations fonctmnnelles’
simples et bien connues.

Nous eliminons tout d’abord deux solutions triviales. Il est évident
que les fonctions

(5) f=0 e f=1

sont des solutions de notre équation. Dans la suite nous écarterons ces
deux solutions particuliéres.

§ 2. En posant dans ’équation (3)

}
By =@y, By =By =0, Bpp=1, Ypy=1, Yn=Yu=0, Yu=1

nous obtenons pour la fonction & 1'équation fonctionnelle

(6) D(z-y) = O(z)-D(y).
D’une fagon analogue, en posant
By =@ =1, Bp=8, Tn=90, Yu=Yn=1, Y=Y, y21=0.

nous obtenons pour la fonction p 1’équation

(1) - oylety) = @) py).
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Enfin, en substitvant dans (3)
By =@y =1, =0, Ty =@, Y1s =Y =1, Y2=0, Y =9

on obtient pour la fonction h(z) une équation identique & celle pour v,
c’egt-a-dire
(8) h(z+y) = h(z) h(y).

Remarquons que, si(]irepfésente une solution quelconque (non constante)
de 1’équation (6), on a

) ‘ ®(0) =0,
(10) D(x) %0 pour a #0.
En effet, nous avons pour y =0

D(0) = D (x)-B(0).

L'inégalité @ (0) 0 entrainerait @ (x) = 1, contrairement & notre hypo-
thése. La relation (9) est done démontrée. En supposant pour lingtant
que l'on ait pour un =z, %0 &(x,) = 0, nous aurions dans ce cas
& (x,-y) = 0 pour tous les y et, par conséquent, &(x) = 0 contrairement
4 notre hypothése. Remarquons en outre que l’on a

D(1) = 92(1),
et, en tenant compte de I'inégalité (10)
(11) O(1) = 1.

De 1a il s'ensuit (en posant y = 1/z dang l'équation (6)) que

pour tous les z £ 0.

o ol

§ 3. Posons dans (3) ¥y, = ¥s; = 0, ¥4 = 1. Nous obtenons alors
(13) F#33911y Broy BarY11s Ban) = P (Y11) F(#11, Bray Bay, Dag) -
Admettons, dans la suite, que
(14) #y #0,

et posons yy; = 1/wy,. En tenant compte de (4) et de (12), on en tire

@
(A8)  f (@11, @1a, Doy, @ag) = @(wn)'lﬂ<ﬁ712: "m_n; mzz) pour my; F#0.

11
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§ 4. Nous allons préciser 1a forme de la fonction F. Dans ce but,
nous posons damns (3) @y, =1, @, =0, @y, = 1, ¥y = 0, Y3, = 1. Ceci
nous donne :

B (Y12) To1y Caa¥Yrat+ Yoa) = F(0, @oyy 1)-F (Y19, 05 Yaa).

En particulier, pour ¥, =@, @ =Y, @aY12+¥ =47 DOuUs obtenons
1’équation fonctionnelle suivante pour F':

F(z,y,2) =F(0,y,1)-F(z,0,2—ay)
ou bien, d’aprés les notations (4):
(16) F(®,y,2) = h{y) &z, 2—zy).

§ 5. Dans ’étape suivante nous réduirons la fonction G & un produit
de deux fonetions d’une seule variable. A cet effet nous posons dans (3)
By =Y =1, By = Yo = 0, #y = Yo, = 1 et nous obtenons

A, Y1241, 0, ®55) = f(1,1, 0, a2)* f(1, Y14, 0, 1)

ou bien
17 Gz, y) = oY) p(e—1).

§ 6. En substituant (17) dans (16) nous obtenons
(18) F(z,y,2) = h(y) ple—ay) p(@—1).

La substitution de (18) dans (15) nous donne

2. o, 1),

z
(19)  F(®11y Bra; Bax; Tap) = P(@1a)" b (““l)?j (9’22—
L1 11
pour @y #0

ce qui exprime la fonction cherchée au moyen de quatre fonctions d*une
variable. En posant, pour abréger,

(20) By = B11%p0— P12P2y
on peut écrire la relation (19) sous la forme plus simple:
@ @
(21) F(@11, @2, Bayy Ban) = P (B11)"h (f) K (—o‘)"l’(wla—l)~

11 Py

§ 7. Nous allons démontrer que les fonctions y et 7 sont constantes.
Dans c¢e but nous supposons de plus que

(22) Y11 #0
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ot substituons (21) avec ¥y = 0 .dans (3).- On-obtient: ainsi

[ AR Youl, o [REREN
D(@11911) D (l) P (%) W (B Y12t PraYea—1)

T1 11

11 Ty

D (@11)- 77‘(221) ‘P(—wﬂ‘) V’(wlz_l) ¢(J11 h( ) @ (Yas) "/’(?/12—1)

pour . @y #0.
D’aprés (12) et les inégalités

Blon) £0, Blyn) £0

nous pouvons écrire la relation précédente sous la forme

@ i v '
(23) h(—i')'?’(?/22’_9)'1/’(“11%‘2“{‘%12%2—,1) }
witi P11 @13/ '
(S ‘ :

::h(m_ji).h(()).(p( 11) P(Y2) P(@12—1) 9 (Y2a—1).

La derniére rela,tlon peut stre smlphﬁée Remarquons que l'on a
(24) B0) = B(1) =1.

Nous affirmons que

(25) h(y ) #0.

En effet, 1’égalité h(y,) = 0 au:ra,lt comme conséquence (d’apres l’équa-
tion (8)) :

h(w+yo = h(w) “h( yo =

eontrmrement au fait que h(0)'=1. La relamon (2
divisée par k(@ /w;) ce qui donne

3) peut alors étre

( 26) (f‘/zz ) (-’”11./12"‘$1z?/22_1) (yzz)»(%‘)'1/)(%2"1)'”(%2_1‘).'

11

La derniére relation nous permettra de démontrer que la fonction  est
constante.

Nous disons que
(27) ptL). # 0, ‘
En effet, Dégalité p(1) = -0 entraineralt d’aprés (26) (avec la substitu-
ton gy, = 1)

@
99(‘—0)"11(5”11?/12‘1“”12"1) =0.
@13 [E

icm
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Pour yy, = (1—u,)/2,, nous aurions dans ce cas
m ‘
¢(—°)'w(0) =0.
Z11
Mais
(28) p(0) =P(1) =1,

done ¢(®,/2;;) = 0, ce qui éntrainerait f = 0 d’aprés (21), contrairement

4 notre hypothése. Posons maintenant dans (26)

D=y =1, Yo=1, @o = 11(Bp—1).
Nous obtiendrons
P(L) y(m) = *(1)-v2(0).

De 13, nous tirons d’aprés (27) et (28)

(29) p(@y) = (1) pour @y, #0.
En posant
(30) p(1) =0,

nous avons, en tenant compte de (7) ¢ = C% Mais, comme ¢ 50, il
g'ensuit que :

(31) ¢=1.
p(0) étant égal & 1 d’aprés (28), nous avons en vertu de (29), (30), (S;L)
(32) p(w) =1.

Ayant égard & (26), nous constatons que

Po \ _ (Yns)* _9.5_"_)
14 i’/zzwn = PY22)'P 71 3

les variables Yo, @11, L0y By, Byy Stant arbitraires, nous sommes. ainsi
amenés & équation fonctionnelle pour ¢:
(83) ¢lz-y) = p) o),
identique 2 l’équation pour &.
§ 8. Nous allons démontrer que la fonction h est constante. Dans

ce but, nous substituons dans (3) @y, = 0, ¥;, = 0 et tenons compte du
fait que Pon a

(34) F(@11; Brsy Bo1, Bas) = P(@n1)h (—Z«:z—l—) 7 (ﬂ)

11 @11
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Ceci fournit la relation suivante:

' p A
(3y721) (fz—+~i

*@(22Y20)
Ty mllyu) e

- @(wnrh(%)-w(wm)- B (yy)-h (%)-¢(y22).

Puisque la fonction ¢ satisfait 4 la méme équation que & et que p==0
entrainerait f = 0, nous avons

@@y #0 pour z #£0.
Supposons dans la suite que
(85) ' ZoaYze 7 0.

Dans ce cas nous pouvons diviser I'identité précédente par @ (wy;)- D(y,,)
“@(Z29) @(Y22) ce qui donne

) (@4_%2%1) =} (@) 3 (:y_"’l)
P11 T11Y1u P11 Yu
wl
POUT B3 Y11 T2¥pe 7 0. En posant #, = 0 et en se rappelant que h(0) = 1

nous avons
h (%2?/21) -1 (&)
Z11Y11 Yu

Cette identité montre que h(w) = const pour tous les z 7 0. D’aprés
Péquation (8) cette constante peut stre égale ou bien & 0 ou bien 3 1. La
possibilité k= 0 est exclue et il nous reste

(36) h{z) =1,
ce qu’il fallait démontrer.
§9. D’aprés (36), la relation (34) se réduit & I’équation

-

z .
(37) H@115 ®1ay @y ge) = D (@) @ (;o_) pour  ®y;@py # 0.

11

En substituant cette formule dans (3) on obtient

V ZoYo o Yo
(38) D(xyyu+o . (.__ ° ) = B(x,.) D . (__ ) ( )
nYut BYen) ¢ Tt Tt (®12) P (yur) @ o @ "

ol nous avons posé powr abréger

(39) Yo = Yu¥ar—Y12¥m -

Sur Véguation f(X)-f(¥) = f(X-¥) 9

L’identité (38) est vérifiée pour tous les @y, y; pour lesquels on a
Py F0, ey #0, Y F0, Yo F£0, @Yyt 2Ys #0. .
Posons &, = y;, = 0 dans (38). Nous obtenons alors
To = T13%32y Yo = Yu¥Y2e
et Videntité (38) devient

L11P25Y11Y 22

40) @ (wyuyu+ ) (
(40) P(@11Y1+212Yn) @ T Y1+ B Yas

) = O(241)* P(Y11) (%) @ (V2) -

En fixant les valeurs ;;, @s, 911, ¥2» (non nulles), en posant ¢ = ®3;Y,1,
b = Y1192, €n profitant des relations (6), (33) et enfin en prenant u = Ly0Yay
pour variable indépendante, on obtient la relation

b
(41) ¢<a+u>-¢(§@) — B(a)-p(b),

valable pour tous les « tels que a—+w 3= 0. Posons en particulier b = 1/a,
a+u = v. La relation (41) pourra é&tre écrite sous la forme

1
u2) 20)9(7) =2,

ol D est une constante. Puisque
2(1) =9(1) =1

on en tire D — 1, ce qui donne, d’aprés (42),
(1 1
? v]  @(w)

1
(1)’

ou
p(v) =

Mais, en vertu de (12), nous avons

done
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Il g’ensuit’ que l'identité (37) prend la forme

@
F(@1yy Baay Doy, Ban) = P(11) 'Q('a;i) pour Ly, # 0.

11
En vertu de (12) lidentité précédente prend alors la forme définitive
(43) F@11, Bray Box, Ta) = (@)  POUT  Fyydyy 0.

§10. Il nous reste & montrer que (43) subsiste aussi pour u,; =0
ou bien pour z,, = 0. Dans ce but, remarquons qu’il est — mutatis mu-
tandis — possible de démontrer Dexistence d'ine fonction ¥ vérifiant
1’équation fonectionnelle

Y(zy) = ¥(x)¥(y),
non constante et telle que
Tya %oy 7 0.

%, étant lespace i quatre dimensions tout entier nous désignons par
Q (z,) Phypercéne d’équation

(44) F@11y By Bz, Tan) = P{w,)  poUr

By Loy — T1a®yy = By (@, est un paramétre).

Dégignons, en outre, par 4 la somme des deux hyperplans d’équations:

Ty =0, @y =0

et par B la somme des deux hyperplans d’équations:

By =10, @y =0.

Remarquons que tout Phypercone Q (x,) coupe A ainsi que B. De le rela-
tion (43) il suit que la fonction f a une valeur constante o sur 1’ensemble
Q(wo)—A. D une fagon analogue il suit de (44) que f a une valeur con-
stante f sur Q(x,)—B. Les ensembles @ (x,)—A et Q(z,)—B ont une
partie commune non vide (il suffit de prendre un point qui appartient
3 Q(m,) et mappartient pas & la somme A4B, c’est-d-dire un point
(E11y Eray a1y Ena) Vel que &yyi08arfay #0 et &y bap— £1aday = @), done
on a a = f. Par conséquent, l'inégalite f(p) 5 o est possible seulement
dans le cas ol p appartient & 4-B. Nous avons done

pour  pe(N,—C)

F (@11 @19, Doz, Tas) = (@)

oll € est I’ensemble des points de coordonnées x;; telles que le déterminant
llwyll possede au moins une ligne composée de zéros.
Nous affirmons que pour les points de V’ensemble @ on a la relation

flay) = @ ().

icm

(45)

Sur Péquation f(X) F(¥) = f(X-¥) 1n
Dans ce but, il sutfit de montrer que de p<@ il suit f(p) = 0, car dans
ce cas on a ) =0 et ¥(0) = 0. :

§ 11. Afin de prouver limplication ci-dessus, introduisons les nota-
tions

fl(w;;'/)=f(0;oam:f’/): fs(z, y) = f(z,0,9,0),
fz(wiy)=f(05w70!y)7 fal®, y) = f(@, ¥, 0,0).

En substituant dans (3) convenablement quatre zéros et quatre valeurs
z,Y, %, v, nous obtenons les quatre relations suivantes:

ful®, ) fi(u, ©) = fi(yu, yv),
fal®, 9)fa(u, ©) = falwv, yo),

De 13 nous tirons les conséquences

fal@, ¥)fs(u, v) = fy(au, yu),
fol@, 4) falu, ©) = fy(zu, 2v).

fa(t, v) = wy(u),

falw, y) = wy(@).

fi(, y) = wily),
fz(u: V) = W, (),

Calculons maintenant le produit
f(oa 0, Z, y)'f((): U,y 0,9).

D’une part, ce produit est égal & w,(y) wy(v); d’autre part, d’aprés
I'équation fonctionnelle, il est égal & 7(0, 0, 0, zu-+yv). Mais, en vertu
de (46) nous pouvons écrire

10,0, 0, u—+yv) = w,(zu-tyv),
done

(46)

(0,0, 0, zu+yv) = wy(vu+yv),

w1 (Y) wa (v) = wy(@u+yv) = wy(su-+yv).
Les variables z, y, 4, v étant indépendantes il s’ensuit que
(47) wy, = w, = C,

ot ¢ désigne une constante. D’une fagon analogue, en considérant le
produit

(48) f(w;']hO’O)'f(“;O,”sO)

nous obtenons d’une part qu’il est égal & f(zu+y,v,0,0,0) ce qui est
4 son tour égal &

faloutyv, 0) = ws(wu+yv).
D’autre part, le produit (48) est égal & w,(x)-w,(u), nous avons done

wy(u) wy () = wa(@u-+yv) = wy(vu-t+yv)
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ce qui entraine w, =w, = D, ol D est une constante. ‘Lies constantes
0, D doivent satisfaire aux équations € = *, D= D% dou résulte
C=00uC=1,D=00uDl =1 Maisona

fal@, y) fou, v) = flou, w0, yu, yv).
En supposant que zywv % 0 nous avons, en vertu de (43),

Flow, wv, yu, yv) = P(ouyv—avyu) = ¢(0) = 0,
done ¢ = 0. D’une fagon analogue nous obtenons par des substitutions
convenables D = 0. La relation

f(@y) = (@)

a done été démontrée pour toutes les valeurs x,. Ainsi nous avons
établi le théoréme suivant:

THEOREME. Si la fonction f satisfadt & Véguation (3) dans Vespace X,
tout entier, il existe une fonction @ d’une variable vérifiant Véquation (6)
et telle que Pon a dams tout S, :

’

(49) F(@1yy Bray Ba1y Bag) = P(@y1Bag— B13%01).

§ 12. Réciproquement, nous pouvons constater sans difficulté que
si @ est une solution arbitraire de 1’équation (6), la fonction f définie par
Pintermédiaire de la formule (49) satisfait & ’équation (3).

L’équation (6) posséde une infinité de solutions. Si nous demandons
additionnellement que la solution & soit une fonction continue, & doit
avoir I'une des formes suivantes:

(50) () = |=|®
ou bien :

(51) P (z) = sgna- |z
ou enfin

(62) O(z) =0,

ol ¢ est un nombre constant arbitraire non négatif. Si nous demandons
la continuité de @ seulement pour les valeurs pour lesquelles & =40,
Texposant o dans les formules (50), (51) peut étre un nombre réel quel-
conque.

On sait que I'équation (6) posséde des solutions discontinues (non
megurables) qui peuvent &tre facilement déduites des solutions non
mesurables de I’équation de Cauchy. Dans ce cas la fonction @ (w,) sera
une solution non mesurable de ’équation (3). Nous pouvens done conclure

icm

Sur Véquation f(X)-f(¥) = f(X-T) 13

que parmi les solufions régulidres (discontinues au plus sur I’hypereone
Q(0)) les seules solutions de ’équation (3) sont les suivantes:

= |®1®an— B15° 0|,
(53) = SEN (D11 By — L1 By1) * |11 oy — @190y |7,
f= 0,

ol e désigne un nombre réel arbitraire.

Remarque. Pour a = 0 la deuxidme des formules (53) fournit une
solution qui est égale & zéro sur I’hypercéne @ (0), & 1 sur Pun des cotés
du cbne et & —1 & Pautre c6t6 du céne ("hypercéne Q(0) coupe 'espace X,
en deux parties).
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