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Man stellt nun leicht die hinreichenden und notwendigen Bedingun-
gen fiir die Beriihrung von zweien Mannigfaltifkeiten X, ®X, in
analytischer Form auf. Diese Bedingungen lassen sich dann mit Hilfe
gewisser Gleichungen zwischen den wichtigsten Tensorgrossen beider
Mannigfaltigkeiten ausdriicken ().

Die Korrespondenz (I) hat einen einfachen geometrichen Sinn.
Betrachten wir zum Beispiel in ¥; zwei Kurven Cy, C,, die den gemein-
samen Punkt P besitzen. Dieses entspricht dem Spezialfalle n = 3,

0
p = 1(1()1er(2;[‘heorie. Wir wihlen zwei linear-unabhingige konstante Vek-
toren 0V“, DV" mit dem Anfangspunkt in P so, dass die Bedingungen (2)
[
fiir diesen (IS)pe(zialfall erfiillt sind. Dieses bedeutet geometrisch, dass die
2) .
durch f, })7“, 17“ bestimmte Ebene keinen der Tangentialvektoren der

Kurven C;, C, in 10J enthilt. Wenn wir in geniigend kleiner Umgebung

. . OJC) :
von P die Schar der mit der Ebene (P, V% V° parallelen Bbenen be-
(1] 0 0

0
trachten, dann sind es gerade die Schnittpunkte der Ebene der Schar
mit den Kurven (,, C,, die der Korrespondenz (I) entsprechen (Fig. 1).
In Falle n =3, p =2 handelt es sich um zwei regulire Flichen
mit. dem gemeinsamen Punkt P. Wir wihlen beliebig den konstanten

0
Vektor 17" mit dem Anfangspunkt in P, welcher in keiner der beiden
o .
Tangentialebenen der gegebenen Flichen ®I7,®I7 im P liegt. Die
. - 0
Korrespondenz (I) wird dann in geniigend kleiner Umgebung von P
. 0

durch die mit V* parallelen Geraden realisiert (Fig. 2).
0

Legu par la Rédaction le 3. 12. 1957

) () Die ]_Seweise der oben ausgesprochenen Sitze sind in einer anderven Zeit-
sohrifs (Casopis pro péstovini matematiky, 83 (1958), S. 171-201) versffentlicht.
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Sur une inégalité de C. de la Vallée Poussin dans
la théorie de l'équation différentielle linéaire
du second . ordre

par Z. Op1AL (Krakéw)

Considérons ’équation différentielle linéaire et homogéne du second
ordre )
@ &' +g@)a'+f)z =0,
4 coefficients réels et continus. Soit x(f) une intégrale non triviale de
cette équation s'annulant deux fois dans un intervalle. Soifi, pour fixer
les idées:
(h >0).

2(0) =0 et w(h)=0

Alors, en vertu d’un théoréme général de de la Vallée Poussin (v. [1],
p. 138 ou [2], p. 183) appliqué & ’équation particulidre (1), on doit avoir

2

ol 2m = max|g(?)| et k = max|f(t)].
o<i<<h ’ oi<h
Récemment Ph. Hartman et A. Wintner [3] ont démontré 1inéga-
lité plus précise

6

1 < 2mh+kh*[2,

1 < mh+kh?[6.

On peut se demander si I'inégalité (3) est la meilleure possible de ce
type o, plus précisément, si les coetficients constants let % gont les plus
petits possibles. Je démontre dans cette note que la réponse a cette
question est négative et que ces coefficients peuvent étre remplacés par
4/n? et 1/r? respectivement et, par conséquent, 'inégalité (3) par celle-ci

(4)

le signe d’égalité n’étant possible que dans le cas ot m = 0. Bien plus,
de 1a démonstration il résultera que Pinégalité (4) est la meilleure possible

de ce type.

n* < dmh+ kR,
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La démonstration de 1’inégalité (4), bien que tout & fait élémentaire,
est pourtant assez longue et pénible et, par suite, une inégalité un peun
moins préeise, mais facile & démontrer, peut ne pas étre privée d’inté-
rét. C’est pourquoi je donne, & la fin de cette note, une démonstration
simple et directe de 1’inégalité

(8) < 2nemh+ kR

1. Démonstration de P'inégalité (4). Supposons que les fonetions
If(%)] et |g(¢)] solent bornées pour tout ¢ > 0 par les constantes & et 2m.
D’aprés la théorie de de la Vallée Poussin [1], 1a longueur de I’intervalle
(0, H) dans lequel V'intégrale non triviale de 1’équation (1) s’annulant

pour ¢ = 0 doit ébre différente de zéro, est an moins égale & H(m , k), ol

+oo dop
Him, by = zof e

On en fire, suivant le cas,

[ 1 m+VmEi—% ) .
| S
Him k) =1 m
W arccetg N si k> m2,
—m —
2, si k=ma

D’autre part, de I'inégalité (4), en y remplagant le signe d’inégalité
par Dégalité, on obtient une autre évalnation de la longueur de cet inter-
valle, & savoir

2m 4m’ 2
h(’m)k)=—"7;—+ 2 +—Z’-

Pour prouver I'inégalité (4) il suffit done de montrer que pour tout
couple (m, k) on a h(m, k) < H(m, k). Mais pour tout s >0

1 1
h(sm, s°k) = —‘;—h(m, k), H(sm,sk) = »rrSf-H(m, k),
il suffit done de montrer que
(4) h(1,6) <H@L, k) pour 0<k<1,
(B) h(m,1) <H(m,1) pour 0 Lm <1,
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Démonstration de l'inégalité (A). Du développement de la fone-
tion H(1,%) en série de Taylor on tire pour tout ke(0, 1)

1 1+Vi—k 1%
H1,k) = 1n~——~—>2( __)
’ Vi—k 1—V1—% B
II reste done &4 montrer que dans I’intervalle <0,1>
2 4 7 n? 8 2
Rl k) = —= ]/—+~= — 1k
(1K) PV BT 24+Vitmk 3 3

Ces deux derniéres fonctions vérifiant Pinégalité demandée pour & = 0
et k=1, il suffit & cet effet de remarquer que la seconde d’elles est
linéaire et la premitre concave, puisque sa dérivée

— g2 )

T @VitmEe VAt ok

B(1, k)

est une fonction eroissante dans lintervalle envisagé.

Démonstration de Ilinégalité (B). Dans Dintervalle 0,1>
les fonetions h(m,1) et H(m,1) sont décroissantes. Désignons par m,
le nombre }n’—4. On peut aisément vérifier que h(mgy, 1) = 2. Mais
H(1,1) = 2 et, par suite, dans Vintervalle (m,, 1) on a P’inégalité (B).
D’autre part H(0,1) = h(0,1) = n. Pour démontrer la relation (B)

. dans Pintervalle <0, m,), il suffit donc de montrer que dans cet inter-

valle on a h'(m,1) < H'(m,1) c’est-a-dire 1inégalité

2 m o m 1)> —24 4m
—— [—=—="arcetg —u=-—o— —
1—m® \y1—-me g =

Vi—m? Vim24 n2 )

Or, en multipliant cette inégalité par (1—m?)/2, on en tire Pinégalité

" arcotg——r 1 > —14mapomI =™
ar — — m*
V1—m2 S iem  ~ Vime =2

équivalente, pour tout m de Vintervalle (0, 1), & celle-ci

2(1—m2)
R
l/4m’+ 2

1
—————— arcctg
Vi—m?

V1—m2 -

La premiére de ces fonctions, décroissante ‘dans Pintervalle <0,1), est

toujours supérieure & lim warcctgu = 1, tandis que 13 deuxidme, comme
Urt-00
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on peut le vérifier, est inférieure & 1 dans Pintervalle {0, my). L’inégalité
(B) se trouve donc démontrée. . .
Des démonstrations des inégalités (A) et (B) on voit que la relation
h(m, k) = H(m, k) n'est possible que lorsque m = 0 et, par suite c’est
le seul cas ol dans l'inégalité (4) on peut avoir I’égalité. Remarquons
maintenant que .

H(0,1) =h(0,1) ==, H'(0,1)=h'(0,1) = —2.
Les>évaluat10ns de de la Vallée Poussin sont, pour tout couple (m, k),
les meilleures possibles. Il en résulte que dans P’inégalité (4) ni I'un ni
Pautre des coefficients 4 et 1 ne peut pas étre diminué, car un tel change-
ment aurait pour conséquence ou bien Tindgalité h(0,1) > H 0,1) ou
bien »’'(0,1) >H'(0,1).

2. Démonstration de Pinégalité (5). Soit #(t) une intégrale non iden-
tiquement nulle de Péquation (1) s’annulant aux points 0 et & (0 < k).
On a alors : .
o (1) +g ()2’ @)+ (D) w(t) = 0.

Multiplions cette identité par x(¢) et intégrons ensuite dans l'intervalle

<0, k). 11 vient ’

. h
fm”(t) dt+fg m(t)dt+ff Har(t)dt = 0.
0

Maﬁs n
= [a2()as
J°

Done, en désignant par 2m et k les maxima des fonctions |g(t)| et f(t)
dans lintervalle (0, k> (on doib avoir k >0, car lorsque k << 0 aucune
mtégrale de l’équatlon (1) ne peut s’annuler deux fois), on 2

h h
[a" ol dt = o H)a(t) \: — [er@at =
o [}

(6) —fm'w dt+2mf|mt)||zv |dt+7ofmﬂ Yt >

et le signe d’égalité n’est possible que dans le cas ol m = 0. En profitant
de linégalité bien connue
B

kb
(M IEC ?rf”

[]

(v. [2], p- 309) et en -appliquant I'inégalité de Schwarz, on obtient

h n o ooy .
e ’ 2 . 2 < — 3 () dt. .
bf[m(t)]lm Ol < (ofm (1) dt Ofm‘(t)‘dt) - ofm )
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Des inégalités (6), (7) et (8) on tire

h / 3 h Be ) ‘
- fwz(t)dt+2m——fm’2(t)dt+k——~ f:o’%t)dt; 0
0 T = 0
d’ott on obtient immédiatement I'inégalité (5), le signe d’égalité n’étant
possible que lorsque m = 0.

3. Remarque. Dans le cas g(t) = 0 les résultats de Ph. Hartman
et A. Wintner nous permettent d’obtenir Pinégalité

1 < max t(h—1)|f(8)]. .
o<<ich

Or, grice & une relation analogue & (7), on peut démontrer Pinégalité
plug préecise

1 1
9 ol L
(9) 1<1/§M1—[—2.M2

ot M, =max l/t(h—t) lg(®)| et »Mz = maxi(h—1%)f(f). On a en effet, pour
o<i<h o<i<<h
Pintégrale #(¢) s’annulant aux points ¢ =0 et t = &

B R
72(t) 10 .
ft(h_t) @< [o2m)a
0 (]
(v.[4], p.193) et, par suite, pour obtenir (9) il suffit d’écrive au lieu de (6):

,f ’2(tdt+Mf|m(t Ih“)' A+ M f

[S

z (t)

di = 0.

Travaux cités

[1] C. de la Vallée Poussin, Sur Udquation différentielle lindaire du second
ordre, Journal de Math. Pures et Appliguées 8 (1929), p. 125-144.

[2] G. Sansone, Equazioni differenziali nel campo reale, Parte prima, Bologna
1948.

[8] Ph. Hartman and A. Wintner, On an oscillation oriterion of de la Vallée
Poussin, Quarterly of Applied Mathematics 13, N 3 (October 19565), p. 330-332.

[4] G. Hardy, J. Littlewood and G. Polya, Inequalities, Cambridge 1934.
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