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Par suite:

8% la série (1) est bornée au moins presque partout sur deux segments
définis par (15), o |ab’—ba'| > 0, cette série converge uniformément dans le
voisinage de tout point (z, y) du domaine D, défini par Vinégalité t(xz, v, 8,)
<1

Comme dans le numéro 1, on peut prouver que le domaine #(z, y, 8,)
< 1 ne peut pas étre augmenté.
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Sur un critére d’oscillation des intégrales
de Péquation différentielle (@®)o) +f(t)z =0

par Z. OpPIAL (Krakéw)

1. Dans la note [1] M. Zlamal & établi le critére suivant d’oscillation
des intégrales de équation différentielle linéaire du second ordre

(1) Q@) +itz =0

ot Q(f) et 7(t) sont des fonctions continues dans Pintervalle <0, 4 o)
et Q(t) >0:
8i Pon a

@ [q@=+=

et il ewiste une fonciion w(f) positive, continue ainst gue 3a dérivée pre-
maére et telle que

(3) f 32)) w'(g)ds < -+ oo,
i
(4) lim [ w(s)f(s)ds = + oo,
te>00

0

alors Dégquation (1) est oscillatoire, olest-a-dire chaque solution de celle
équation s'anmule une infinité de fois dams Vintervalle <0, + o).

Dans la présente note, je vais montrer qu’en modifiant légérement
la démonstration de ce théoréme on peut remplacer les conditions (3)
et (4) par une seule condition plus générale. Dans le paragraphe 4 je
donne un théoréme sur Lallure asymptotique des solutions de I'équation
(1) dans le cas ol @(?) =1 et dans I’hypothése que I’équation envisagée
n’est pas oscillatoire. Ce théordme constitue la généralisation d’un théo-
réme de A. Wintner [2].
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9, TEhorEME L. i Don o la relation (2) et sl ewiste une fonction
positive w(t), continue ainsi que 8a dérivée premiére et telle que

o 1 o' (8)\2
(5) fim w(s)[f(s)«ﬂ(s)(w(s))]ds -

Z’égulm'on (1) est oscillatoire.

Démonstration. Pour la démongtration par I’absurde, supposons
que Déquation (1) ne soit pas oscillatoire. M. Zlimal a démontré que
dans ce cas il existe une intégrale z(t) de cette équation telle que

+ oo,

(6) limsup®z(f) = - co.
o0

Sans restreindre la généralité on peut supposer que z(t) > 0 dans Pinter-

valle <0, +oo). La fonction () = Q(1)a’(t)/»(t) satisfait & Iéquation
de Riccati
(1)
1) = — —f(t
m Wi = =5 10
On en tire immédiatement
¢ ¢
w(s)
ofw(s)u( oo ds—ofw(s)f(s)ds

et, aprés intégration par parties du premier membre,

t i
w(s) ,
nofwu (s)ds—ofw(s)f(s)ds

Mais, d’une inégalité élémentaire bien connue on tire

t
6)  o@uld) = a+fw (s)(s)ds

o (yue) = LB @) V2uE) Vo) Q@) | o))
S Vels  VQE 4o (s) Q)

Donge, de (8) il vient

1 Qs
w (@) () Zof—(_

8

2

ds—fw(s)f(s)ds

L]
et, en vertu de I’hypotheése (5), u(?) < 0 pour ¢ suffisamment grands ce
qui est incompatible avec la relation (6).

3. Pour w(t) =t du théoréme I on obtient (v. [1], corollary 2)
immédiatement: :
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COROLLAIRE. S7 Q1) =1 et

¢
(9) lim | s []‘(s)~ *1—2—] ds = + oo,
trooy 4s

Déquation (1) est oscillatoire.

11 en résulte que la constante } est la meilleure possible, car si Pon
pouvait la remplacer par une autre plus petite, la relation (9) aurait
lien méme pour la fonetion f(¢) = 1/4¢; mais, dans ce cas, Péquation (1)
n’est pas oscillatoire.

4. Nous désignons par {i: W(¢)} 'ensemble des t vérifiant la condi-
tion W(t), et par m(E) la mesure de Lebesgue de I’ensemble E. Soit =(t)
une fonection continue dans lintervalle 0, - oc).

DfrFiNiTIoN. Nous dirons que la limite approximative (v. [3]) est
limapprz(t) = 4+ oo,
o0

lorsque m{t: 2(t) < k} < + oo pour tout k fini.
TetorEME II. Si Uéguation

(10) &'+t =0

n'est pas oscillatoire, il existe une intégrale x(t) de cetle équation pour

laquelle on a

(11) . limapprz(t) = + oo.

>0
Démonsgtration. Prenons une intégrale queleconque u(f) de ’équa-
tion (10). Sans restreindre la généralité on peut supposer gue %(f) >0
dans I’intervalle <0, -+ oo). Ceci posé, on peut obtenir une autre inté-
grale de ’équation envisagée & l’aide de la formule

i
’ ds
(12) a(t) = ~u(L)af»ﬁ;)—

Nous allons démontrer que lmapprz(t) = 4 co. Prenons, & cet effet,
o0

un nombre quelconque positif & et évaluons la mesure de 1’ensemble
ouvert B = {t: z(t) < k}. On a dans I’ensemble E:

1 [ ds _1
kg wi(s) - u(t)
et, par conséquent, dans l’ensemble E' = E-(1, 4 oo):
11

13 +1~nvz
( )» a %

1

(s)ds < w(¥)
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ot o(f) = 1/u(t) et @ est une constante positive. Nous allons montrer
que m(B) < +co. Pour la démonstration par ’absurde supposons qu’il
n’en soit pas ainsi. I’ensemble B’ étant ouvert, on peut choisir un
nombre fini d’intervalles (@, by), ...y (Gny by) (@) < by < @y < by < ... <by,)
de telle maniére que 1’on ait

(14) 2 (a5, bs

Désignons par z(f) I'intégrale de 1'équation auxiliaire ¢ =2k issue du
point (0, @). On vérifie sans peine que

n

D ti—a) >

=1

JCEH et

(15) \ Jlim =) =

-+ oo.
Dans Dintervalle {a,, b,> on a, en vertu de I'inégalité (13):
1 i
a+ % f'vz(s)ds < o(t).
a

I en résulte (voir [4] ou [B]) que l'on a dans cet intervalle

(16y)
On a done

z(t—ay) < 0(1).

b1—a1

by
2(b,—a;) = a4+ = f (s a—{—%f v*(s)ds.
a

Par conséquent, dans l'intervalle {a,, b,> on a, en vertu de (13):

i3
shr—a)+ - [ s <o)
as

d’out il résulte que dans l’intervalle envisagé
(164) 2(t—aa+by—ay) <o(t).

On démonfre de méme que dans lintervalle {a;, b)) (¢ =
on a 'inégalité

1,2,...,n)

i—1

(16:) z(i~a¢+2 (b,-waa,-)) < (%)
=1

ce qui contredit (15), puisque » (b;—a) >%
i=1
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5. Remarque L. T est impossible de remplacer, dans le théoréme IT,
la conclusion (11) par la relation lim®(f) = + co. En effet, par un choix
[
convenable de la fonetion u(t) positive, monotone et telle que limu(t) = 0,
o0

on peut méme obtenir
- o Y s
liminfa () = hmmfu(t)f»——— =
300 o0 § wis)

Remarque II. Leg raisonnements de la démonstration du théordme
IT sont aussi valables pour l'équation (1), mais seulement dans le cas
olt 'on suppose que 1’inégalité
t

1 v%(s)
an ot — | ——ds < v(t

k) o P00
est vérifiée pour tout # > 1. Dans cette hypothése on a l’mégahté 2, (%)
< o(t) (t = 1) ol 2,(f) est I’intégrale de I’équation auxiliaire &' = 22/kQ (f)
issue du point (1,a). Mais dans I’hypothése (2), pour un 7 on a
lim 2,(t) = + oo, I'inégalité est done impossible. L’intégrale
s T-0

i
ds
=“m!mwmm

de I’équation (1) ne peut donc pas étre bornée pour ¢ > 0. Néanmoins,
on ne peut pas démontrer que limapprz(f) = 4 oo. En effet, le change-
ts00

ment de la variable indépendante

das
(18) = [ g

[

dans I’hypothése que 1’équation (1) est non oscillatoire, méne & 1’équa-
tion non oscillatoire du type (10); mais, il est clair que (18) peut trans-
former des ensembles de mesure finie en ensembles de mesure infinie
et inversement.

Remarque IIT (ajoutée pendant la correction des épreuves). Dans
le cas out Q(t) = 1 le théoréme I a été déja démontré par V. A. Kondrat’ev
dans la note [6].
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Sur la répartition asymptotique des zéros
des fonctions caractéristiques du probléme de Sturm

par Z. OriAL (Krakéw)

Envisageons D'équation différentielle linéaire du second ordre
(1) (p@)w) +(ho@)+q@)u =0,

ol p(w) et p(x) sont des fonetions continues et positives dans intervalle
{a, by, q(z) est une fonction continue dans le méme intervalle et A est
un paramétre. Tout nombre 1, pour lequel I’équation (1) admet une solu-
tion non banale u(x) satisfaisant & la condition aux limites

@) u(a) = u(b) = 0,

est appelé valeur caractéristique de ’équation (1). D’aprés le théoréme bien

connu de Sturm, il existe une suite infinie de valeurs caractéristiques

<Ay <3 <... telle que limi, = +oco. A chaque valeur caractéri-
N—>00

stique 2, correspond une seule solution non banale u,(z) de I’équation (1)
satisfaisant & la condition (2) et normée par les relations

(3) [un(@)ds =1, un(a) >0.

Cette solution est appelée fonction caractéristiqgue de 1’équation (1).
D’aprés le théoréme mentionné de Sturm, la fonetion caractéristique
U, () s’annule .exactement n-+1 fois dans l’intervalle <{a,b). On peut
se demander, bien naturellement, de quelle maniére ces zéros des fonctions
caractéristiques successives se répartissent-ils entre les divers sous-
-intervalles de l'intervalle {a,b>. Le but de la présente note est de ré-
pondre & cette question.

Iy

1. Précisons d’abord le probléme méme. Désignons, & cet effet, par
@,(a, ) le nombre des zéros de la fonction caractéristique u, () situés
dans D’intervalle fermé {a, > (¢ < a < f§ < b). Ceci admis, le probléme
dont nous parlions plus haut peut étre formulé comme il suit:
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