160 J. Szarski

d’équations de la forme (4), ol les membres F, ne contiennent que
les dérivées de w d’ordre inférieur & ¢. En particulier, convenant que
u, = 0%u/0x% et tenant compte de la régle de Leibniz, on a pour la

premidre équation (4) (s = 1)

04
By = 2¢ i)a;'ly -+ By,

d’ol, d’aprés 3°,
[Bil < M:1(20+1) = M,.

11 en résulte, en vertu du théoréme de K. Friedrichs et H. Lewy, que les
limitations de la forme (5) pour les dérivées d’ordre o+1 d’une solution
de I’équation (1) ont lieu dans la pyramide P,, pourvu que sa hauteur ne
surpasse pas le nombre A(2,). Comme M, — co lorsque ¢ — 1>o, la hauteur
de cette pyramide tend, d’aprés (3), vers zéro lorsque g — oco.

La lacune dont nous venons de parler peut étre néanmoing comblée,
p. ex. en vertu d'un résultat obtenu par 8. L. Soboletff [3], ou bien en vertu
d’un théoréme de T. Wazewski et de lauteur [4]. Ce théoréme montre
en effet que dans les hypotheses du théoréme de K. Friedrichs et H. Lewy
la limitation de la forme (2) a lieu, quelle que soit la hauteur de la pyra-
mide P, (cf. [4], p. 9, remarque 3).
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Sur l'application de la méthode des approximations
successives a une équation intégrale a forte singularité

par D. PRZEWORSKA-ROLEWICZz (Warszawa)

1. Introduetion. Soit I’équation intégrale & forte singularité
K
& o) =4 fw iz,
P T—1

ol L est un ensemble fini de lignes fermées dans le plan de la variable
complexe qui ont ane tangente continue et sont disjointes. La fonction
complexe des trois variables complexes K (¢, =, u) est définie dans la ré-
gion L[teL, tel, |u| < R]. L'intégrale a le sens de la valeur principale
de Cauchy.

A. 1. Gusejnoff [1] a démontré, en appliquant la méthode des appro-
ximations successives dans le cas d'une fonction réelle des variables
réelles ayant une dérivée K, (¢, v, %) vérifiant la condition de Lipschitz
relativement & u, que 1’équation (1) a une et seulement une solution.

En supposant la fonetion X (t, 7, %) holomorphe, W. Pogorzelski [2]
a démontré Dexistence et I'unicité d’une solution de I’équation (1), par
la méthode des approximations successives.

Le méme auteur a démontré dans le travail [3], moyennant des hy-
pothéses plus générales, Pexistence de la solution de 1'équation (1), en
appliquant le théoréme topologique de J. Schauder.

Dans le présent travail je démontre par la méthode des approxima-
tions successives, sous des conditions plus générales que dans le travail
[2], l'existence d’une solution unique de 1’équation (1) damns la région
de la variable complexe. Cette méthode présente I'avantage de fournir
un algorithme du caleul de la solution et montrer son unicité.

2. Théorémes auxiliaires. THEOREME DE BANACH. S, dans Pespace
E métrique et complet, Popération A vérifie Vinégalité suivante relative auz
normes
Ay —Au,|| < gl — sl (0 << g <1)
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pour deuw points quelconques u, et u, de Pespace B, il ewiste une solution
unique de U'équation fonetionnelle

u = Au.
Cette solution u est la limite dune suite {u,}, définie par la relation de ré-
currence
Upyy = Ar,,  (n=1,2,..)

(u, est un point quelconque de Uespace E), qui est convergente selon la norme
dans Uespace E.

THEOREME DE PLEMELJ-PRIVALOFE. 8% la fonction complewe F(t, 7),
déterminée pour teL, veL, vérifie la condition de Hélder sous la forme
@) B )—F(, ) <FH—tPH =] (0<p<»<1),
alors la fonetion G (1) définie par Vintégrale de Cauchy

F( ‘
G(t) = f 7 0
T—1
£
pour teL, vérifie la condition de Holder
(3 G -6 () <fDE—2},
ot la constante D ne dépend que des lignes L.
3. L’espace H" )
DxrFrNTTIoN 1. Nous appelons espace H* (0 < pu < 1) Pespace composé

de toutes les fonetions complexes de la variable complexe ¢ définies sur I
qui vérifient la condition de Holder avec exposant u.

8i nous admettons pour espace H* les définitions bien connues des
opérations linéaires et la définition de la norme des éléments par Pégalité

lp(t) — ()]
[t —tl*
Despace H" sera un espace de Banach (c'est-a-dire un espace linéaire,
normé et complet).
'La, convergence selon la norme de la suite de points {9} dans l'espace
H* implique la convergence uniforme de Ia guite fonctionnelle {p,(?)}.
4. Les fonctions de classe W
DEPINITION 2. Une fonction réelle G(t,7,2,y) des variables com-

géexes t, 7eL eb des variables réelles [z < R, |yl <R est dite de classe
vy BL

(8) G, Ty Xyy 2/1)-G(t, Ty T2y Yp)

(4) llpll = sup |p(t)| +sup
z z

= Gy(t, 7, @, @, Y1, yz)Gz(“’l‘ﬁUz)‘i“Ga(t: Ty 1y Bay Y1y Y2) Ga(Y1—Ys)

?
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ot les fonctions réelles ¢, @, vérifient la condition de Holder de la forme
(6)  16a{t, 7y @1, By, Yy Y2) — G, (8, T, 2, 5, 91, 9a)]
L glt—tP+ le—'[*+ o — @] + [ — @l +|y1 — 11l + ¥ — 9]
(t=1,3;0<pu<»<1)
et les fonctions réelles Gy, G, vérifient les conditions
(7) |G(@) — G (a')] <glo—a| (i =2,4),
(8) G0 =0 (i=2,4),

g; désignant des constantes positives.
La formule (8) implique I'inégalité |G;(x)| < g;l»| (1 = 2, 4).
THEOREME 1. 8% la fonction G(i, v, z,y) admet des dérivées G, et G,
qui vérifient les conditions

9) G, T, e, ) =G, T, 2, ) < g[B—tT+ r— "+ le— o'+

+ly—y1l,
9 G, T, 2, ) — G, 2, ¥ SgyliE—t0+ r—7 "+ jo—a' |4
’4' Iy—“?/'l]y

(0% gy, €t g,, sont des constantes positives, 0 < u < » < 1), la fonction G(t, 7,
w,y) est de classe UA,,. .

La démonstration résulte immédiatement du théoréme de la moyenne
da & J. Hadamard. )

THEOREME 2. 8% lo fonction G(t,t,x,y)e9H,,, les dérivées partielles
G, et G ewistent et vérifient les inégalités (9) et (9').

Démonstration(). Nous démontrerons, par exemple, I'existence
de la dérivée G, qui vérifie les conditions (9) et (9'). Pour la dérivée @
la preuve résulte par analogie.

Nous avons, d’aprés ’hypothése (5) relative & la fonetion &

Gty v, 8y, Y)— G, 7, @, Y) = Caf, 7, By, Bg, ¥, §) Ga{@1— ).
1° 8i Gy (t, 7, %, @, y,y) =0 on a pour h 7= 0 et {, 7, x, y arbitraires
1égalité
Gt t,2+h,y)—G(,7,%,9)
h

Gy (h)
B

=G, v, 0+h, %,9,9)

(*) La preuve du théordme 2 est due & M. A. PLS.
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Le quotient G,(k)/h étant borné, il en résulte
GL(t, T, 2,y) = 0.

2° Supposons maintenant qu’il existe des 1y, 7o, %y, ¥, tels

que
G (toy Tos %oy Toy Yoy Yo) # 0. On peut encore admettre que

Gl(ttn Toy o3 Loy Yo, Yo) = 1.

Dansg le cas contraire nous poserions

Glgtl_ri Zyy Boy Y, )

G1(toy Toy Bos %oy Yoy Yo) '
Ga(h) = G1(tes 7oy Toy %oy Yoy Yo) Ga(h).

Nous démontrerons qu’il existe une dérivée droite D @, (0). Désignons
par 1 l?, dérivée droite inférieure D, @,(0). (Remarquons que le nombre I
est fini, en vertu de la condition (7)). Pour un nombre positif ¢ arbitraire

on peut choisir une suite {h,} de nombres positifs, convergente vers zéro
et telle que

Gilt, 7,1, 0,9, y) =

G(h,) < (I4¢)h,.
Nous avons

G(tyy Toy Bo+ by, Yo) — G (to, 7o, Ty, Yo)
»
= L;:Gl(to, %, Ty, Bo-t(F—1) b, o, 96)| Ga(h).
La fonection @, vérifie la condition (6), d’on
Gy (b, Toy Bo+Ehy, B+ (k—1)hy, Yy, yo) < 1+ gy h,.
11 en résulte Pinégalité suivante:
(10) G (to, 7o, @o+mh,, Yo)— G (to; 7o, @0, Yo) < (I+ &) [n+4n(n+1)h,g, 1,

pour naturel :?eritra.ire. Soit h un nombre positif arbitrairement fixé.
11 existe une suite de nombres naturels {n,} telle que

w,h, — h.

) En substituant n =n, dans l'inégalité (10) nous obtenons done
(si » = o0) ‘

Gty; Tos To+-h, Yo) — G (to, Ty %y, Y) < (I+¢) [h+1h2g,]

pour h >0 arbitraire. Pour & > 0 suffisamment petits nous avons done
1
Gty %, @t by Za; Yoy Yo) (&) [h+h2g,],

G (h) <
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ot résulte P'inégalité pour la dérivée -droite supérieure
D, G:(0) <l+e <D, G (0)Fe
et I'égalité D, G5(0) = D, G,(0). Il existe alors la dérivée droite D, G5(0).
En ce qui concerne la dérivée gauche D_G,(0) remarquons que
Gty Toy %oy Yo)— G (tyy Toy Dot Py Yo) = Gilles To, Toy Lo by Yoy Ye) Ga(— 1)

et
G, () G (—h)
271' = G4(tas Tos Tos Tot Ry Yos Yo - %

d’otr résultent Pexistence de la dérivée D_G'5(0) et I'égalité

@1 (%, 7o, o+ by Ty Yoy Yo)

D_G,(0) = D, G4(0).
1l existe alors la dérivée G,(0) et nous avons
QLt, T, 2, y) = Gy(t, 7,2, 2, ¥, ¥)G5(0).
Tl est évident que cette dérivée vérifie la condition (9) e. q.f. d.

5. Applications a ’équation intégrale & forte singularité. Sup-
posons que la fonction complexe K(t, 7, u) définie dans la région

LlteL,teL, |u| <R] (u =xz+1y)

et vérifiant 1a condition de Holder relativement & ¢ avec 1’exposant v,
relativement & = avec lexposant g (0 < p < » < 1) et la condition de
Lipschitz relativement & u, ainsi que sa partie réelle et sa partie imaginaire

M(t,z,m,y) =reK(t,7,u), N v,2,9)=IimK({,r, u)
appartiennent 3 la classe 9,,. Considérons dans Vespace H* un engemble
Z de points @(f) défini par les inégalités
(11) lp(t) < R,

(ar) lo(t)— ()] < »lt—11%,

les constantes R, 0 < u < v <1 étant fixées par la propriété admise de
1a fonction K et le coefficient » étant une constante positive arbitraire,
qui n’est pas déterminée pour le moment. Pour résoudre 'équation intégrale
proposée (1), transformons l’ensemble Z C H* par T'opération intégrale
singuliere

K, =, @(7)]

T—1

(12) p=EKp=1 f dx.
L
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Draprés le théoréme cité de Plemelj-Privaloff et en vertu des propriétés
de la fonetion K, le résultat de I'opération (12) appartient & 1’espace H".
Cherchons Ia condition pour que ensemble Z' de tous les points transfor-
més » de Pensemble Z fasse partie de cet ensemble.

Nous avons le théoréme suivant.

THAOREME 3. Pour que Densemble Z' des points de Vespace HY, obtenus
par Dopération (12) & partir des poinis de Vensemble Z de cet espace, donné
par les inégalités (11) et (11°), fasse partie de Densemble Z, il suffit que le
nombre x vérifie les inégalités

pmn R (1] [=R(sup| M| +5up| N )+ I (m+n)]
121/ D(m+n) 214 I (m—+n) ’

(13)

dl
ot I = sup f -——tIT_ (la constante D ne dépend que des lignes L, m ¢t n
L i [t—Tl “

désignent les ocoefficients de Holder des fonctions M et N).
Démonstration. Par hypothése, les fonctions M et N vérifient
les conditions suivantes:

[M(ty 7, @, y) =M, o, o,y ) S mp—1T+e—7 "+ lo—a'[+ly =y,
N, 7,2, )= N, o, ¢,y ) < nlli—tP+ [r—7' - lo—a' -+ ly —y'1].

En posant ¢() = #(t)+iy(t), nous aurons done

" <12fM”’T’f_(?’y(”]dr+w‘fN”"ﬂ?*“’”drl
L L

< JA- f—MUJ r,w(r),y(r)]—M[t,t,x(t),y(t)]d

T—1

|+

L

N — .
'Hll'f [t,t,m(r),y(r)r];tN[t,t,w(t),y(t)]dr +

L

+rIA{ ML, ¢, 2(t), y@OU+IN [, T, 2(1), y (1)1}
[T—¢*

T—1

-
—

7 dr -

< |2 m(1+2%) f dv |2 (L4 24) f
L L

+llin[s1;pIMI+s§plN|]
< 1A (m+n) I (14 22) 4 |A] = (sup | M|+ sup | N]).
L L

D’aprés le théoréme du Plemelj-Privaloff (voir p.162), nous avons
[#(®)— ()] < [A|D(m+n)(14-22) [t—']".

icm
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Done, P’ensemble Z’ fera partie de Pensemble Z si les inégalités sui-
vantes sont satisfaites:

[A](m—+n) I (1+ 22)+ |A| = (sup | M|+ sup |N]) < R,
L z
[A]D (m4n) (14 2%) < %,
d’olL résultent les inégalités (13). Signalong qu'il existe toujours des nombres
» vérifiant les inégalités (13), si |A| est suffisamment petit.
TeforEME 4. Sila fonction K (t, v, u) admet une partie réelle M(t, T,
@, y) 9N, ¢ une partic imaginaire N (i, 7,2,y)eNH,, (v=a+1y), le ré-

sultat de Vopération K effectuée sur deuw points arbitraives g, (1), p.(?)
Vensemble Z wérifie Dinégalité

(14) [ Eps— Easl| < gllpy— @alls
o
1+2]4].D (m+n)

T2 DmEn) a+nb], HI(IJrD)b};

(15) g = max {IM [(I+D)

on & posé
@ = MMy MgMy—+ Ny Mg+ NNy,
b= "nSS‘;’P|M1|+'”"'4SEP|M3[+“2S‘;P|N1]+”ﬁ‘_lLPINsl:
ot my, n; (¢ = 1,2,3,4) sont les coefficients de Holdur des fonetions M;, N;

(i =1,2,8,4), qui sont des composantes des fonotions M, NeHA,,.
Démonstration. Nous avons

K[ty 7,0 (2)]— K2, 7, @2(7)] ar
T—1 :

p—p; = Kpy— Ko, = ﬂ-f
L

D’apres l’hypoth;‘ase, nous aurons
K (&, 7, uy)—EK(t, 7, %s)

= M, 7,2, y)— M, 7, 25, Y2) T UV, T, 51, 1) —N(t, 7,2, Y2}

= M1, 7, B, Ty Y2, Yo Ma(B—@a) + Mt 7 01, @, 0, Y Malys—Y9)+
LN (ty 7, By Bay Yay Yo) Na(@ = Be) + Nty 7,01, Y1, Ya) V(W21 —Ya)}s

ot uy (1) == m,(1)+17,(t) (a =1, 2) eb les fonctions M,, N, (e = 1,2, 3, 4)
vérifient les inégalités (6), (7).
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Nous pouvons écrire
[ (8, T, &y, 29y Y1y Yo) M, (o0, —@y) — My (¥, 7', By By Y15 Yo) Mo (0 — a3)]
< mymg|@y— @y [t— P+ |t — 7“4 @ —ai] oo —as| + [y — il + ¥ —pall+

-+ masgp | B (ot — 2) — (w7 — w2)] -

- i‘) . e
Posons h(y) = sup h’([t;) :/—\("_-)vl (le coefficient de Holder de la fone-
L 17 ba

tion »(1)); alors
[, [t, 7, @1(7), 22(7), Y1(2), Ya(0) 1M 5 [@1 (v) — @2 (7)) —
— ML [, 7 @ () @a(7)s Yo (7)), Ya(v) 1Mo [0 (7)) — 24 (7') ]|
L amgmy [L4 R () 4+ h(@e) +h (Y1) + b (ye) s (1) — @ (2)| [[E— 2P+ |7 — o' [*] 4

‘]‘mzs}llp lMli h(my—m,) [v— T'!” .

Remarquons maintenant que h(z,) < %, h(y,) < %, olt a =1, 2; lorsque
u,(t)eZ, nous aurons done

T+4h(zy) +h(@e) + 5 (Y1) +h(y) < L+4x.

Désignons par kg, (M, M,) le coefficient de Hplder de la fonction M, M,
relativement aux variables #, 7, analogue au coefficient A(y); nous aurons

hi (M M) < mymy(1+4x) S‘;_JP [y (7) — @a(7)| + mzsgp [My|h(2y—2,).

Nous obtenons des ihéga.]ités analogues pour les fonctions M M,, N, N,
et N,N,. Alors, d’'aprés le théoréme de Plemelj-Privaloff, on aura

h{ys—vs)
<A (my Mg+ Mgy + 1y g+ ngny) D(14-4%) sup lpy— ol +
+ IAtD(mESgp IM1\+mas§p | M| 80D | N[+ Sup | NV,[) by — pa)
< 4] Da(1+ 4x) sup |¢1— @al + [A] DbR (9, — s) .
Ensuite nous avons

[ M (3, 7, @y @y Y1,y Ya) Mo (0, — m,)] < mysup [ M| o, —z,
L

icm

Sur Vapplication de la méthode des approximations successives 169

et des inégalités analogues pour les fonetions M,M,, N, N,, N,N,, d’olr
résulte
[¥1— 2l
<M [ (MM o)+ (MM ) +h(N Vo) + 1 (NN )]+

+|l|vr[s%p!MxleJrmipIMaMdl+s%p!N1Nzl+s1éprsN4I]
< IMI{“(1+4x)Slép I%—%HIllbh(%—%)}—l-lllﬁbsgpl%—w-
Nous en concluons que
va—will = 81L.1piw1—wl+h(w1—w2)
<4 {a(I+D)(1+4%)+wb}SEPl%—%lJrMI (I+D)bh{p;— @)

d’olt on obtient la thése du théoréme 4, en choisissant la valeur la plus
avantageuse
. ADmtn)
1—2|AD(m+n)
THRORBEME 5. Si lo partie réelle M(t, 7, x,y) et la pariie imaginaire

N, v,2,y) de la fonction E(i,7,u) (o+1iy =u) sont de classe H,,
alors pour des valewrs absolues suffisamment petites du paraméire A:

16)- 0< 2 [ 1 1 1]
(16) < <) )’ 50+ D) 7

ot
Ps = 2D (m+n)[a(I+D)— nblp,+ a(I+ D)+ b+ 2D (m-+n),

, 1 1
P < mm[zp(m+n)’ b(I+D)]’

il ewiste une solution unique de Uéguation intégrale (1).

Démonstration. En vertu du théoréme de Banach et du théoréme
4, il suffit de démontrer que g <1 pour des valeurs absolues suffisamment
petites du paramétre A. Done, d’aprés la formule (15), il y a lieu de
supposer que

(17) W(I+D)h <1,
(17) 1—2[4 D(m+n) >0,

i [a(HD) 1424 D(m+n)

(277 1=2|AD(m+n)

+nb]< 1.
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Nous obtenons

1
18) < Dy
r 2’ 1
(187 W< 2D (m-+mn)

et en réduisant au commun dénominateur nous aurons, d’aprés linéga-
lité (18')

(18") |Al{2D(m+n)[a(I+D)—=bl|Ala(I+D)+mb+2D(m+n)} < 1.

Désignons par p, un nombre positif arbitraire vérifiant 1'inégalité

1
(I+D)’ 2D<m+n)]'
Alors il en résulte Vinégalité suivante:

1 1
2D(m+n)[a(I+D)—mblps+a(l+ D)+ mb+2D(m+n) py

P1 <m1n[b

(19) A<

En vertu des inégalites (18), (18’) et (19), si les valeurs absolues du
parameétre 1 satisfont & 1'inégalité (16), nous obtenons la thése du théo-
réme 5.
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On summability of double sequences (II)

by A. Arexmwicz and W. OrLicz (Poznar)

In paper [2](!) we have proved strong consistency theorems for the
regular summability of double sequences. In the present paper analogous
theorems are proved for the restricted summability of double sequences.
After preliminary definitions we prove, in section 2, some theorems of
Toeplitz type for restricted summability; some instances of these results
were proved in an alternative version by C. N. Moore ([5], p. 92). The
main result, the consistency theorem, is then proved in section 4. The
method is based, as in [2], on the application of two norm spaces. The
results may be extended without any alteration to the summability of
sequences of multiplicity greater than two.

1. Definitions and preliminaries. By a convergent sequence we
shall always mean sequences convergent in Pringsheim’s sense; the limit
of such a sequence # = {z;} will be denoted by lim 2. To recall the no-

1,00
tion of restricted convergence let us denote by S, the set of the pairs
(4, k) of indices such that n~* < (4+1)(k+1)"" < n; the sequence » = {w;}
is called restrictedly convergent to .. (Moore [6], p. 567) if, given any ¢ >0
and n, there is a N ‘such that ¢, % > N together with (i, k) eS8, implies
[ —®..] < &; @.. i3 then called the limit in the resiricted sense of the
sequence x and will be denoted by []Eogwik'

Let 4 = (ay,,) be a four dimensional matrix; given a sequence
@ = {u;,}, let us consider the transforms
o
Agp(w) = 2 Bty Py +

s, v=0
Tf these series converge (in Pringsheim’s sense) for every 4, % and there
exists lim 4,,(z) = 4..(z), then the sequence z is called A-summable

i, ko0

to A..’(m); the quantity 4..(») will be written interchangeably A-lim z;,.
i, k—>o0

(1) Let us correct the following misprints of this paper: p. 176, line 6 is to be
read ||zg—o'||* < &, |[zg—a||* < &, p. 176, line 18 is to be read 2ix+ eik®ik.
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