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- 44, B
—‘fffTZ%I:(t_Tz)(7L+1)I20XP [ﬁ"""'( "") 7’,2413] X
%" % 4(t—m,)

¥

dr B
X €08 (4B, Ty)COS(T4m), wp,)—:A——Jdo,

Vi— Ty

oA, B) = 3 a*? (4, 1)c08(r 4z, ) 008 (Nam; Ty,
Py
et J est le discriminant, qui ne dépend pas de 7.s. On change mainte-
nant les variables dans les deux intégrales en posant

tag = wVt—1, Tap = uVi—1y,

d’ote:
(38.4)  Tog(7a) —Fs(7a)
iz
= O{If f u"“exp[——iuzﬂf*‘(A,B)]dudc}a 0, 4At—0,
=

4 cause de ’hypothése (2) de lintroduetion, c. . f. d.

Les égalités (5.4), (7.2), (6.2), (5.2) et (1.2), de méme que los for-
mules (5.1) ot (10) de l'introduction justifient la conclusion (11) de l'in-
troduetion.

Travaux cités
[1] W. Pogorzelski, Htude de la solution fondamentale de 1'équation parabo-

lique, Ricerche di Matematica 5 (1956), p. 25-57.

[2] — Propriéiés des intégrales de Iéquation parabolique mormale, Ann. Polon.
Math. 4 (1957), p. 61-92.
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Sur une équation intégro-différentielle de la théorie
de la conductibilité :

par D. Sapowska (Rédz)

1. Enoncé du probléme. Le probléme de la répartition de la tem-
pérature en état stationnaire dans un milieu conducteur et rayonnant
conduit & la résolution d’une équation intégro-différentielle de la forme

Fl4,B,7(B) ,

& ar =4, n+ [ | 8 ()

TaB
avec des conditions aux limites données.
Nous supposons que le domaine ouvert borné 0 est limité par une
surface S vérifiant la condition de Liapounoff (2).
La fonction f(4, u) est définie et continue & lintérieur du domaine
fermé
A2+ 8,

Nous supposons, de plus, guelle vérifie .dans ce domaine la condition
de Holder par rapport au point variable 4 et la condition de Lipschitz
par rapport & la variable w. ,

Ta fonction F(A,B,u) est définie et continue dans le domaine
fermé
(2) Aw,y,2)e2+8, B(&,n, Hel2+S8,

Nous supposons enfin que la fonction F(4, B, u) vérifie la condition
de Hplder par rapport au point variable 4 et la condition de Lipschitz
par rapport & la variable u dans le domaine (2).

Nous cherchons une fonction T'(4), qui satisfasse 1'équation (1)
3 lintériour du domaine @ et qui prenne en tout point P de la surface
§ des valeurs limites données a priori:

(3) T(4)—0,

W < R.

lul < R.

A—~P.

(*) Pour le sens physique de cetite équation, voir le travail [2] de W. Pogorzelski.
(%) Condition de Liapounoff: I’angle 4(P, Q) entre les plans tangents en deux
points quelcongues P, @ de la surface 9 vérifie 'inégalité 4 (P, @) < 0%, 0< .
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2, Résolution du probléme par la méthode des approximations
successives. 11 résulte de la théorie du potentiel [3] que la fonction
T(A) qui satisfait & 1’équation ‘

(4) AT(A) = f*(4)

et & la condition limite (3) est unique et qu’elle est définiec par la for-

mule
-——-»-—fffGA B)J*(B)dus,

G(4, B) étant la fonction de Green par rapport au domaine Q. Si done
la fonetion T'(A) satisfait & 1’équation (1) et & la condition limite (3)
elle satisfait aussi & I’équation intégrale

?

6) 1) =~ [[ [ 4, BB, 7(B)dra—
J.

Lot o[ XOBI 4,

L’équation (5) peut s’écrire sous la forme

(6) T(4) =f,[4,T(4 ]+fff<r>rzt B, T(B))dxz,
ol

(7) fi(4, u) meGA, B)J(B, u)dvg

et

8) ®(4, B, u) = —w—fbffa (4, 0y 1O J-B--_ldro

est une fonction définie dans le domaine (2), si A4 == B.

La fonction de Green pour chaque couple de pointg différents 4 et
0 du domaine Q satisfait & Dinégalité suivante (voir [1], p. 248):

0<G(4,0) <l1fry.

La fonction F(4, B, u) satisfait dang le domaine Q & la condition
de Lipschitz par rapport & u, c’est-d-dire

|F(4, B, ) —F (4, B, uy)| < Feplug — uy|,
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donce la fonction & satisfait & l’inégé]ité !

(9) |D(4, B, 1)~ P (A, B, us)]

dr, ’ ’
< M= [ [ [ 25— < [ logr.aa] + 15l — wal,
A 4070B

Iy et k; étant des constantes positives (voir [4]).
La fonection f(A4, u) satisfait dans le domaine 2 & la condition de
Lipschitz par rapport & u, c’est-a-dire

F(A, u) —F(A, ua)] < Fplg— 0y,
done la fonction f, satisfait & I'inégalité

dTB

1
(10) 1y )=l )l <ol [ [ [

T4B

ott L désigne le diamdtre du domaine Q.

Nous appliquerons & I'’équation (6) la méthode des approximations
successives.

Définissons une suite infinie de fonetions T,,T,, T,, ...
relations

(11) Toald) = Fil4, Tu(A)]+ [[ BT, B, T(B)]dzs,
[

par les

olt la premiéré approximation T,(A) est une fonetion continue, arbi-
trairement choisie, vérifiant la condition

To(d) < B

Cherchons la condition d’existence de la suite {T,(4)}.
done que la fonction continue 7,_;(4) vérifie la condition

T (A) < B

Supposons

ot étudions lapproximation suivante T),(A4).

Remarquons qu’on a
fff 7407
A0 CB

ol My est la borne supérieure de la fonction |F| dans le domaine (2).

(12) |®(A, B, u)| (klloguz+k),
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D’autre part on a

(13) (4 “)|<—“fff clrE fz_tmnlzclw _ J:[ff"
0

TAB 7

ot M, est la borne supérieure de la fonetion |f| dans le domaine [ 24§
|u] < R] et L est le diamétre du domaine £.

D’aprés les inégalités (12) et (13), on a

M+ [ [ [ 1004, B, T (B)dn
2

’

(14) ITa(A)] < Ifi[4, Ty (A

&

<S4 ,,f (s [l0g 7.45| + Ty b

L
MI* M
—_— 2 -
o f 471 (o [log| + Ty) di
T
<-—M~——I-M( I3log I+ -2 IH—kzLﬂ)

< 0,MI*L|logL|{+L+1),

ot M = sup (M, Mz), C, = 5“13[‘;', Tk ‘;'kl‘{"%kn]-
Si done la borne supérieure M et le diamétre L satisfont & I'inégalité

(1) O\MI*(LflogL|+ L+1) < B
on a .
Tl < R

et la suite 7', est définie. T’inégalité (15) joue dans notre preuve un réle
trés important.

Pour démontrer la convergence de la suite (11), étudions les diffé-
rences desy termes consécutifs.

D’aprés les inégalités (9), (10) et

lTﬂ-u(A)'_Tn(AN < ifl[A’ TH(A

(14), on a
V1—hl4, Toy(4)]]+
+faff|¢[A,B, T,(B)]—®[4, B, T,_,(B)]|dvy

< Sup|Ty (4) Ty (4)| [ L2+ [ [ [ (ki logr ] -+ 1}) drs
2

<BUp|T (4)— T (A)| [y L+ Ty L2 (log L] + 1)
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(ol %, est une constante positive). Finalement on a
T (4)—Ta(4)] < sup T, (4)—T,_1(4)|Co L*(Llog I| + L+1),
Cy = sup(}ky, &s).
Si donec le diamétre L satisfaith la condition

(16) O, L*(LjlogL|+L+1) < 1
la série ’ )
To(A)+ D [Tnsr(4)—To(4)]
n=0

converge absolument et uniformément dans le domaine 2+ 8, et par
suite la suite (11) converge vers une fonetion continue 7'(A) satisfaisant
& Péquation (6). De plus, il résulte de la théorie des approximations
successives que cette solufion est umique.

I1 g’agira maintenant de démontrer que la fonction 7'(4), qui satis-
fait & Péquation (6) et par conséquent 3 Péquation (5), satisfait & I'équa-
tion (1) et & la condition (3). Dans ce but, nous démontrerons le lemme
suivant:

LemME 1. 8i la fonction W(A, B) satisfait & la condition de Holder
dordre p <1 par rapport & A, et i elle est continue dans le domaine 248
par rapport & B, la fonction

s [ 24

satisfait & la condition de Hélder par rapport & A dordre p, st p < 1, ou
dordre arbitrairement inférieur & Vunité, st u = 1.

Démonstration. Par hypothése |P(A4, B)—¥(4,, B)| < Kria,.
Soient 4, et 4, deux points du domaine £2; on a

¥(4,B)  ¥(4,B)
1 (4)—J (4y)] <Uﬂ T o 1

” e B) (Al,Bnd +fffl‘1’(A1,B)l

dr ‘B

74 AlB

) 101 .
<4nLKml+M‘,fH | dep = Kyraa+ M,d*(4),
Q

Tap TaB

ot M, = sup|¥|. Kvaluons la derniére intégrale J*(4).
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Soit I" une sphére de centre 4 et de rayon r = 2., et soit /" la

partie commune du domaine £ et de la sphére I'.
Décomposons l'intégrale J*(4) en deux termes

ru=[[ [l [ |5
) © ' 4n "‘AIB
NS
"z & "1;413’
en appliquant une transformatian homothétique, nous aurons

' drp 2398 4, drge drgw
T = I ey = 2renf [ = 3
» 4B Y A TaB Va4 ? TaB*

Par analogie

dTB—Jl(AH‘Jz( )

)
TAB "‘A B

J[f 32 <swas
:

IJI I < IGTCTAAI

on a done

Nous avons ensuite

- [12

i < ff \TAB—*TAlBI |7’AB+ulﬂi

5 "’A B TAB"'AIB
Mais
[rap—Ta8] <744,

et

1 Y4B 3

N g gl

2 = T4B o 2,

d’otlr

L
3 Y
T3 (4)] < 7y f [ 1—“3—% <1w0rs [ 4
a-r 4"'437'413

< 40n7 44, (log L] + |log 274 4 |)
= 407 L, (r" 44 [10g L] + %y 4y [log 270 |) < E'0E = K'ry,

a étant une constante positive arbitrairement inférieure & l'unité.
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En rapprochant les résultats, nous obtenons
| (A)—J (4y)| < dnLEryq + M, E'r% 4,

_{”IWAAJ.; si n<l,
%744, B p=1

et le lemme est aingi démontré.

En vertu de ce lemme et de ’hypothése, que la fonction F(A, B, u)
satisfait & la condition de Holder par rapport au point A4, on conclut

que la fonetion
F[C,B,T(B
fff [0, i ( )]de
3 ToB

qui figure au second membre de I’équation (5), satisfait &4 la condition
de Holder par rapport au point C. )

D’aprés la théorie de 1’équation de Poisson [3], la fonction T'(A4)
définie par 1’équation (5) satisfait & Péquation (1) et & la econdition
limite (3). '

3. Résolution du probléme par la méthode topologique. Nous
résoudrons maintenant ’équation (1) avec les cenditions limites (3) en
admettant des hypothéses plus générales.

Supposons que la fonction F (4, B, u) soit définie et continue dans
le domaine fermé (2) et quelle satisfasse & la condition de Holder par
rapport & A et u dans le domaine (2).

Supposons, de plus, que la fonction 7(A4, u) satisfasse & la condition
de Holder par rapport & 4 et w dans le domaine A2+ 8, |u] < R.

Dang ces hypothéses il est impossible de résoudre le probléme par
la méthode des approximations successives. Nous le résoudrons en appli-
quant le théoréme topologique [5] de J. Schauder: ,,Toute transfor-
mation continue d'un ensemble fermé, convexe, et contenu dans un espace
de Banach, en un sous-ensemble compact admet au moins un point in-
variable’’.

Nous avons démontré que la résolution du probléme proposé peut
étre ramenée & celle de Déquation intégrale (5).

Pour résoudre cette équation nous considérons l'espace linéaire
complet B (espace de Banach) de toutes les fonctions 7'(4) continues
dans Q-8 avec la norme |7|| = sup|T(4)| et Vensemble Z formé de
tous les points de Vespace B tels que ||T]| < B, R étant le nombre posi-
tif intervenant dans les inégalités (2). L’ensemble Z est évidemment
fermé et convexe.
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Considérons dans 'espace F la transformation fonctionnelle

an V) =~ [ [ [e, B, 1@
2 A

~wl[feaaf /I ZI0 2 TON g pg,

qui fait correspondre &4 tout point T'(4) de ’ensemble Z un point V(4)
de Pespace H.

I résulte des considérations précédentes (p. 84) que Pensemble Z’
des points transformés est une partie de I’ensemble Z, si les bornes
supérieures M, et My et le diamdtre L du domaine satisfont & linéga-
lité (15):

0, ML*(L{logL|+ L+1) < R.

Nous allons maintenant démontrer que la transformation (17) est
continue dans l'espace E. Considérons une suite arbitraire de points
{T.(4)} de lensemble Z convergente vers un point 7'(4) de cet ensemble,
cest-a -dire ||T,—T|- 0 avec n — oo.

Nous démontrerons que la suite V,(A) des points transformés con-
verge vers le point V(4) correspondant & la fonction limite 7'(4) dans
la transformation (17).

En effet, en vertu des propﬁétés de la fonction de Green (G(4,B)
<1/ryp) on a

l -
IVl 4) =T (4) <E{fnffG(A,B)If[B,Tn(E)}—f[B,T(-B)]IdrB+

oo jj HonsmCrO R,
<Zl;fff [Y(B, T4(B)]—f[B, T'(B)]] drpt
o

Yan

L
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Les fonetions f et F étant continues, on peut faire correspondre
4 chaque nombre positif ¢ un nombre naturel N, tel que n >N, entraine

¢l £ . 2
[f[B,in(B)]“f[B,T(B)]I<11-2— (0<Al<_7cf13—2)’
& 1
F[C, B, T,(B)]—F[C, B, T(B)] < jy- <
IFL (B)Y]—FI (B)] < L3 (0<2‘ <k31;3(|10g1;[+1)>’

d’olr

- < B2 [ e o

&

k
< [11 T)f Lz‘l‘}*akaLa(]lOgL[‘"{‘l)] <e

2
Nous avons ainsi
[Va(d)—TV(4) <& pour =>N,,
d’ou il résulte que la suite des points transformés V,(4) converge uni-
formément vers le point V(4) correspondant au point limite 7'(4) dans
la transformation (17) et que la transtormation (17) est continue.

Il nous reste & démontrer que l’ensemble Z des points transformés
est compact. Dans ce butb il suffit de démontrer que les fonctions T(A4)
de Vensemble Z sont équicontinues c’est-i-dire que pour tout nombre
positif &, pour tout couple de points A et A4, du domaine Q et pour
toutes les fonctions de 1'ensemble Z' on a simultanément

V(4)—V(d) <e
8i
Tady < Ty
Pour vérifier cette proposition, nous démontrerons le lemme suivant:

LemMe 2. 8i les fonctions f(A) définies et continues dans le domaine
fermé Q-+ 8 sont bornées dans lewr ensemble, les fonctions J(A) définies
par la formule

(18) J(4) = [[[ 64, B)}(B)drz
Q2

sont bornées dans leur ensemble et équicontinues dans le domaine Q-+ 8.
Démonstration. (3)

4) :fff%dTB_fffg(A:B)ﬂB)drp = JY(4)—JT(4).
a 8

(*) Dans cette démonstration jutilise un raisonnement analogue & celui du
travail [3].
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Les fonctions JI(A) satisfont & la condition de Lipschitz, puisqu'il exi-

ste une dérivée
, &
AL = [ [ [t
Q

bornée an domaine £.

B)d’l’B

Les fonctions J'(A) satisfont & la condition de Lipschitz avec la

méme constante, done les fonctions J(A4) sont équicontinues.
Pour étudier le second terme J™(A4), remarquons que la fonction
g(4, B) est un potentiel de simple couche de densité u(@, B)

g(4, B) =fff—(%’;@d
8

d’olt
‘ w(Q)
U(4) =
(19) JH(4) £ f Py
ol

W@ = [ [ [ u@, BBz

Soit K, une sphére de centre 4 et de rayon »,. Décomposons Vin-
tégrale (19) en deux termes
JHA) = IR, + I8 &
étendus & la surface K, qui n'est qu'un ensemble de points de la surface
8 contenue dans la sphére K,, et & la surface §— K, extérieure par rapport
4 la surface K, (Pensemble K, peut étre vide).
Soit 4, un point intérieur de la sphére K, tel que

Y44y < 37
Nous avons

T4y = JE(A) +TE &, (4)).

Faisons correspondre 4 un nombre positif arbitraire ¢ un nombre 7,
aggez petit et indépendant de A pour que
TR (A) <ot et ITE(Ay)] <eft;
r, étant donné, nous allons montrer qu’il existe un nombre ne dépendant
que de ¢ tel que
T x; (4)— TH gy (41)] < ¢2

pour 744 < 7,
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Dans ce but, nous écrirons

1
JII__ (A4) — II , < e
E iy (4) — TH 1y (4,)] HM | @l
w
Q’MAlf el dog
soi V40T 40

dog = — 441 9““1 jf;W )] dog.

S—-K'

: 1W(Q)
< ZTAAIS‘[K; Tft o
Mais [ [ |u(Q, B)ldog =1
8
[J1w@ldog— [f | [J] w@, B (B)aws|dog
8 Q
< f / j /[ #(Q, B)f(B)ldrsdoq

=[JvE

(D étant le volume du domaine Q) done, on a

| d‘UB .D

& &
WE & (4) — TE g2 (4)] < 5 pour 7y < o, 7o
Nous avons par congéquent
|THA) =TT (4,)] <& quand 7. < inf(n, 37.),

ou 7, et r, ne dépendent que de la surface § et de la borne M.

Les fonctions représentées par lintégrale J™(4) sont donc équi-
continues.

11 en résulte que les fonctions J(4) définies par la formule (19) sont
équicontinues et le lemme 2 est démontré,

L’lntégrale fff M
om
der par rapport én ¢ — d’aprés le lemme 1. Done, d'aprés le lemme 2, les
fonctions dans ’expression (17) sont équicontinues et bornées dans le
domaine ; il résulte du théoréme d’Arzeld que l’ensemble trans-
formé est compact. !

En récapitulant les résultats, nous constatons que dans Lespace
B complet, normé et linéaire, 1’opération continue (17) transforme l’en-
semble fermé et convexe Z en wun sous-ensemble compact. Il résulte

dvp satisfait & la condition de Hol-
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done du théoréme de J. Schauder qu’il existe au moins un point inva-
riant de Popération (17), c’est-a-dire au moing une solution de ’équation
(5) et de méme une solution de I'équation (1) satisfaisant aux conditions

(8).
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Sur la résolution du probléme aux dérivées tangentielles
pour I'équation. parabolique
par la méthode des approximations successives

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit 1'équation aux dérivées partielles du type
parabolique quasilinéaire de la forme

- 92 - ) d

~ U U /1

1 v = A, 1) —— bo(4, ) — —_——

(1) (u) aﬂilaa,g( , 1) G5, +,,=El {4, 1) o, +e(d, t)u 5

ou Ou
= F(A., t, ’M,*‘a‘;v:, ey Tmn)
dans Vespace euclidien des points (24, @, ..., @,, 1).

Dans le travail [4] nous avons posé et résolu pour l'équation (1)
un probléme aux limifes aux dérivées tangentielles par la méthode topo-
logique du point invariant de J. Schauder. Nous résoudrons mainte-
nant ce probléme par la méthode des approximations successives.

Cette méthode est basée sur des hypothéses moins générales que
la méthode topologique, mais elle présente Pavantage de fournir le pro-
cédé qui permet de caleuler la solution et n’exige pas que I’on admette
G(p, 0, wg, Uy, ..., %) = O comme dans le travail [4].

Nous admettons pour les coefficients réels de I’équation (1) les
mémes hypothéses que dans les travaux [1], [2], [3], [4], ¢’est-A-dire
que ces coefficients sont des fonctions déterminées dans le domaine
fermé

@) AByy oo, 2)eR+8, 0T
et vérifient les conditions de Holder

(3)  1dup(4, 1) —ap(Ay, t)| < const-[raq, + [t —1,"]

Ba( 4, 8)—ba( 4y, )] << consb-r
le(4, 5)—e(4y, )] < const-rly, ;

0 < ¥ <1),

(4) 0<h<1)
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