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Sur la classe de Baire des dérivées de Dini
par

J. Staniszewska (L6d%)

0. Hajek [1] a prouvé que la dérivée f'(z) d'une fonction finie appar-
tient & la deuxiéme classe de Baire. On peut démontrer qu’elle appartient
strictement & la deuxiéme classe de Baire.

THEOREME. Il existe une fonction ¢(x), remplissant la condifion de
Lipschitz, telle que §'(x) appariient & la deumieme classe de Buaire.

Démonstration. Il suffit de démontrer que l'ensemble des points
de discontinuité de f(x) est de deuxiéme catégorie. Dans ce but je profite
d'un cas particulier du théoréme de Z. Zahorski [2]: A tout systéme find
de noyouz Ki(s, 1), i=1,2,..,n, satisfaisant aux conditions

b
[Eys,yat=1,
a
—é

hmf+f|K(st|dt——0 pour tout 8 >0,

b sup [Ky(s, 0)| powr tout tela,0),
. v N . tela,i
!Xl(s’ fHat <O, ot Kis, 1) = sup ]Ix s, 0) ] pour tout t€[0,b],
- Beltb

et & tout ensemble M du type Gy de mesure nulle correspond une foneion
f(z) powr laguelle

Iim g,(x, 8) = hm gilw, sy = f(z) pour towt w¢ M,

00

Hm g, s)—lim gi(x, 8) =} powr tout xe M,

§-+00 8§00
o

1
¢i(x, 8) = ff(m—i—t) Ks,t)dt, e<0<b.
3

En choisissant convenablement les noyaux Ki(s,t), i=1,2,..,n on

peut démontrer que la fonetion g(x f f(tydt, qui satisfait & la con-
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dition de Lipschitz, remplit également la condition ¢'(x)— ?'(z) = 1 powr
tout ze M. Soit

__ s pour tout 1e(0,1/s),
s, 1) _{0 pour tout 1 (0,1/s),
pour s>=1.
Huls 1) = { & pour-tout te(—1/s,0),
{51 =} pour tout t¢(—1/s,0),

Les conditions du théoréme cité sont remplies et en vertu de ce théo-
Téme on a:

18 2-+-1js

wlw,s)=s [ flotnat=s [ f(T)ar
¢

&*

= [ji/Sf(T)dT_fﬂT)dT] = ?’_@i}l/’j;_ﬂﬁ) ,

lim g,(w, 8) = @y (s) = f(x) pour tout a¢ M,

8—0Q
Lmg,(x, 8)—lm g,(w, §) = Ph—@f =4  pour tout me M.
300 §-300 -

De méme j'obtiens
iim gy(w, 8) = pL{2) = f(z) pour tout w¢ M,
8§00
lim gy(w, s)—lim gy(@, §) = 3L —¢_ >3 powr tout we M ,
8500 g0 I
mais .
7'(#) —¢'(w) = max (@, ) —min (g7, , L) Zei—~gi =4,

Comme ensemble M je prends un ensemble de la classe G@s de mesure
nulle, _dense. On peut remarquer que chaque point de 1’ensemble M est
un pom.t de discontinuité de p(z) et de p(z). La fonction @ () remplit
la condition de Lipschitz, elle est done absolument continue dans [a, b]
et, par conséquent, on a la relation

2
@(z) =q>(a)-i—f(p'(:c)dm, aLe<h,
a

].Z'Ita,nt-_(’ionné qllle (p’(w‘) n'existe pas aux points de 'ensemble M, les fone-
tions g'(z) et ¢'(2) lui sont équivalentes, c’est-i-dire elles Iui sont identi-
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ques, & un ensemble de mesure nulle prés. Par conséquent il vient de
méme:
x

(@) = g(a)+ [ F(x)de,

p(x) = g(a)+ [ ¢'(x)dz,

Soit & présent m, ¢ M. Supposons que xz, soit un point de continuité
p. ex. de la fonction p'(x). Alors la fonetion p(»), comme intégrale indé-
finie de la fonction ¢'(z), aurait au point x, une dérivée, ce qui est im-
possible, car @'(wo) # ¢'(wo). On peut faire le méme raisonnement pour
1a fonction ¢’(x). Btant donné que chague point de l’ensemble M est
un point de discontinuité de p(x) et Uensemble M est de deuxiéme caté-
gorie, la démonstration est achevée.

On puet renformer ’énoncé comme il suit: il ewiste une fonction g(x)-
remplissant la condition de Lipschitz, pour laguelle ni g'(x) ni ¢'(x) ne
sont de premiére classe de Baire. -

Travaux cités

[1] O. Hajek, Note sur la mesurabilité B de la dérivée supérieure, Fund. Math.
44 (1957), p. 238-239.

[2] Z. Zahorski, Sur les ensembles des points de divergence de certaines intégrales
singuliéres, Ann. Soc. Pol. Math. 19 (1948), p. 66-105.

Regu par la Rédaction le 5.11. 1958



Artur




