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Ensembles s-connexes et le théoréme de Gehman

par
A. Lelek (Wroctaw)

Résultats et problémes. X désignera dans ce qui suit un ensemble
{espace) métrique séparable avec la distance 0. Le diamétre d’un en-
semble 4 C X sera désigné par 5(4).

X s’appellera. o-connexe lorsqu’il n’en existe aucune décomposition

(1 X={jF;

<n ensembles ¥; fermés dans 0\, disjoints et non-vides. Y sera dit héré-
ditairément localement connexe lorsque tout ensemble connere B C X est
localement connexe (cf. [3], p. 199, 5°). Pour les X qui sont des continus,
cette notion coincide avec celle de connexité locale héréditaire définie
d’une maniére moins restrictive (voir [3], p. 195). Les autres termes seront
empruntés directement du livre [3]. En particulier, denx ensembles A C Y
et B C X seront dits séparés lorsque chaeun d’eux est disjoint de la fer-
meture de Pautre, ¢’est-A-dire que 4 ~ B 4 ~B = 0.

On a les théorémes suivants, dont deux premiers sont évidents:

T1. 87 X est o-connexe et | est une Jonction continue, Pimage f{X)
est o-connexe (invariance de la o-connexité par rapport aux transforinations
continues). i

T2. Toute somme @un nombre jini densembles o-connexes Pest égale-
ment (en particulier, les ensembles finis somt o-conmewes).

T3. Tout XX o-connewe est formé dun nombre fini de composantes et
chacune d'elles est g-conmexe (démontré plus loin, p. 268).

En conséquence,

T4. Tout X a-connexe infini contient un ensemble connexre et o-connexe
nfini.

T5. Tout comtinu (ensemble compact et connexe) est o-conneze
(voir [3], p. 113, théoréme de Sierpiriski). :

T6. Tout X complet, connexe ef localement connexe est a-CONNReRE
(voir [2], p. 234).
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T7. Si un ensemble plam X est connere et fermé sans étre o-conneze,
aw moins un des sommandes F; dans (1) n'est pas connexre (théoréme de
Mazurkiewicz et Moore, voir [4], p. 188 et [5], p. 197).

T8. Tout sous-ensemble connexe d'un continu plan et héréditairement
localement connexe X est o-connexe (démontré plus loin, p. 273).

- Ce tliéoréme est une solution partielle du probléme posé dans [2],
p. 228. J’en dois & Jan Myecielski lidée de la démonstration, de méme
que plusienrs suggestions qui m’on ineité & composer cet ouvrage. Elle
reposers sur quatre lemmes suivants, dont deux premiers sont connus
et dont deux autres seront établis dans la suite: .

- L1. 8% X est connexe (méme non-séparable ), il w'ewiste aucune décom-

position (1) telle que imé(F;) = 0 (voir [2], p. 229).
100 .

L2. Aucun continu plan ef héréditairement localement conmexe ne
contient une suite infinie de continus disjoints de diamétre dépassant un
&> 0 (voir [3], p. 366, théordme de Gehman).

L3. Soient £ > 0 ef {E;} une suite infinie de sous-ensembles dun méme

o0

plan, connexes, séparés deuw & dewx, dont la somme \ JE; est un ensemble
j=1

borné et dont les dia,métres 0(E;) pour j=1,2,.. dépassent e.

Alors il existe um 1> 0 et une suite {Cy,} de continus dz,syormte, de dia-
wietre §(Cyp) > n pour tout n =1, 2 2, ... ot dels que

¢, C ;BT

(-

(2)

WCS

n

i

1
(voir plus loin, p. 268).

L4, Aweun continw plan e héréditaivement localement cownexe ne con-
tient une swite infinie d'ensembles connexes séparés (deux & dewr) de dia-
métre dépassant un &> 0.

Ce lemme est une conséquence directe de L2 et L3. I1 est en méme
temps une généralisation de L2 (du théoréme précité de Gehman). Ce-
pendant, il existe une courbe plane et héréditairement localement connexe
qui est somme .d’une snite infinie d’ensembles connexes disjoints de
diamétre dépassant 1 (exemple récent, dfi & Duda, non publié).

Les exemples suivants sont en rapport étroit avec les théorémes
qui préeédent:

E1. Ensemble plan connexe et localement connexe, mais wéant pas
o-connexe, & savolr composé d'une suite mfzme de segmenis rectilignes
disjoints (voir [2], p. 241).

Vu T6, un tel ensemble ne peut pas &tre fermé. Comme ensemble
frontiére dans le plan, il est homéomorphe 4 un sous-ensemble de la courbe
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plane universelle de Sierpitiski (voir [8], p. 202 et 381), qui-est un continu
localement connexe. Cela prouve que I’hypothése de la connexité locale
héréditaire dans T8 est essentielle.

E2. Ensemble spatial (dans Uespace euclidien & 3 dimensions ) connexe,
héréditairement localement conmerxe, mais wétant pas o- connexe, A savoir
composé d'une suite infinie @ares disjoints (voir [2], p. 235).

E3. Ensemble spatial (également dans Despace euclidien & 3. dimensions }
conneve, fermé (mon-borné) et wétant pas o-connexre, 4 sevoir éftani de la
forme (1) o F; sont conneres (voir [3], p. 115).

E4. Bnsemble plan conneze, fermé (non-borné) et n’étant pas o-conneye,
& savoir étant de la forme (1) o F, n'est pas conneme, tous les autres F; étant
homéomorphes & la demi-droite (exemple df & Mazurkiewicz, voir [4]).

Vu T6, les ensembles E3 et B4 ne peuvent pas &tre Jocalement con-
nexes.
E5. Ensemble § plan connexe, o-conneve et tel qu’en lui soustrayant

un point, le reste n’a que les composantes se réduisant ¢ des points mdwzduels
{voir [1], p. 241 et [3], p. 85, ensemble biconnexe).

Vu T4, un tel reste ne peut contenir aneun ensemble infini connexe
ni méme o-connexe. La o-connexité de § tout entier (et méme sa bi-o-con-
nexité) sera établie dans la suite (voir p. 276). La o-connexité des ensembles
biconnexes est un probléme ouvert (voir plus loin, P4).

B6. Ensemble plan connexe, localement comnexe 6t dont aucun SOUS-
-ensemble infini n’est o-connere (exemple récent, dt & Jan Mycielski, non
publié).

Les problémes suivants restent ouverts:

P1. Est-ce que tout ensemble plan connexe et héréditairement looalement
connexe est o-connexe? (cf. [2], p. 228).

P2. Hst-ce que tout ensemble plan connexe et héréditairement localement
coniexe ost homéomorphe & un sous-ensemble d'un eontiny plan héréditaire-
ment localement connexe? (Knaster).

Vu T1 et T8, la solution affirmative de P2 entrainerait celle de P1.

P3. Est-ce que lout X o-cownexe infini contient un vrai sous- ensem bl
o-connexe infinil (Jan Mycielski).

Bu vertu de T4, tel est tout 2 o-connexe infini qui n’est pas con-
nexe. La solution affirmative ds P3 pour les %X gui sont des F, dans les
espaces enclidiens en résulte facilement, tont F, de dimension positive
contenant un continu de méme dimension.

Pi. Bst-ce que tout ensemble biconnexe est o-conneme?

18*
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Démonstration de T3. Commencons par établir le lemme- suivant
sur les quasi-composantes (une gquasi-composente d'un point dans X
dtant par définition l'intersection de tous les engsembles fermdés-ouverts
dans X et qui contiennent ce point; voir [3], p. 92):

AL 8i X wlest formé que d'un nombre fini de quasi-composantes,
elles sont les composantes de X.

Les quasi-composantes de 2X étant des ensembles fermés dans X et
disjoints {voir [3], p. 93), il suffit d’en établir la connexité dans le cas
considéré. Soient done @, ..., Q, les quasi-composantes de :X. En sup-
posant gue U'on ait powr un i==1,..,n une décomposition

{3) Q= HON,

ces sommandes étant séparés et non-vides, on aurait-la décomposition

X=H{NwlJQ;) en deux ensembles fermés dans =X, disjoints {done
[t
fermés-ouverts dans <) et non-vides, ce qui est en contradiction avee

Pégalité (3) d’apres laquelle les points de ¥ sont situés dans la méme
quasi-composante @; de X que ceux dé M, done dans tout sous-ensemble
fermé-ouvert de X qui contient ces derniers.

Le théoréme T3 en résulte comme suit:

La présence damg X d'une infinité de composantes y entrainerait
en vertu de Al celle d’une infinité de quasi-composantes. & étant le
dizscontinu de Cantor, il existe pour tout X (voir [3], p. 93) une fonction
continue f transformant X en .sous-ensemble F(X) de @ de facon que
les ensembles f~{y) ot ¥  F(X) sont des quasi-composantes de 2. L'en-
semble f(X) serait donc infini et, évidemment, il ne serait pas o-connexe
par suite de la discontinuité de ( en chaque point. Par conséquent, X n’est
pas g-connexe en vertu de T1.

Démonstration de L3. Soient {p;} et {g;} des suites de points telles
que pje By, ¢; ¢ EB; et o(ps, q;) > ¢ pour tout j=1,2,... L ensemble
o0
{_J E; étant borné par hypothése, ces suites contiennent des suites partielles
F=1
convergentes; on peut donc admettre, pour simplifier les notations,
qu’elles le sont elles-mémes. Posons p = limp; et ¢ = limg;. On a donc

Fro0 jro0
9(p, q) = & Plagons Vorigine du systéme de coordonnées Ozy au point
médian du vecteur pg et assignons & l'axe Oy la direction et lorientation
de ce vecteur. Alors tous les E; ont des points au-dessous de la droite
¥ =10 et au-dessus de la droite y = ¢

) Ein{@,y): y<0i#£0=EA{(z,y): be<yr pow j=1,2,..
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En vertn de Phypothése précitée, il existe deux nombres « et g tels
que a<< 0 < g et que

{(5) EC{a,y): a<a<fl powr j=1,2,..

Désignons par R le rectangle (frontiére et intérieur) ayant pour
sommets les points '

(0, 0), (a.e/4), (8,0) ’ (ﬁ’ g4),

par ¥V et ¥V ses cotés verticaux gauche et droit, et par H; et H, ses edtés
horizontaux inférieur et supérieur respectivement.

Fixons un j. L'ensemble B; étant connexe par hypotheése, E; est un
continu. Par suite de (4) et (5), toute composante de H; A R a des points
communs avec H; v H,. Si une infinité de ces composantes ont des points
communs avec H; et Hg a la fois, elles constituent une suite infinie
Cy, Cs, ... de continus disjoints tels que §(Ch) > #/4 pour tout n =1, 2, ...
et | JC,CE; AR C B;; la démonstration est alors achevée. Reste done

n=1
le cas dans lequel ces composantes ne sont qu’en nombre fini. Désignons-les
par Cj, ..., Oy, Désignons en outre par K; la somme des composantes
de B; AR qui ont des points communs avec H; sans en avoir avec H,
et par K7 la somme de celles gui ont des points communs avec H s Sans e
avoir avec H;. On a done pour tout j =1,2, ...

(6) C”fl o Cikj C _ETY-,

") K;CR—H,, KICR—H, K;~nKEi—=0,
(8) BinR= (Cpu.nw Op) U K; U KT,

(9) ]{jn(C’ﬂu...uC’,-kj)z0=K7'm(0j1u...u‘0,-kj).

Eliminons le cas on (K;—K;)—H; # 0, car une infinité de compo-
santes de E; ~ R auraient dans ce cas, en vertu de la définition. de K;,
des points communs avec le coté H; et des points limites en dehors de
lui; le diamétre de ces composantes dépasserait alors un n>0 et leur
suite {C,} serait donc une suite de sous-continus de E—, satisfaisant & la
thése qu'il s’agissait d’établir. Il en est de méme du cas oi (K7 — K7) —H, = 0.
Reste done le cas dans lequel on a & la fois K;—K; CH; et KI—Ki C He,
d’oll en vertu de (7), lindice j ayant été fixé arbitrairement,

(10) E;~nRi=0 pour tout j=1,2,..
Nous allons montrer & présent que

(11) pour towt §=1,2,.., lensemble Ein(Chu...u h;) - €SL une
eoupure du reclangle R entre les cbtés ¥, € Va.
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Supposons en effet qu'il existe un eontinu I CR tel que
(12) LAaB;A(Cpv..uly)=0
et que. LAV, 0% LAV, Le continu L serait donc un séparateur (%)
de la zone illimitée
(13) Z={(z,9): a<x<p}
du plan comprise entre les verticales contenant Vi et Vg respectivement.

¢ étant 1a composante de Z—L, qui conticnt le point (0, —1), on conclut
de (12) .que
E,-m(C’,-lu wer WS Oa'kj) CR-*L:R nOU [R—(LU G)} )
d’ot ]
E,’f\(Ojl\J.‘.U C’jki)':Ejh(Cﬂ_U e Oikj) hR(\OU
B~ (Cpuw Cp) n [R—(Lo C)].
Posons
M=8n{Ciw..wOp)nR~L0,
N=Ejn(Cpv..v Cu) ~n[E— (L 0)].

On a done MuN=E;n(Cphv..u C’f,g). Les ensembles C et
% —{L O) étant ouverts dans Z et disjoints, done séparés; il en est de
méme des ensembles M C C et NCZ —(L « C). Considérons les demi-plans
ouverts

(14) Po={@,y): y<0}, P,={=,9): e<y}
et posons
(1%) M=¥MUEK;uoP., N*=NUEKIUP,.

Un caleul facile montre en vertu de (7), (9) et (10) que les ensembles

J* et N* sont séparés. On a d’autre pars, en vertu de (3) et (13), E;CZ -

pour tout j =1,2,.., d'ou en vertu de (8), (13), (14) et (15),

Ej=F;~n4C (B;~nRyVP_UP,
(E r\E ."\R)UP_U.P ClE; ~(Cyo . uojvkj)]qu,qu"u_P_uP+
= MUNUE; UK OGP UP, = MU NY

(*) Tn ensemble E c X\’ est dit une coupure de O\’ entre ensembles 4 c Vet Bc\
lorsque 0~ 4 + 0 5 C~ B entraine ('~ E = 0 pour tout continu ¢ c X (voir [3], p. 129).
L'ensemble B c X est dit séparatenr de X (entre 4 et B) lorsque son complément X —F
n'est pas connexe (entre 4 et B) (voir [3], P. 96). Les deux notions coineident en parti-

culier pour F fermés dans les " qui sont des conhnus 1ocalement connexes. (voir [3].
p. 128, 170 et 182). .
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enfin, E;~ 1* = 0 == E; ~ N* en vertu de (4), (14) et (15). L'ensemble E;
ne gerait don¢ pas connexe, contrairement & Phypothése.
La proposition (11) étant ainsi établie, nous allons montrer que

(16) pour tout j=1,2, .., il existe un indice I; & ky tel que Pensemble
Ej~ Cp, est une coupure du rectangle R entre les edtés Ve et Ta.

En effet, pour tout j=1,2, .., les continus Cj, ..., Oy, sODt par
définition disjoints et unissent les eotés H; et Hg de R. Il existe donc

dans R des arcs A,,... Akj_l unissant H; et H,, disjoints de tous les
k1
continus Cp, ..., O, et tels que Pensemble R—{ j4; est formé de ks
i=1
composantes @y, ..., @ ot C;C¢Q; pour i=1, ..., k. En supposant
done que, pour aucun de ces i, 'ensemble E; ~ Gy ne coupe R entre les
cbtés V, et Vg, il existerait dans B autant de continus I; unissant ces
cotés et tels que Ly~ By~ Oy =0 pour tout ¢=1,2,.., k. Le sous-
-engemble
k-1

)
ULin @) o U4,
i=1 i=1
de R serait alors wn continu unissant V. et V4 et dont Dintersection

avec By (Cjs e o Cpe), égale & le (Zi ~ B; ~ Cz), serait vide, contraire-
ment 4 (11). La proposition (16) est ainsi établie.
Posons powr j=1,2, ..
(17) my=min{z: (z,0)eOp}, M;=max{z (r,0)¢ Cingt -
Nous allons montrer que
(18) i] et my << omy;  entrainemt M;< M;.

En effet, (5) et (6) entrainent les inégalités a < m; < f et a < M; < B
pour tout =1, 2, ... I’ensemble

{19) T={(=,0) a<e<m} v Cpyu {(2,0): M;<u<< B}

est un continu, le bout droit du premier et le bout gauche du second
segment de laxe Oz, qui figurent dans la somme 7', appartenant au con-
tinn Oy, en vertu de (17). Or en supposant que l’on ait simultanément

(20) m;<my; et M;<M,;

pour un couple d’indices différents 4,7, le continu 7' serait situé dans le
rectangle R d’aprés la définition de R et de Oy, C R, et on aurait

ey TATy#0#TAT,.
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On a en outre T ~Cp, = Cgy Oy en vertu de (17), (19) et (20),
&0l Pégalité T ~ By~ Cpy = Oy~ Ciny ~ E; C By~ B; =0 en vertu de (6)
et parce que les ensembles E; et E; sont séparés par hypothése. Le sous-
-continu T du rectangle R en unirait done d’aprés (21) les cotés verticaunx
sans passer par By~ Cg,, ce qui est cependant impossible en vertu de (16).

L’implication (18) ainsi établie a pour conséquence gue ou bien'la
suite {m;} eontient une suite décroissante, ou bien la suite {M;} contient
une suite croissante. Par raison de syméfrie ('orientation opposée de
Paxe Ox intervertissant le rdle de m; et M,), on peut se borner 4 la pre-
miére alternative et on peut convenir, pour simplifier les notations, que
c’est la suite {m;} elle-méme qui est décroissante.

Les cbtés H; et H, du rectangle B sont unis par le continu Cpy, situé
dans E; d’aprés (6), d’out Oy, ~Va=0 en vertu de (5). U; étant celle
des composantes de RB—Cp, qui contient Va, on a pour la frontiére de I7;
relative & R, c’est-d-dire pour ensemble Frg(U;)= R—1/; ~Tj;,

(22) FI‘R( U:,) cC thj pour ] =1, 2,

Or Frg(U;) est un continu par suite de I'unicohérence de R (voir [3],
p. 333). 8l n'était pas localement connexe, il contiendrait une suite {0,}
de continus disjoints, convergente vers un continu de diamétre positif.
Leur diamétre dépasserait alors un 7 > 0 & partir d’un » suffisamment
élevé et, en tant que sous-continus de O, en vertu de (22), done de B
en vertu de (6), ils satisferaient & la thése, ce qui acheverait la démon-
stration. Ainsi, il ne reste finalement que le cas.dans lequel les conti-
nus Frg(U;) sont lochlement connexes pour tout j=1,2,.. Mais alors
— comme nous &llons voir tout & Uheure — les continus C, = Prp(l,) satis-
font & la thése.

En effet, pour tout n=1,2, ... on a

Frp(Un) ~nHy+# 0 = Frg(U,) ~ Hy,

car VaC U, et Ve Uy, = 0 Qapres la définition de U,. Par conséquent
0(Cp) > ¢/4 > 0. La condition (2) est satisfaite en vertu de (6) et (22).

Pour montrer que les continus €, sont disjoints, supposons qu'il existe

um p e C;n C; pour un ¢ < j, dot p e Frg(U;). Par suite de la connexité.
locale de Frg(U.), le point p est accessible de U; (voir [7], p. 112), c’est-&-
-dire qu’il existe un are 4 -tel que

(23) pedCU;u(p).

N On peut admettre. en outre que A ~ V5 0, puisque U, est par défi-
pifion un ensemble ouvert dans le Tectangle B et contient V4. Posons
B={z,0): a<z<m}uv Cimw 4. Le bout gauehe dn segment en { } étant.
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situé sur Vg et le bout droit dans O, en vertu de (17), enfin p apparte-
nant & C;= Frp(U;) C Oy, en vertu de (22), B est un eontinu, BC R
et BAVe#07#B~¥,. On aen méme temps d’aprés (17) Cin, ~ {(, 0):
a < @ my} =0, car 1 < j entraine m; < my, la suite {m,;} étant supposée
décroissante. 11 en résulte donc, en appliquant (23), que

B~ Oy = (O~ Cing) < (A O C{Cimyn i) o (T~ Can) o ()

Or U;n Cy,= 0 par définition et p e O; ~ C; = Frp(Uy) ~ Fra(U;) C
C Gy Cpy en vertu de (22), Aot B ~ O, C Cjp, ~ g, et par conséquent
B Ein O, C Oy~ By~ Co, CE; ~E; =0 en vertu de (6) et parce que
les ensembles E; et E; sont séparés par hypothése. On aurait ainsi
BB~ Op,=0, ce qui est cependant impossible, ’ensemble E; ~ Cay
étant d'aprés (16) wne coupure de R entre les cotés ¥y et Vg, que B unit
dans R. La supposition que les continus- (', ne sont pas digjoints conduit
aingi % une contradiction.

Démonstration de T8. Désignons par Dis(E) I'ensemble des points
qui sont des composantes de ensemble ¥ et commencons par établir le
lemme suivant sur les continus héréditairement localement connexes ‘X,
pas nécessairement plans:

A2. La connexité locale héréditaire d'un comtinu X entraine, pouwr
tout &> 0, Uexistence dans tout ensemble EC X dune suite infinie {G;}
d'ensembles fermés-ouverts B, disjoints et tels que 6(Gy) < e pour i=1,2, ..

-]
limad(G;)= 0 et Dis(E)C U G,.
121

00

v

On sait en effet (voir [7], p. 93) que, dans un tel X, tout point p « Dis(E)
a un. entourage U, ouvert dans X, tel que 6{U,) < ¢ et que Fr(T,) ~ E = 0.
Il en résulte (voir [6], p. 375) lexistence d’une suite d’ensembles {V;}
ouverts dans X, disjonts, contenus chacun dans wn U, ou p < Dis(E),

étant tels que Dis (&) C D Vi, limé(V;) = 0 et ayant pour frontiére Fr(¥,)
i=1 ;

=00

un sous-ensemble d'une somme finie de celles des U,, d’on

(24) Fr(¥F)~E=0 powr i=1,2,..

_Posous G;=V;~E. On a donc GAE=V:~nE~ECV.~nE~E
=VinE=[V;UFr(V)]~E, dob GG~ BCV,; ~E=G; en vertu de (24).
Les ensembles ouverts G; sont done & la fois fermés dans E.

Le théoréme T8 résulte de A2 comme suit.
X étant un continu plan et héréditairement localement connexe,

nG
soit §C X un ensemble connexe. Suppesons. que §—=i_jF;, out F; sont

=1
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fermés dans 8, disjoints et non-vides. Ils sont done séparés deux 3 deus.
Pour tout i =1, 2, ..., il existerait en vertu de A2 (en y posant E — )
une suite {G4} d’ensembles tels que

(25) ’ Gy CFy,
(26) i #Uj°  entraine Gy~ Gp=0,
(27) Gy est fermé-ouvert dans F;,
(28) - 8{Gy) < 1fi et lmd(Gy) =0,
j-r00
(29) DmmocQ@%
: i=

oo
Les composantes de tous les ensembles F;—{ J Gy pour ¢ =1, 2, ...
L i1

sont séparées deux 4 deux, les ensembles F; étant par définition. En
vertu de (25), (27) et (29) ancune d’elles ne se réduit & un point. Bn vertu
de T4, ces composantes forment done une suite dénombrable {8;} telle que

{30) Hmé(Sg)=0.
koo
Il vient en méme temps

Tout 8§ étant par définition une composante d’un F;, qui est fermé
dgns 8§ par hypothése, S 'est également. En rangeant donc en une suite
simple {X,} tous les sommandes du membre droit de Pégalité (31), on

aurait done la décomposition § = ()X, en ensembles fermés dans S,
=1

ne
Tout 8 étant par définition disjoint de tout @i, puisque les F; sont
disjoints, il s’ensuit en vertw de (25) et (26) que les X, le sont aussi, 11
¥ a_parmi eux une infinité de non-vides, tout F; I’dtant par hypothése.
Enfin, on a il;m;ci(Xn) = 0 en vertu de (28) et (30). On est parvenu aingi

4 une contradiction avec T1.

Démonstration de la s~connexité de E5. Gardant les notations
de [1], p. 241-244, supposons que Pensemble biconnexe S goit de la forme
8= {JFy, les

Y F; étant fermés dans 8, disjoints et non-vides, donc que

(32) i#j entraine FinF; 0T ~F;=0
(la fermeture étant entendue dans le plan).

! : Assignons Vindice 1 & celud
des F; qui contient le point ¢ = 4 3.
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Les nombres rationnels du segment 0 <y <1 de l'axe Oy étant
rangés en une suite {r,} posons pour tout j =3

Eﬁn = {(J‘7 Yu): ('117 7)€ Fym Fi};
tout Eyp, est done un ensemble fermé (dans le plan). Posons en outre
(z)ijn ={e: ce e L] L((') "\Eiy’n = 0}

(¢ étant le discontinu de Cantor). On a @ C@Q et tout @y, est non-dense
dans C. Ces deux propriétés des ensembles ¢, se démontrent tout comme
les mémes propriétés des ensembles ¢, ont été démontrées dans [1].
p. 242 et 243. L'ensemble P des bouts d’intervalles contigus & ¢ étant
dénombrable, ensemble

T=P0Qu
Liatd
=1

est de I' catégorie dans C. L'ensemble C— T est done dense dans .

En vertu des définitions des ensembles @y, et T, ¢e C—T entraine
C€ Q = (3 —P et
(33) L((’) "~ Eiin =10

powr tous les entiers positifs 4, j et n olt 4 % j. Nous allons en déduire que
(34) i entraine L{e)~nF;~FP;=0 pour tout ceC—T.

En effet, p € L(e) ~ Fs ~F; pour un i # j entrainerait en vertu de (32)
et de la définition de I’ensemble S que le point p est d’ordonnée ration-
nelle, soit 7,, 00 p € L(c) n By, en vertu: de la définition-des- ensembles
Eijn, contrairement & (33). L'implication (34) est- ainsi-établie.

La décomposition supposée de S donne S~ L(e)= F;nL(c)C

{=1

T

c GEmL(c). En posant done
=1 ,

(35) V= AL -Fin L],
on a .

(36) TCL(e)—S~L{c)=L{e)—8 ot eceC-T.
Nous allons montrer que ‘ ) ' h
(37) S~L(e)CF, pour tout c¢eC—-1T.

En effet, les ensembles F; ~ L{c) sont disjoints deux a deux en vertu
de (34). En supposant done que F; ~ L{e) = 0 pour deux valeurs différentes
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de i, on aurait ¥ = 0, car en cas contraire le segment L (c) serait, en verty

Lo r
de la conséquence IL(e) = | JF;~L{e) de (3b) pour I =0, somme d'une

=1

suite d’ensembles fermés et disjoints dont deux aw moins ne seraient pas
vides — ¢e qui est impossible en raison de T5. Or ¥ étant d’aprés (35)
un G, dans L(c) et dense en soi en raison de (34), 'inégalité ¥V s 0 est
également impossible, car ¢ ¢ C—1 entrainant ¢ <, ’ensemble L(¢)—§
se composerait pour tout ¢e@—T de points d’ordonnées rationnelles
en méme temps que V C L(¢)—8 d’aprés (36). Ainsi, il 0’y a qu’une seule
valeur de i pour-laquélle F; ~L{o) n’est pas vide. C'est la valeur i=1,
car a e, et aeL{g) pour tout ¢e @. La propriété (37) de l’ensemble
@ —1T est done établie. .

11 en résulte, C—7 étant dense dans @, que F, Vest dans S, Par
conséquent, F; = 0 pour tout i = 2, 3, ... en vertu de (32), ce qui achéve
la. démonstration de la o-connexité de S.

Ajoutons pour terminer que Yensemble biconnexe S est en méme
temps bi-o-connexe, clest-i-dire qu’il n’est pas somme de deux ensembles
o-connexes infinis et disjoints. Plus encore, tout comme chacun de sous-
-ensembles connexes infinis de 8, aussi chacun de ses sous-ensembles
o-eonnexes infinis X' contient le point a. En effet, £ C S (a) entraine
en vertu de T4 Pexistence dans §—(a) d'un souns-ensemble connexe infini,
ce qui est cependant impossible (voir 1], p. 244).
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Beegenne

DYUEIHN MHOTEX IIePEMEHHEIX, BCTpeUAIMyecd B 2HAIH3e, COEIMHO TPAE-
TyoTeH Kak QYHRUHHE #-MEPHOI0 BekTopa B EskimyosoM upoctpancrse. Oxuaxo,
Yaero Takag TOYER SPEHHA HE COOTHETCTBYET eyTH Aeld. DBEBanT caygam, KorAa
POl pASHKIX HESABHCHMBIY HEDEMEHEEX COBEPIIHHO DAsiMyHE W PAcCMOTpeHHEe
HX BeeX OGBe[HHEHHEIX B OJHOM WpPoCTpaHcTBe HemexecooGpasHo. Ilpocredmmu
HpEMEpOM HMEHHO TAKOTO DOJA SBAHIOTCA, HanpaMep, wOSPPENHEHTEH KBABH-IH-
HeAHHX ypaBHeHMH B YACTHBIX IPOESBOJHEIX 2-r0 IODHTEE

W A ( Ju  du du ) Py
A

Uy s g s g am— g By Loy cvny By | 57— =
9%, 1 9m, 0 Omy’ 13 Loy «rey T dz9w;

feHo, uTO. MpoeTPAHCTREHNEE IeDeMeHHbe &y HTPaloT 31ech OAHY poIb, & Ie-
peMeHHbIe 'u,—é—)'—li B
dmy ! Oy,
Tep 3ABHCMMOCTH A4 00 3THX IepeMeHHHIX OOMYHO BCerja IpeANOFaralT pas-
ZHYHEIM. .
Ilyers (yixmnus

COBEPIHEHHO APYI'YIO. CooTBETCTBEHHO 3TOMY H Xapak-

|
Dy, Ugy cory Uny | Tyy Boy ooey Tn)

€cTh (PYHKINA ABYX TAKMX I'DYII NepeMesHHbiX.

1pk HRRCAPOBAHEBIN &y, Sp,y .oy Ly OHA oOOpRINAETCH B (YHEUHIC M epe-
MEHHBIY Il CIEOBATENLHO KAmAOMY BekTopy % 13 KEprimjoma mpocrpuHcTsa R,
OTBEYAET HEKOTODHH HIEMEHT COOTBeTCTBYHINEro (YHKKEOHAIBHOIO IPOCTPAHETBA
X GyHEmUA M THEPEMEHHBIX Uy, Us, ..., Uy TAKNM 0GPA3OM COBEPINEHHO eCrect-
BEHHO DACCMATPHBATE 9TY. (YHKIMIO - % TepeMeNHHX Kak (GyHRHLID M Iepe-
MEINLIX G0 BHAYEHMIME B (hYHEMHOHATEH(M IpocrpaHcTse X. .

Ocrosurie ouepanuu auanmsa, auddepernupopanue, WHTErpUIpOBaHHe H T.IL
X1 a6eTparTHEY QYHEIMH ABAMIOTCH eCTECTBENHHM 060GmeHHeM OGE4HBIX OIe-
paupit 318 GyHRIAH# greaoBEIX. OfHAKO, KAk BEMICHAII HCCIeNOBAHNA Pa3IRMYHEIX
aBropos ([4], [5]), raxoe oGofmeHEe YaCTo IPOHEXOFHT HETPUBHAIENELM 0GDAsOM.
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