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Proof. The necessity of (i) and (ii) is trivial and their sufficiency
follows from the previous theorem.
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Sur le probléme de la division

par

S. LOJTASIEWICZ (Krakéw)

Le but de cet article est de démontrer un théoréme qui confirme une
hypothése de L. Schwartz, selon laquelle la division d'une distribution
par une fonction analytique réelle est toujours possible (cf. [10], p. 116
et [9], p.181): Dégquation

o8 =T

admet toujours une solution S, quelles que soient lo distribution T et la
fonction analytigue réelle @.

Evidemment cette solution n’est pas unique (sauf le cas ol @ = 0) et toutes
les solutions de I’équation homogéne S sont portées par l'ensemble des zéros de .

L. Schwartz a résolu ce probléme (dans [9]) pour une fonction ana-
lytique de n variables complexes (considérés comme une fonction de 2n
variables réelles).

11 résulte du théoréme de L. Schwarbtz que l'on peut diviser par foute fonction
analytique réelle de la forme

@15 Y1o oo Tms Yn) = [f (@25 o os 20

ol f est une fonetion holomorphe des variables #1 = 21411, -+-> 2n = Tp+ 1Y -

Dans la premiére partie nous nous occuperons des distributions et
des fonctions indéfiniment dérivables (sans faire intervenir la mnotion
d’analycité) et nous démontrerons quelques théorémes sur la division
dans certains cas.

La deuxitme partie est consacrée & la décomposition d’un ensemble
analytique réel en sous-variétés. On obtient certaines propriétés de cette
décomposition, qui résultent d’une inégalité de la forme

|f(@)| = o ()

(ol f est analytique réelle, o(z) désigne la distance & 'ensemble des z€ros);
1a. démonstration de cette inégalité est assez difficile, bien que, dans le
cas des variables complexes, elle soit banale. Finalement nous arrivons
au théoréme sur la division par une fonction analytique réelle.

L’idée de la démonstration a ét6 signalée dans une note aux Comptes
Rendus [6].
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Premiére partie

Pour les théorémes fondamentaux sur les distributions nous ren-
voyons au livre de L. Schwartz; voir le chapitre IV, § 4 et § 5, pour ce
qui concerne le probléme de la division.

Rappelons quelques notations. Soit ¢ la droite numérique. Nous
désignerons les points de ¢* par des minuscules grasses: & = (u,, ..., @,).
On pose |x| = Vai+...+ai. Nous appellerons snlervalle de ¢* tout
produit de % intervalles de &.

Soit 9, lensemble des entiers non negatifs. Nous désignerons des
éléments de 7 par des minuscules grasses p = (9, ..., p). On pose
D] = prt-. 2, pl= o1l !,

) =0

a? = g1 ... zfk (on admet 0° = 1); p <

g veut dire p; < g1, ...y Py X Q-
D? désigne la dérivation partielle:

GPL kP

DP =D = —

Ot .. dafe

On a la formule de Newton,

o= (P,

sEp

ainsi que celle de Leibnitz:

DPal) = N (P)J)s aDP5Y

Zilg
P

(T' distribution, « fonction indéfiniment dérivable).

icm®
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Nous désignerons par @ 'ensemble des fonetions indéfiniment dé-
rivables (dans ¢*), par @z le sous-ensemble des fonctions & support
contenu dans E. On pose

llglly = max sup|DPp| powr @eD.

i<k
8i T est une distribution dans un ouvert Q et si peQy,, nous désignerons
par (T, ¢) le produit scalaire de 7 par g. Nous dirons qu’une distribution 7
est portée par un ensemble 4 si son support fait partie de 4, c’est-a-dire
si T'= 0 dans un voisinage de chaque point de —A.

Lemmes sur la croissance. 1. Soit 2 un ouvert borné de &* et o(u)
la distance d’un point ueR2 4 la frontiére de 2.

LeMME (1). Pour tout entier 1>>0 il eriste une constante L telle que
si peDy et lplh <1, on a

o(w)H

Démonstration. Soit u un point quelconque de Q et supposons
que [r| < k. Choisissons » de fagon que 'on ait |#] = 1 et que le point
u-t+o(u)v appartienne 4 la frontiere de Q. Alors la fonction y(#)
= D"p(u+tv) s'annule identiquement dans un voisinage de ¢ = p(u).
Comme

(1.1) [D"p(u)| < L dans Q, lorsque - |r| < 1.

- -
= D e putw),
Isi=1—|»
et par suite
at-l -
iy-w(t)[@ﬁ D1 ma (D) = p(0) < Ze(w™, ¢.q.£.d.
Is}=1

2. Désignons par 9, I'ensemble des fonctions « indéfiniment déri-
vables dans 2 qui satisfont & la condition suivante: pour chaque p eNF
il cxiste une constante MM, > 0 et un exposant [, > 0 tels que

(2.1) |DPa(u)| < Myo(u)™'»

» dans @

(8, et 1, dépendent de a).

On voit que la combinaison linéaire et le produit de fonctions de 9,
appartient & 9fy; par conséquent ¥, est un anneau commutatif. Chaque
dérivée d’une fonction de 9, appartient & 9,. Toute fonction bornée
dans £, ainsi que chacune de ses dérivées, appartiennent & 9,.

(1 L’hypothése que £ soit borné est superflue.
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Levme 1. Soit @(Yy, ..., Ym) une fonction bornée dans un owvert B,

ainsi que chacune de ses dérivées. 8¢ des fonctions ny(u), ..., n,(uw) appar-
tiennent & Uy, et si (ayl(u) ey M (U ))eB pour ued, la fonctwn composée
a(u) = (g (u), ..., nalw) a,ppowtwm aussi & Ug.

En effet, les dérlvées de la fonction a« sont de la forme
Dra(w) = D A,D* B (g (), ..., 7m(w) n DPoxy (w)  dang R,

d’ott il résulte qu'elles satisfont aux inégalités de la forme (2.1).
Désignons par G, l'ensemble des fonctions o définies dans Q qui
satisfont & la condition suivante: il existe une constante s, > 0 et wn
exposant I, > 0 tels que _
(2.2) la(u)] < eoo(w)fe  dans R
(g et I, dépendent de a).
LeMur 2. 8i acg ~ Gq, la fonction 1/a(w) appartient & UH,.

Ceci régulte du fait que les dérivées de la fonetion 1/a(u) sont de la
forme

1
Dr<;(—©_¢_) u)'rleA HD’“‘G w) duns Q.

LEM]!.IE 3. Supposons gue ®(u,n(w)) =0 dans 2, o D(u,y) est
une fonction bornée, ainsi que chacune des ses dérivées, dans un owvert qui
contient le graphe: y = n(u), ue 2 d'une fonction n indéfiniment dérivable

. N
et bornée dams Q. 8i la fonction %{u, n(w)) appartient & Gq, la fondtion g

appartient a g
En effet, les dérivées de 5 satisfont aux identités

oD 00 an
5;0;(“7 7(w)+ r'}y( » n(w)) Bwi(u) =0 dans Q
et
g
5{;/“(“;77( )) +ZAD'¢ u,n n_Dl’v,n,? (u) dans .Q,

out |p,.| < |pl; on en déduit, par récurrence, les inégalités de la forme
\2.1).

On vérifie facilement le lemme suivant:

Lemye 4. La restriction dune fonction de Uy & wn ouvert QyC £
appartient & ¥g. Chague fonction de ¥, considérée comme fonction de k+1
variables, appartient & Ug, quel que soit Pouvert borné G C Q x ¢

Sur le probléme de la division 91

LevME 5. Soit G(w, ¥, ..., Yu, ©) une fonction bornée dans un ouvert B,
atnsi que chacune de ses dérivées, et soit @ wn ouvert borné contenw dans
QxE. 8i des fonctions (W), ..., nn{u) appartiennent & 9, et st
(w, ny(u), ..., 7m(u),v) eB lorsque (u,v)eB, la fonction a, définie dans &
par a(u,v) = @(u, 05 (W), «..y Nm(W0), 0), appartient & Hg.

En effet, d’aprés le lemme 4,168 %y, ..., Uz, 71 (W), vy 70 (U)5 U1y vy Uiy
considérés comme fonctions des varlables u, v, appartiennent & %;, done
on peut appliquer le lemme 1.

LewME 6. Soit a une fonction de ¥y et m un entier > 0. Il existe alors
un entier m, = m et une constante M tels que

(2.3) logln < Mliglm, pour  @eDo.

Démonstration. Soit m; > m et supposons que peDy, et [/, < 1.
Daprés le lemme du N°1 et (2.1) on a alors

ren =| 3 (IJpraveoi < () ogumen
r<q

r<q

Si Pon prend m, = m-+maxl,, on obtient pour |q| < m

fri<m
|D¥agp| < M = 2™ Lmax M, [max(1, 6)]™,
Irj<m

ot 0 désigne le diameétre de £, e. q.f. d.

*3. Soient 4, B des ensembles bornés de <* et 4 un compact de ¢*.
Nous dirons que A et B sont régulidrement séparés par A, si (dans le cas
ot A 0, B 50, ¢ #0) il existe une constante ¢ > 0 et un exposant
N >1(2) tels que l'on aib
(3.1) o(u, B) <dg(u, A)¥ pour wed,

ou bien si Pona 4 =0 ou B=0 ou 4 ~B = 0(3). Cette relation est
symétrique par rapport &4 A, B. En effet, comme g¢(v, 4) < o(u, 4)+
+ o(u, v), le condition (3.1) implique

o(v, 4) < (Q—(M)WH(u, v) < (ﬁ(“—”’l)w
Fi a,

pour ued, veB, ot d, est une constante suffisamment petite; mais ceci
donne (v, 4) < doo(v, T)" pour veB. Remarquons que la condition
(3.1) entraine

(3.2) A~BCA.

() La condition ne change pas si I'on admet N > 0.
(3) On peut exprimer tous ces cas par (3.1), gi I'on admet que g(u, 0)= 1.
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Observons encore que la séparation régulitre de 4 et B par A équi-
vaut & celle de Ao A et Bu A par A.

Dans le cas ot 4 est localement fermé (4) ot A = 4 — A4, nous dirong
que A est réguliérement séparé de B.

LemMe, 8¢ 4 et B sont réqulidrement séparés par A, il ewiste une jone-
tion & indéfiniment dérivadle dans -4, telle que

(3.3) ) 1 dans un voisinage de chaque point de A—A,
' 0 dans un voisinage de chaque point de B—A

et (dans le cas od A # 0)

(3.4) |DPd ()| < M, 0w, A) V20 lorsque  we—A,
o M, sont des constantes. Alors la restriction de O & Q—dA appartient
& Ho_a, quel que soit Douvert borné 2 (5).

Démonstration. Nous procédons en suivant une idée de A. Bie-
lecki ([2], p. 5-6). Le cas ot 4 = 0 resp. B = 0 étant banal, supposons
que 4 70 et B 5% 0, Soit § une fonetion de D, telle que [B(uwydu = 1.

Posons
1 u
Ba(u) = z;,;f}(—l")-

B8i A=0, on a o(4d,B)> 0. Alors il suffit de prendre # == fgxy, ol
d = 3o(4, B) et y est la fonction caractéristique de Vensemble des u vé-
rifiant g(u, 4) < 4. ‘

Supposons que 4 = 0. Pour chaque & > 0 et § > 0 désignons par 4,
I'ensemble des points wed pour lesquels g(u, 4) > ¢ et par H,; len-
semble des points w vérifiant olu, 4,) <d (8i 4 =0, nous ’1)osons
Hs,é = 0)'

On a d’abord

(3.5) BAH,; =0, si §<d.
En effet supposons que ue B et » e, 55 on a alors o(v,a) < § pour un
cerfaln aed, ol g(a, 4) > &; selon (3.2) il vient gla, u) > do(a, AN
= e, dou o(u,v) > de¥N—6. Il en résulto que o(w, ) = dey—0 0
Pour uecB et veH,;.

(*) Cela veut dire quo pour chaque we 4 il exists une sphodve forméo I tolle quo
A~ K soit fern.Jé ou, ce qui revient au méms que 4 — 4 soit fermé (cf. [5], p. 70-72).
(%) 11 existe un théordme réciproque; cf. les équivalences ou N°G.

©

cm
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Nous disons que ’on a

(3.6) H,yrHypCH,y o pourvi que 648" <e—e' et 87 < 6.

En effet, supposons que wueH,;~H.sn; on a alors g(u,a)<<5 et
e(u, @) < &”, pour certains @,a”cd, ol g(a, Ad) >¢; il s’ensuit que
ole';@"") < 046" < e—¢' et par conséquent g(a”, 4) > e—(s—¢') = &,
d’oll @'’ €A,.; comme p(u,a”) < 6" < ¢, on a done uell, 4.

Montrons ensuite que

(3.7) g(u, 4) <e+d  pour ‘ue}[‘.,v,s,——Hc,l,, lorsque &' < 4.

En effet, on a alors o(u, a’) < &' pour un certain p’ed, et g(u, 4), > 6;
il en résulte que p(a’, 4,) > 6—0" =0, done a'<4, et par suite ola’, A)
<& dott g(u, 4) <et0".

Montrons enfin que

(3.8) do U H, , est fermé, pourvu que g — 0 et 6, — 0.

r=1

En effet, supposons que u,ed v Uﬁ%% et w, — w. Il suffit de consi-
v=1

dérer le cas ol chacun des ensembles 4, ﬁwy (»=1,2,...) ne con-
tient qu'un nombre fini de wu,. Mais, on a alors g(u,, 4) — 0 et par suite
u e.g .

Soit y.s(u) la fonetion caractéristique de H,,. Posons

oy = 1—PBsp * o304+

Comme la sphére [u—w,| < §/4 est contenue dans H,,,4 lorsque wu, e, 5,
resp. dans —H, g, lorsque wye—H,,, on voit que

0 dans H, o,

3.9 B (W) =
(8.9) . 2 (1) 1 dansy —H,,.
On vérifie facilement que
(3.10) | D24, 5 ()| << B, 67,
ol Jl?p = f [D? B (u)| duw ne dépend pag de e, 4.
Posons
1 ;
(3.11) b b= min(y,yd)ey  (p=1,2,...)
et
o0

(3.12) du)=1— [ [ 0,4 ().

=]
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11 résulte de (3.9) que H(u) == 1 dany Vouvert
o0
Gl = le'l—l“’wdv/2

=]
qui contient 'ensemble {J A, = 4 —4. Parcillement on déduit de (3.9)

v=1
que ?(u) =0 dans Pensemble

Gy = —(dv leﬁa,,,d,,%

qui est ouvert en vertu de (3.8) et contient Pensemble B-- 4, car on a,
d’aprés (3.5) et (3.11), BC—H,, (v =1,2,...) o, daprés (3.2),
B—AC —4.

Il reste & prouver les inégalités (3.4). A cet effet supposons que we—A.
Evidemment il suffit de considérer le cas olt ue(—@,) ~(—G,). On a alors

o oo
(3.13) uegﬂ%’du— LJIHE,,,%/z.

Soit & le plus petit indice pour lequel ueﬁ,k,,,k. 8i j > k+1, on a, d’aprés
2

(3.11), 6,6—1—_6,-_ < & =& —&u 66 6 < 8,4/, done, conformément

a (3.6), Hyop H%,,?. C‘H%H‘,kﬂ,a.c II%_H,(,,M,M ce qBi montre (cf.

(3.13)) que wéH, .. Ainsi u appartient & ensemble — (4w ﬂ,mdv),

. veblpstlo-l
qui est ouvert en vertu de (3.8).et dans lequel (cf. (3.9) et (3.12)) 9 (u)

= 1—ﬁ,k,dk(u)0%+l,‘,k 1 (#). Gréce & (3.10) nous avons done

(3.14) DP9 (w)| < (2P maxM,)dr e,

r<p
lgrsque [Pl > 0 (dans le cas ol p =0, on a |B(u) <1). Dautre part,
si k>1, on a (ef. (3.13) ueﬁ,,k,‘,k—ﬂ,h_l%_m et (cf. (3.11))
& = 0, [3" < 8,12, d'ot 1l résulte, selon (3.7), que o(u, A) < e_s+
+0; <12e;. Ainsi on a toujours o(u, 4) < (124 6¢) ey, OU 6
= sup o(u, 4), done

1 =min(i E) g1 N = (124 26,)Y mi 1d AN
3 g | Gt = o) TNINn 3y o(u, 4)".
En compa,r'ant avec (3.14), nous voyons que les inégalités (3.4) ont bien
) liew, ce qui termine la démonstration.

4. Soit 2 un.ouvert borné de ¢*.
satisfait & la condition (H)
exposant o > 0 tels que

Nous dirons guune fonetion ¢ (u)
dans Q, 1l existe une constante ¢ > 0 et un

lp(s) — @ (w1)| < Clug—u, 7,

pourvu que le segment d’extrémités Uy, Uy S80It contenu dans .
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Soit I' une sous-variété bornée de ¢™ donnée par
mk+1=77k+1(u)7 ceey By = 7, (), u:(wl,...,wk)e.Q,

ou bien, §i lon pose ¥ = (T4yyy ..., By) €6 9 = (Ypyqy ..y 77,,),4 par Péqua~-
tion

(4.1) v =nu), ued,

OU g4y -+ 7 SODE des fonetions continues dans Q. Soit g(u) la distance
d’un point ueL 4 la frontitre de L. Posons A = ['—T.

LeMue 1. 8% les fonctions ng,1, ..., 7, satisfont & la condition (H)
dans £, il ewiste une constante ¢ > 0 et un exposant o > 0 tels que

o(@, 4) < Co(u), Tlorsque x = (u,n(w) et uecQ.

Démonstration. Il existe une constante C; > 0 et un exposant
6, >0 tels que |y(w,)—y(u,)| < Crlu,—u,|, pourvu que le segment
d’extrémités w,, u, soit contenu dans Q. Soit ® = (u,n(u)), o weL.
Il existe un point = de la frontiére de 2 tel que |u—u| = g(u); alors
7 (u') admet la limite © lorsque ' — #% suivant le segment @’extrémités
u, i, et on a [5—» (u)] < Oy |e—u|* = 0, ¢(u)™; on voit que & = (i, D) ed.
Oomme [&— F| < Ju—itl +lp(w) —B] < o(u)+Cy (W) < Co(u), o 0 > 0
et ¢ > 0 ne dépendent pas de @, nous obtenons done g(x, 4) < Ceo(u)
c.q.f. d. :
! Nous dirons que I" jouit de la propriété (R) par rapport & un ensemble B
de ¢, 'l existe une constante ¢ > 0 et un exposant ¢ > 0 tels que l'in-
tersection. de T avec l’ensemble des & = (u,v)

(4.2) B: v—n(u)| < eo(u), uef,

coincide avee I. B

Comme I' est localement fermé l'ensemble A= I'—I" est fermé.
Passons au

LeMME 2. 8% les fonctions ng,i, ..., N, Sotisfont & la condition (H)
dans 2 et si I' joust de la propriété (R) par rapport & un ensemble borné B,
T est réguliérement séparé de B—I.

Démonstration. D’aprés les hypothéses nous avons

(4.3) E-I'C —B

(olt B est donné par (4.2)) et il existe une constante >0 et un exposant
o>0 tels que [|g(uy)—yn{u;) < Clu,—u,|’, pourvu que le segment
d’extrémités u,, u, soit contenu dans £.

Soit wel’; on a done & = (u, 7(u)), ol we Q. Supposons que | —a|
< }o(u), ot ® = (w',v'); on a alors w'eQ et o{w) > 3e(u); comme
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' —n(w)] < o' —y(u)|+ g (u)—n(w)| < |2'—@|--Clp' —2° < |’ — )
ol 0" > 0 et o’ > 0 ne dépendent pas de @, ¥, nous avons x'eB, pourvy
que O |2 —2|" < ¢(do(u))’ Il gensuit que Pon o toujours a'e B, pourvu
que

o' —ae| < min ($o (u), (s/270C")17 g ()"} = &40 (u)™,

olt g > 0 et g, > 0 ne dépendent pas de @, &', co qui donne ela, B—I)
2> so0(u)® en vertu de (4.3). D’aprds le lemme 1, il en résulte Pinégalité
qui prouve que I' est régulidrement séparé do H—1".

Remarque. Si Pon prend, au lieu de B, Pensembloe des e == (u,v)

By |mlc+l—7/lc+1(u)l < &(u), ceey Iwn‘_ﬁn(")[ < e(u), we f2,

el SL Ppyryeeey M e WUy €6 £e Gy ~ Uy, la construction de la fonetion
du lemme du N°3 est beaucoup plus simple. On prend alors

0 lorsque @ ¢ —B,,

ol y est une fonction de D,y telle que y == 1 dans (—%, 4).

Distributions prolongeables. 5. Soit 2 un ouvert de ¢*. Appelons
P, Pensemble des distributions dans Q qui sont prolongeables sur ¢* On
voit que P, est un espace linéaire; chaque dérivée dune distribution
de P, appartient & P5; quel que soit Vouvert Q,C 2, I restriction & 2,
d'une distribution de P;, appartient & 7.

PrOPOSITION 1. Afin que T « P, il faut et il suffit que la restriction
de T & Py, appartienne & Poy quel que soit Powvert borné Q,C Q.

Démonstration. La condition étant évidemment nécesgaire, il
suffira de prouver qu'elle est suffisante. Il existe un recouvrement loca-
lement fini de ¢* par des ouverts bornés 2, et des fonctions q, ¢y,
telles que 3, (u) = 1 (cf. [10], p. 22-23). Soit 7, un. prolongement (sur ¢¥)

de la restriction de 7' & £,~Q (on prend T, = 0 lorsque £, & ==0).
Corame a,T, = ¢,T dans 2, ona Yq,T, = 2ol =1 dans 2, ob la di-
stribution 3, T, est définie dans . '

Nous supposerons dans la suite que Q est un ouvert borné de &

PROPOSITION 2. Afinque T € Po il faut et 4l suffit quwil existe wne
constante M > 0 e un entier m > 0 tels que
(5.1) (T @) < Mgl

pour g eDy,.
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La condition est nécessaire d’aprés [10], p. 85, et elle est suffisante
en vertu du théoréme de Hahn-Banach.

11 résulte de la proposition 2 que si T est une distribution dans un
ouvert qui contient Z?, alors la restriction de 7' & Q appartient & P
Remarquons encore que toute distribution T e P, admet un prolongement
porté par 2 (en effet, il suffit de prendre un prolongement de la distri-
bution 7, donnée par T, =T dans Q et T, = 0 dans —0).

Le lemme 6 du N°2 et la proposition 2 entrainent:

PROPOSITION 8. 8¢ a e U, ot T « Py, alors oT .

PROPOSITION 4. Soit T une distribution de P, portée par un ensemble
ECQ et soit AC Q un ensemble localement fermé, régulicrement séparé
de B—A. Alors il ewiste une distribution Ty de Py, portée par A, et telle
que Ty = T dans un voisinage de chaque point de A.

Démonstration. Posons 4 = A—A4.On a 4 = 4. Grice au lemme
du N° 3, il existe une fonetion & « %,_, telle que ¥ = 1 dans un voisinage
de chaque point de 4 et 9 =0 dans un voisinage de chaque point de
E—A. Or, selon la proposition 3, la distribution 9T définie dans Q—A
appartient & P,_, et par conséquent on peut la prolonger sur ¢*. Nous
obtenons ainsi une distribution T, ¢ P, telle que T, = 9T dans Q—A
et, par suite, on a 7, = 0 dans un voisinage de chaque point de
(Q—A-B) o (Q—A)~(B—A) DQ—4 e T, =T dans un voisinage
de chaque point de 4, c. q.f. d.

L’hypothése de le separation régulidre cst essentielle. Nous avons en effet
Péquivalence des propriétés suivantes:

(2) A et B sont régulidrement séparés par A;

(b) la conclusion du lemme du N° 3;

(¢) A ~BC A et pour toute distribution T portée par A v B, il ewiste une distri-

bution portée par A v A telle que Ty = T dans un voisinage de chaque point de A—A;
pourvu que A, B soient bornds et A soit compaet.

En effet, (a) entraine (b), conformément au lemme du N° 3.

(b) entraine (c). L démonstration est analogue & celle de la proposition 4;
# étant la fonction du lemme du N° 3, on prend pour 7, un prol_onggment de 4T (en

vertu de la proposition 3, oit £ est un ouvert qui contient 4 v B).

(e) entrafne (a). Montrons d’abord que A ~BCA. Dans le cas contraire, il
existorait dos suites wug e A —4, v, € B—4 telles que limuy, = a = limwvy, ¢ A. Prenons
pour T' la distribution

00

Z—in(ﬁ(u—un)—}-é(u—vﬂ))

n=1

by

et désignons par ¢ le support de 7,. On aurait u, e 0 et 0 C 4 v 4, d’00 aeA—./l.
Par conséquent nous aurions Ty = T dans un voisinage de @, d’oll v,eC et par suite

Studia Mathematica XVIII. : 7
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vy € (4 ~B)—d4 (pourva que n goit suffisamment grand) contrairement & Iinclusion
A~BCA.

Supposons, par limpossible, que A et B ne soient pas régulidrement séparés
par A et soit K un nombre tel due K > 1 et g(u, 4) < a}'_l_( pour ueA._On a done
A 50, B0, A= 0 etilexiste un Uy e 4 ot v, e B tels que |On — tp) < (@ (@n, 4)/E),
quel que soit I’entier »; on a alors Uy # Dp . On entire: [v,— uy| - 0 ot nous avons
Uy = ﬁ% >a, vy =B, -»a pour un couple de suites extraites convenablement
choisi; par conséquent @ed, g(un,d) -0 et nous pouvons exiger que Lon ait
o(uny1, A) < 3e(ug, 4). 11 en résulte quo la gphére Bp: jw—y| < $o(uy, 4) ne
contient alors aucun des ugz avee & 7% m, el Bpnd = 0. Pronons pour I' la distri-
bution

O (U —Up) — & (W~ Vy)

H

[~ 9

PR
Ken [Up— On|

n=1

on a alors

 O(u—uy)

Ty = —
! nana"J"n*”M
dans —4, done
@ () .
(Ty, ) = m powr pe Dp,.
Soit ¢ Vordre de T, et posons
2(u—up)
— o(ut, A) (,_.__)
on () = g(Un, 4)48 s )

o B(u) est une fonction de D1 telle que $(0, 0) = 1. Nous avons done |pplly > M,
ot M ne dépend pas de n, et

(s, ) — Lt A 1
BT Hon g — vn] ~ gty A)n—

> 00,

ce qui est absurde.
Il en résulte:

Proposition 5. Soient 4y, 4, des compacts de C*. Pour que toute distribution T
portée par AyvAs admetle une déoomposition T = T'y-+Tq, ot T soit poritde par A4,
(i =1, 2), i faut et il suffit que Ay et Ay soient régulidrement séparés par Aynds (6).

Proposition 6. Soient 2y, Q; des ouverts bornds de cF. Désignons par I,
Fy et F los frontidres de Q, 2o et 219Qq. Pour que toute disiribution définie dans
390, dont la restriction & Q; appartient & P, (i = 1, 2), soit dans Py, © fout
et il suffit que F1 et Fy soient réguliérement séparés par F.

Démonstration. Remarquons d’abord que la séparation rdgulidre de Iy
ot Fy par F éduivaut & celle de FioF ot FyoF par F. Prouvons que la condition

(6) Cf. [10], p. 98-100; Phypothése de la séparation régulidre est remplie pourvu
que l'ensemble AvB goit régulier.
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ost nécessaire. Soit 7' une distribution portée par FioFyuF. Or, la distribution T,
définie dans QrvQy par T, = 0 dans Q; et Ty = T dans £,, appartient & ?blugz
(puisque sa restriction & £; est dans @"?i’ 4 =1, 2). Boit T} son prolongement porté
par 21v2y; on voit que 7, est portée par FioF. Comme on a Ty = T dans £y,
Ty =T—T1 est portée par FauF. Par conséquent la proposition 5 montre que
FyvF et FouF sont régulidrement séparés par F.

Supposons maintenant que la condition soit remplie; FywF et FyuF sont
done régulidrement séparés par F. Soit T une distribution dans Q;vs, dont la re-
striction & £; appartient & @Zgi (i =1, 2). Atout ouvert 2, tel que 2C £; ou 2 C £;,
faisons correspondre un prolongement Tq de la restriction de T & Q, de fagon due

' Boit portée par Q. Comme les distributions To,—To-g,—Tay~a, et Tg,—
—Tg,—g, — Ta;~0, sont portées par FivFyuF, elles admettent des décompositions
Toy—To,—5, — Tajnp, = S1+8% et To,—~To, & —Tojno, = S2+5%, olt 8y, 83 sont
portées par FouF et S}, S; sont portées par FyoF. On véritie que T = T, g, +
+ 81+ Lo ~ay+82+To,— 5, dans 21005, ce gui montre que Te@blugz~

Un cas de division d’une distribution portée par une sous-varié-
té. 6. Soit X un module unitaire sur un anneau commutatif 4 (avec un
élément unite 1)- (cf. [4], p.1-3). Soit aed; nous dirons que a est un
divisewr (par rapport & X) si ’équation ex = b admet toujours une solu-
tion weX, quel que soit beX; que a est un élément régulier (par rapport
4 X), si ez = 0 entraine ¢ = 0 (zX).

Considérons le systéme d’équations
(6.1) D amyy =b;

7

(4, =0,1,...), ol a;ed, 2;¢X, b;eX et ;, b; sont nuls sauf pour un
nombre fini d’indices. Si I'on a #; =b = 0 pour ¢ > m et a; = 0 pour
i <1, le systéme (6.1) s’écrit explicitement

Lt . ALy = b07
0Ty Q1T = b11y
Qo = bp_i-
Nous voyons que §i o; est un diviseur, on peut résoudre ces équations

(par rapport & #;) de proche en proche et nous arrivons au lemme suivant:

LEMME 1. 87 o; = 0 pour i < 1 et st oy est un diviseur, le systéme (6.1)
admet une solution, quels que soient b;.

Posons
agyl --- Qg

ag :

B = ay1, s fi=

0 ap a4l
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En s'appuyant sur 1égalité

x
Bot 3 oryiai B = 0 (k> 00
i=1
on montre que dans les hypothdses du lemme 1 la solution générale du sysiéme Lomo-
géne (b; = 0) est donnée par
Ty, oo By queleonques,
(6.2) By = Z a% Bittiqgr OU a‘;'“ ug = 0 ot 1 sont nuls sauf pour un
7
nombre fini dindicos (i, = 0, 1,...).
Considérons maintenant le systéme
2 Uy Pprg = by
a
(P, q<NE), ot ayed, m,e X, b,eX et @, b, sont nuls sauf pour an nombre
fini d’indices. Introduisons dang 97 la relation d’ordre lexicographique:

(6.3)

p 3 q veut dire: il existe un o tel que
6.4
(6.4) p, =g, si v <o, et p, < ¢,
Cette relation étant un bon ordre, il existe le plus petit indice p* pour
lequel a,. 7= 0, sauf le cas ou tous les a, sont nuls.
LEMME 2. 87 a,« est un diviseur, le systéme (6.3) admet une solution,
quels que soient b,.

Démonstration. Procédons par récurrence sur k. Selon le lemme 1
T’assertion est vraie pour % = 1. Supposons la vraie pour k—1.
Soit 4A* anneau commutatif des suites {aﬁ}ieng)‘:*l, ol azed, la multi-

plication {y;} = {0z}{f;} étant definie par yg =“2a;;35_; (anneau des

8<p
séries formelles). On vérifie que l’ensemble X* des suites {wg}peare—1, ol
@z X sont nuls sauf pour un nombre fini d’indices, est un module unitaire
sur A%, si Pon définit la multiplication externe par z; = 3 agup.q

a
En posant p = (ip, ), ¢ = (/q, ), O ¢, j¢N, et p, g NE, lo systdme
(6.3) s’écrit

( Z af,&wi~w1,i+i) =bigs

]

Z&iﬁi-ﬁ = bia
7

ot & = {ozlpaked”, %= {oglakX’, b= (bzlzakeX". Posons
p"=(",p"). On a alors .z =0 pour p=3p*. Comme a;, est un

. ou bien
(6.5)
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diviseur, done, en vertu de I’hypothése de récurrence, le systéme
Zai.,,;uj;ﬂ; = ¢ (ol %, ¢; <X sont nuls sauf pour un nombre fini d’indi-

q

ces) admet une solution, quels que soient ¢g; cecl montre que o
= {onp)peart—1 est un diviseur. Mais, d’autre part, on 2 g; = 0 pour 4 < 4"
Par conséquent, d’apres le lemme 1, le systéme (6.5) admet une solution,
¢ g.f. d.

Considérons le cas od k > 1, p* = (0,...,0,1) et aye est un diviseur régulier.
En g’appuyant sur (6.2) on montre (par la méthode ci-dessus) qu’il existe des Vp.gsd
(qui sont des polyndmes & coefficients entiers par rapport A ag) tels que la solution

générale du systéme (6.3) homogéne (b = 0) est donnée par
(6.6) zp = Z oapiq- ot {-uPeX sont nuls sauf pour un nombre fini d'indices
q et upy = 0 lorsque pg = U{p1+1)...(pg—1+1).

On a de plus

6.7) » =a

o0,0fe = g 0L o= (p 1)y D1,

quel que soit psq’Z’;.
2. Soit T une distribution portée par Porigine O de €"; on sait (cf. [10],
p. 100) qu’elle est nécessairement de la forme T = ZaPDPcS, ou a, sont

) 4
nuls sauf pour un nombre fini d’indices. Soit @ une fonetion indéfiniment
dérivable dans un voisinage de O;posons y, = DP @(0). Considérons 'équa-
tion

(7.1) &8 =T,

ol la distribution § est portée par Porigine 0. Nous cherchons donc une
distribution § de la forme § = } ¢, D®$, ol ¢, sont nuls sauf pour un
5

nombre fini d’indices. Or, puisque

D6 = Y (—1)EDsDIP) et DD = y,5,
on a =
o8 = 3 M DH(—1) UG pye,0) = 3 DP( D (—1)1P5Y) vy 0p.6)
8 q<s r a

et nous voyons que I’équation (7.1) équivaut an systéme

2 (=1 PN g g = ap-

q
8i lon pose a, = (—1)%/q!, b, =pla, et z,=ple,, on obtient le
systéme (6.3) et on peut appliquer le lemme 2. Nous arrivons done
4 la proposition suivante:

1
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) PROPOSITION. Sauf le cas oi tous les v, = DP B(0) sont nuls, Véqua-
tion (7.1) admet une solution, quelle que soit la distribution T portée par
Vorigine.

Considérons I'éguation homogdne
(7.2) o8 = 0.
Supposons gwon ait n > 1 et DPP(0) pour wn p. Nous pouvens admettre que

9 [dx) = 0 pour ¥ <let Olfb/amib # 0, en offectuant au besoin une rotation. On
déduit de (6.6) qu'il existe des fyq, P < g (qui sont des polyndmes on wpg).-tols que

= D PpaqlP?
p<q

est une solution de (7.2), qusl que soit q, et que chaguoe selution de (7.2) ost une com-
binaison linéaire (finie) de Sg. Selon (6.7) on o de plus By py,... pp_ylo # 0, pourvu
que pr <1

11 en résulte gue, dans le cas ot n > 1 of P (0) = 0, I'équation (7.2) admot des
solutions d’ordre arbitrairement grand. Par exemple, on vérifie que

k
2k )
@+ (—1)"(%) Tas = O

v=0,
quel que soit k > 0.

8. Soit 2 un ouvert borné de ¢* et soit I' une sous-variété de €
(k < m), donnée par

Bpoyr = Npog1(Bry ooy By ey By = (g cey @) e,

ou bien, si I'on pose u = (a4, -.
par 'équation

(8.1)

 B)y© = (Bpyzy oeey Budy 1 = (M1 + -9 by

v=7n(u), wuf,

ol 7; sont des fonetions bornées de %,.
A toute distribution U définie dans £ faisons correspondre une
distribution U définie dans Q x &™* par la formule

(T, 9w, 0) = (T, p(w, n(w))

(cf. [10], p. 31-32); elle est portée par I Si a(u,v) cst une fonction indé-
finiment dérivable dans un ouvert qui contient I', on a évidemment

(8.3) o =7, o plu) = afu, (),

pourvu que nous convenions de censidérer le produit o comme défini
dans Q xE"F (&gal & zéro dans Q x €™ *_T"). Montrons que

(8.4) UeP,

(8.2)

implique U Pj, onF.
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En effet, soit UeP,. D’aprés le N0 5, on a alors |(U, )| < Myl pour
peDq. Soit peDoyen—*; les dérivées de la fonetion p(u) = g(u, 7(w)
sont de la forme

DPy(u) = YA, D%p(u, n(w) [ [ Doy, (u) (P, P,.cTE, 5,65
comme 7;¢%,, il existe une constante M, > 0 et un exposant m, > 0
tels que ]ﬂD"mm”(u)] < Myp(u)~™ pour chaque », lorsque [p| < m;

comme [s,| < |p|, il résulte du lemme du N°1, que 8i ||plnim, <1 €6
[p| <m, on a [DPy(u)| < M,, ol la constante M; ne dépend pas de ¢.
On en conclut, daprés (8.2), que (T, p)| < MM, lorsque [@lmym < 1,
ce qui prouve que UePp, cnF.

On sait (ef. [10], p. 100-102) que toute distribution I' d’ordre fini
dans 2 x¢E™F, portée par I', admet une décomposition unique de la

formse
T = D20,
ra

o U, (q N5 F) sont des distributions dans £, nulles sauf pour un nombre
fini d’indices; on a de plus les formules

(8.5)

1 7
(8.6) (Uyr 9) = (T,&—!(nm)— o)t qa(u)(

PROPOSITION., Pour que TePoyen—t il faut ot il suffit que Uy Py Pour
tout q.

Démonstration. La condition est suffisante d’aprés (8.5) et (8.4);
montrons quelle est néeessaire. Il existe une ccnstante ¢ telle que |7 (u)]

(") En effet, supposons que T soit d’ordre =T

T,y = DIT ) ou bien
@ (lqlém v

m. 11 suftit de vérifier I'égalité

1
(T, x) = — (v~ n(w)2 DTy (u, n(w)),
d

1
Iql<m £

lorsque (1, ©) = @(u)y(v) appartient & PoxEn—%, c’est-a-dire (T, p(u)f(u, v)) =0,
ol

1
> — (v—n(w)aDy ().

lgl<m

Blu,v) = y(v)—

Mais ceci résulte du fait que toutes les dérivées d’ordre >
support de Tp (cf. [10], p. 93).

m de B sont nulles sur le
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< ¢—1 dans Q. Dégignons par B la sphére [v| < ¢ ef soit ¥ une fonection
de Dp telle que y(v) = 1 lorsque |v| < ¢—1. D’aprés (8.6) on a

(8.7) (Ugs @) = (2T, plu)y(®))  (peDa),

1
ol y(u, v) = a(aq(u)»—v)'»'y(v). Selon le lemme 5 du N°2, la restriction

de y & Q x B appartient & 9y, 5, done la restriction de xI' 5 2 xB appar-
tient & Py, 5, en vertu de la proposition 3 du N°5. Par conséquent, on
déduit de (8.7) que U,ePq.

9. Comme dans le N° préeédent, supposons que [ goit une sous-
-variété de ¢ donnée par (8.1), ol 2 est un ouvert borné et x; sont des
fonctions bornées de U,. Soit @(u,») une fonction indéfiniment dérivable
dans un ouvert qui contient f; les fonctions

(9.1) g (%) (@A)

appartiennent & 9, en vertu du lemme 5

= Dgf.b(u, ‘I](’u))
du N° 2. Considérons 1’équation
(9.2) o8 =1,

olt 8 et T' sont des distributions de P, en—k, portées par I' (*). La distri-
bution 7 admet la décomposition (8.5), ot (d’aprés la proposition du N° 8)
UqePg et on a une décomposition analogue pour la distribution inconnue

(9.3) 8 = Z]):Ws,

ot W, (5977 7%) sont des distributions de Poyen—k, nulles sauf pour
un nombre fini d’indices. Or, pmsque ODEW, = 3 (— "1'( )D" '—'(W Dig)
q<s

) W Dv(p = "Pqu’ on &

@S—yZD‘“q( '“'() ) ZD"(y I“'('H )%Wp-l-q)-

8 qss

et, selon (8.

Comme la décomposition (8.5) est unique, nous voyons, en tenant compte
de la proposition du N°8, que I'équation (9.2) équivaut au gystéme

(9.4) D=1 (” Zq)wqw

pta
q

=T,

p*

(%) Nous considérons le produit . n
dans Qx kT, produit @S comme défini dans QxEm (bgal & zéro
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Observons maintenant que, ’aprés le N°2, 9, est un anneau commutatif
et que P est un module sur ¥,, en vertu de la proposition 3 du N°5.
Le lemme 2 du N°2 prouve que chaque élément de §o~9, est un di-
viseur régulier (comme élément inversible). On voit que le systéme (9.4)

(=1

est du type (6.3) (il suffit de prendre Gy = —— Vg b, =p!U,,
q!

p'W) Conformément au lemme 2 du N°6 (ot Ion prend p*
(0,...,0,7), on en déduit:

PROPOSITION 1. Supposons que n;¢q, que n; soient bornées et que

P

D (u, v) soit indéfiniment dérivable dans un ouvert qui contient I. 8 Von a
o

Olu, p(u)) = ... = _6;0’?1—(“”7 (w)) =0 dans @
. ) . ) 1 , . o
et si W(u’ﬂ(u)) appartient & G, pour wun 1>0, DPéguation (9.2)
n

posséde une solution SePg, en—k portée par I', quelle que soit la distribution
T ePpyen—k poriée par I

Admettons les hypothéses de la proposition 1 et considérons I'équation ho-
mogéne .
(9.5) @8 =0,
ol SE?!’?xC""‘k est portée par I Dansle cas oit k = n—1 la solution géﬁérale de cetto
équation est, conformément & (6.2), de la forme

T Py

(9.8) 8 = Wo+ . Gt -—5;03?_1—, olt

W.eP,

(ef. [10]. p. 127). Dans le cas ol 0 < k < n—1 on déduit de (6.6) qu'il existe des
fonctions By qe%a, P=4q (qui sont des polyndmes par rapport aux fonctions

Dy d(u, 7(u) telles que
(9.7) 8= 2 D2(Bpa™
r<gq

est une solution de (9.5), duel que soit QEC)Z"}"—" et WeP,, et que chaque solution de
(9.5) est une somme (finie) de distributions de la forme (9.7). Selon (6.7) on a de plus
Bp,p1,... 100 (W) # O dans Q, e, par conséquent, la solution (9.7) peut &tre une
,,couche multiple” d’ordre arbitrairement grand.

PROPOSITION 2. Admetions les hypothéses de la proposition 1 et sup-
posons de plus que les n; satisfassent & la condition (L ) (®). Soit @ un ouvert

borné qui contient I'. Pour chague distribution T ePg poriée par I' il emiste
une distribution SePg portée par I' et telle que DS =T dans un voisinage
de chaque point de I

() 11 suffit d» supposer I' régulidrement séparé de G—(2x¢E cn—ky.
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Démonstration. Soit T, la restriction & 2x ™ dun prolonge-
ment de 7' sur ¢™ Selon la proposition 1 il existe une distribution
8, ePayen—t telle que PSy = T,. Soit §; la restriction & @ d’un prolonge-
ment de S, sur ¢* Comme §; est portée par (G— (& x E™ "))l il suffit
de vérifier, d’aprés la proposition 4 du N°5, que I' est régulidrement
séparé de @ — (2 x €™ ). Mais ceci résulte du lemme 2 du N° 4, caxr I jouit
évidemment de la propriété (R) par rapport & (G—(2xE™F)erIl

Un cas de division par une fonction indéfiniment dérivable.
10. Nous allons maintenant démontrer une proposition qui nous permetira
d’obtenir le théoréme sur la division par une fonction analytique de
variables réelles.

ProPOSITION. Soit G un ouvert borné de E" ef soit D(®y, ..., s,) une
fonction indéfiniment dérivable dans wn ouvert qui comtient G. Soit Z
Vensemble des zéros de @ dans @ et supposons que la restriction de @ & G—Z
appartienne & Gg_z. Supposons ensuite que Z admette une décomposition

(10.1) Z=V"1v. . vV

telle que V° soit un ensemble fini et V* une réunion disjointe et finie des
sous-variétés

(10.2) VE=UTI¥ k=1,2,...,n—1 ().
Supposons enfin qu’en chaque point de VO une des dérivées de D soit #0
et que chacune des sous-variéiés I't jouisse des propriétés suivantes:

1° T® st définie par les égquations

N
D1 = Mg (Bry ooy D)y ovoy By = x’?ﬁ(wly vy W) (@yg -0y wk)e‘Qﬁ’

ot les fonctions *nf appartiennent & Yok et satisfont & la condition (H)
dans QF.

2°0m 6 G E-THCV 0., v V.

3° I't joust de la propriété (R) par rapport & V:o ... o VP
4° I ewiste un entier positif 1 =1 tel que ® = ... = 0" @[dak™* =0
sur T et que la fonction
o'd k
0_‘%{(‘%15 veny Ty 77k+1(m17 EERE] wk)) ey ”%’i(wn '-~;wk))

appartient & Gok.

(1) 11 peut arriver que V* = 0 (on a (UT% =0, si ensemblo des indices x ext
vide). "
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Ceci étant admis, Déquation

(10.3) 68 =T

posséde une solution SePy, quelle que soit TePg.

Démonstration. Considérons notre proposition dans le cas ou T
est portée par Vo ... V¥ et procédons par réeurrence sur k. La pro-
position est vraie pour & = 0, grice & la proposition du N° 7. Admettons
done qu'elle soit vraie pour un k—1, o 0 <k <n—1. Soit T une distri-
bution de Pz, portée par Vo...v V% Daprés le lemme 2 du N°4,
il résulte des hypothéses 1° et 3° que I’ est régulitrement séparé de
(Vo .iiv 7% —I*. Selon la proposition 4 du N°5 il existe une distri-
pution 7T, de P, portée par Iy et telle que T, =T dans un voisinage
de chaque point de I'®, D’aprés les hypothéses 1° et 4° on peut appliquer
la proposition 2 du N°9; il existe donc une distribution §,cPg portée
par I'f et telle que &8 = T; dans un voisinage de chaque point de ¥,
11 en résulte qu'on a

(10.4) r,=r

dans un voisinage de chaque point de I'ensemble

4= L’_‘J(F,’f-gxﬁ‘) Cl@—(VFe oV e UTH)
et
(10.5) o8, =T,
dans un voisinage de chaque point de Tensemble B, = (G:ﬁ‘) o Ik,
8i Ton pose 8° = }'8,, on trouve
(10.6) " o8 =T

dans chaque ouvert ofl subsistent les égalités (10.4) et (10.5) (pour tout %)
Mais I’hypothése 2° entraine G—( vElo . o V) CUB, ainsi que

UTEcveie .. Vet I*_T% —=0si % # 1, ce qui donne, d’aprés (10.2),
A= G— (V1o ... V%) (). Par conséquent, l'égalité (10.6) sub-
siste dans un voisinage de chaque point de G— (V¥ v . v V%), dou

il résulte que T—®S" est portée par | ARV A Selon l’hy'pothési,
de récurrence, il existe une distribution 8°* ¢Pg telle que @8 ‘1 =T —®8
N 7
dans @, ce qui donne ®(8°+8*%) =T dans &, ol 848" e Pg-
(1) On a 3T, =06t (\By = &%, i Pensemble des indices x est vide (ct. ren-

* %
voi (19)). Drailleurs, dans ce cas (V¥ = 0); le passage de E—1 & k est banal.
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Aingi nous avons prouvé que ’équation (10.3) posséde une solution
8 ePg quelle que soit la distribution TPy portée par Z = V™1 v .., o Vo,
Supposons maintenant que 7' soit une distribution quelconque de Pg.
D’aprés les hypothéses, le lemme 2 du N°2 et la proposition 4 du N°5,

1 . . . -

la distribution —d—;T, définie dans G—2Z, appartient & Py 5; soit 8, ePg
un prolongement de cette distribution (sur @). Comme @8, = T dang
G—7%, la distribution 7'—®8, est portée par Z. Par conséquent, il existe
une distribution S,¢Pg telle que @S, = I'— &8, ou bien G(8,+8,) =T
dans @, ot 8;+8,¢Pg, ¢ q.f. d.

Evidemument toute solution de Péguation homogdne

(10.7) P8 =0

est portée par Z = VPlu .. oVO 8i VE £ 0 et »H'e?& ost une solution de (10.7)
portée par V*u ... OTY, il existe des distributions S, telles que

(10.8) 8 ePakyxen—k, 8, est portée par I'f, § vérifie (10.7),

et

(10.9): 8 =4

n dans un voisinage do chague point de .l"f .

Inversement, étant données des distributions 8, vérifiant (10.8), on montre (par la
méthode ci-dessus) qu’il existe une solution Ss?a de (10.7) portée par Vro ., o0,
telle que (10.9) subsiste; chague solution gui possdde ces propriétés est de la forme

S8+8,, oit §yePg ost une solution portée par TE~1u ... u TP, of vice-versa.

Deuxiéme partie

Le but de la deuxitme partie de cet article est de démontrer que
toute fonction analytique réelle satisfait (localement) aux hypothéses
de la proposition du N°10.

Théoréme de Weierstrass et discriminant. 11. Le théorsme suivant
de Weierstrass jouera un réle fondamental dans nos considérations:

‘Z"oute fonction f(wy, ..., m) analytique réelle dams wn voisinage de
l’omgmg telle que f(0,...,0,m)550, admet une décomposition unique
(1L.1) F@yy ooy @) = Himy, ..., @p_y; @) (2, ..y 2p)
dt.mm'r un voisinage de Vorigine, ow H (®yy +oy Bpy; @) €8t un polyndme
distingué (réel) e Q est une fonction analytique réelle telle que Q(wy, ..., )
# 0 dans un voisinage de DUorigine (cf. [3], p- 188 et [8], p. 86 ot 91-92)
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On appelle polynéme distingué (réel) toute fonction de la forme

(11.2)  H(my, ...) B_a; %)

-1
= B A @1y ey Tp)BE T A A (@, oy By)

(H =1 lorsque m = 0), ol les fonctions A4; sont analytiques dans un
voisinage de #;, = ... =2, =0 et A4;(0,...,0)=0, ¢ =1,...,m ().

Une des conséquences importantes du théoréme de Weierstrass est
le fait que lanneau of;, des fonctions analytiques réelles au voisinage
de ¢y = ... = o, = 0 (13) est un anneau factoriel (cf. [7], p.161-164,
et [1], p. 36-39), c’est-A-dire un anneau d’intégrité, avec un élément unité,
dans lequel tout élément non inversible admet une décomposition en
facteurs irréductibles, unique & lordre et 1’équivalence des facteurs (**)
prés. La démonstration est la méme que dans le cas des variables com-
plexes (cf. [3], p.190-193); on procéde par récurrence en s’appuyant
sur le théoréme: si of est un anneau factoriel, il en est de méme de I'anneau
des polynémes of[z] (cf. [11], p. 75, et [7], p. 164).

Grice au théoréme de Weierstrass on en déduit que tout polyndéme
distingué H (@, ..., T;_1; @) de degré positif admet une décomposition

(11.3) H =H,.. H,

ol H; sont des polyndémes distingués, de degré positif, irréductibles dans
Ap_1[2] (¥). Cette décomposition est d’ailleurs unique, ear dans le cas
des polyndmes unitaires (**) I’équivalence implique I'égalité. Selon un
lemme de Gauss (cf. [1], p. 37, et [11], p. 77) H; sont irréductibles aunssi
dams K [@], oL K est le eorps des fractions de of;_;. Or, la caractéristique
de % étant nulle, on a le critére: si le diseriminant d’un polynéme (de-
gré positif) weN[a;] est nul il existe deux facteurs équivalents dans
la décomposition de w (). Soit D(@y, ..., %x_;) le discriminant de H;
les H; étant des polynémes unitaires de % [«;], on en conclut que si D =0,
il existe des facteurs multiples dans la décomposition (11.3).

(2) Dans le cas ot k =1, on a H(z) = L

(%) On identifie deux fonctions, si elles coincident dans un voisinage de
xp =...=a= 0.

() 11 s’agit de 'équivalence selon laguelle a équivaut & b, si @ = ub pour un
élément inversible u.

(%) Cf. la démonstration du lemme 4 de [3], p. 193.

(1%) Un polyndéme aox +...4+ o™ est dit unitaire si a, = L.

(17) Cf. [1], pp. 93 et 89. En effet, soit w = ¢;...q1 une décompositioln en fac-
teurs irréductibles et soit p. ex. ¢ un diviseur commun de w et ;w’ = q1¢2--- 1+
+aqilge @t Ga-.qv); par conséquent g, est un diviseur de ¢jgs...g;- Comme
g7 # 0, on a nécessairement k > 0 et g, est un diviseur d'un g (k > 1) done q et
g1 sont équivalents. .
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Terivons la décomposition (11.3) sous la forme H =H{‘1...H§8,
ou H,,...,Hs sont distinctes, et considérons le polyndme distingué
H,=H,...Hs. Le discriminant de H, ne gannule pag identiquement
et Densemble des zéros de H dans un voisinage de o = ... =a; =0
coincide avee celui de H,. Nous arrivons ainsi au corollaire suivant du
théoréme de Weierstrass:

PROPOSITION. 806t F(@y, ..., %) une fonction analytique réelle dams
un voisinage de Vorigine, telle que f(0, ..., 0, @) 5% 0. I1 ewiste un voisi-
nage U de Vorigine ot un polyndme distingué Ho(@, .., ¥p_1; @) tels que
le diseriminani de H, ne Sannule pas identiquement dans WU et que

(11.4)

POUrVY qUE (g, -v.y ) €U

F(@yy ooy @) = 0 bquivaut & Ho(y, ...p @32 ) =0

Nous appellerons H, (ainsi construit) polynéme distingué associé
3 la fonecbion f.

12. Rappelons quelques propriétés du discriminant que nous ubili-
serons dans la suite. Les coéfficients A;(#y, ..., @3_;) d'un polyndme
distingué H(wy, ..., Be_y; @) étant analytiques dans un ensemble

(12.1) o] < 8y oony |l < 6,

le diseriminant D(,, ..., Z;_;) de H est (comme polyndme & coefficients
réels par rapport aux fonetions A;) une fonetion analytique réelle dans
Tengemble (12.1). Soit (&, ..., #5_,) un point de cet ensemble et soit
Ziy--ry Cm 1o suite compléte des racines (complexes) de H au point
(B, ..., Bp_) (nous avons done H(d;, ..., %-13L) =0). On a

. . o o “r OH
D@y, .nes Tpy) = H(CH—CM)Z == — (@, ..

X,
<t v=1 0 .

lorsque m > 2 (on ¢ D = 1 dans le cas ot m < 2). 8i D (4,
on a

(12.2) o B3 &)y

o
coey @pn1) F 0y

oH |,

— (@4, -~-79%I.:—17 &) #0,

12.3
(12.3) o,

PROPOSITION. 808t (D1, ..., 8_;) wun point de Uensemble (12.1), tel
que DBy, ..., B 1) #0. Il ewiste un voisinage WU, de (By, ..., ) €
des fonctions Co(Byy ooy Tp_)y ey Cn(@ey ooy Bpmy) analyliques (complexes
des variables réelles) dans U,, dont les valeurs forment la suite compléte
des racines de H au pownt (@y,..., Tp_1), qui sont distinctes dans U, et

(*8) Nous convenons que dans le cas o Hy = 1 le discriminant est égal & 1.
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telles que (@1, ..., @) est réelle dans U, ow la partie imaginaire de
L1 ( @1y -nvy Tpg) ne S'annule pas dans Uy, v = 1,2, ..., m; toute fonction
L(@1yeney py) amalytique e vérifiant H(my, ..., @ 5 E(@yy oy 2p)) =0
dans U, coincide (dans U,) avec une de {,.
o o

En effet, les racines ¢, ..., &, de H en (&, ..., 4,_,) sont distinctes.
Si U, est une sphére de centre (2, ...,3;) et de rayon suffisamment
petit, alors (cf. (12.3)), quel que soit » =1, 2, ..., m, il existe une et une
seule fonction {,(®y,...,%;_;) analytique dans 9, vérifiant Hz,, ..
ey D1y G (@ ey Bpy)) = 0 dans U, et telle que 4(@y, ..., T ) = D,,;
on peut exiger que I'on ait (%, ..., Zp_1) 7= L@y, ..., #x1) dans U,
(lorsque » # p). Puisque £, (2q, ..., 2;_;) est analytique dans U,, vérifie

H(wn ey @y (@, ooy wk—l)) =0 dans Y, et ‘;(5%11 ey Bpy) = Ey = E;;
pour un w, on a 5,(&y, « ..y Lpy) = L, (@1, ..., Bp_;) dans U,. I en résulte
que L@y, .eey Bpo1) =@y .0y Bp) dans Uy ou L@y, ..., Troa)
# L@y -5 Bp) dans U,.

Lemmes sur les fonctions symétriques. 13. Considérons les fone-
tions symétriques élémentaires des variables complexes:

0(Las ooy L) = 1,

01(8ryveey b)) = Lo+ Gy 28 =Ciyeoes L

Quels que soient ¢, ..., iz, il existe un indice 7 tel que o;(Zy, ..., {x) # 0
et o;(Ly, -+, £x) = O lorsque i > 1; alors I est égal au nombre des indices »
pour lesquels £, =0 et on a

allyy s G = [[ 6 ().

&0

PP (TR

(13.1)

Lemme 1. Soient (x), ..., Cx(z) des fonctions complexes continues
dans un espace conmeme F. 8i Von a 6i(l(®), ..., Lx(®@)) # 0 dans B et
Gi(f:(m), cery Ck(.'v)) =0 dans B lorsque i > k, alors quel que soit v =1,
2y ey ky il W'y o que deux possibilités:

L(@) #0 dans B ou (@) =0 dans I.

Démonstration. L'ensemble ol {,(x) #0 étant ouvert, il.
suffit de prouver qu’il en est de méme de I’ensemble ot {,(z) = 0. Sup-
posons que ,(z,) = 0. Il existe des indices o; < ... < o tels que ) (%)

C#0, ..y Ly(mo) # 0. Ona done £, () #0, ..., {,(«) dans un voisinage U

(1%) Nous convenons que JJ¢, = 1 dans le cas ou Pensemble desindices » esb
vide. 4
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de x, et, par suite, £,(@) = 0 dang U pour tous les autres indices a; en
particulier £,(z) = 0 dans U, c.q. 1. d.

On sait que les racines d’un polyndme unitaire sont petites en méme
temps que les coefficients; en effet,

(13.2) 46l it op =0  implique [Z] < 2n:a,x1/@ ).

En posant &,(e) = min(4e, (}¢)¥) nous avons done:

LEMME 2. Quels que soient oy, ..., oy complexes vérifiant |oy| <

< Oe(e), .o

oy lowl < O(e), il emiste un systéme de complexes (i, .. ¢,E vérifiant
01 (Cay ey Cu) = 01y vy 05(81y oony L) = Oy UMiQue @& l’o?'d/re prés, et on
a |Gl <oy |Gl <e

LEMME 3. Soit D(fy, ..., ) ume fonclion de wvariables complewes,

symétrique ¢t analytique dans Vensemble |5)| <&, ..., |G <e. Alors la
fonction H(oy, ..., o), définic par la relation

(13'3) Q(Clv et Ck) = '5”(0'1(51’ AR Ck): ey 0'7::(:17 . Cln))

dans Vensemble |oy] < Op(e), ..., lon] < Oi(e) (cf. le lemme 2), est analy-

tique dams cet ensemble.
Démonstration. Nous avons D({y, ...

pour |&y| <&y .. [kl <& €6 ap, =
est une permutation de (1, ...

’ :k) = Zapl,_,.,pkﬂ]l aee C%.k
Oy, omy, JOTSQqUE (721, ..., 70p)
, k). Il 8’ensuit que les polynémes W,(y, ...

= 3ty p 1. (5% sont symétriques et on a, par suite,
Di+ .. Dy
(13.4) WLy -oey Ca) =Pv(°'l(cls v Cdy ey o(ny -y Ck))’

olt P, sont des polynémes. Or, quel que soﬂ‘;
mément vers @ dans l'ensemble |{| < s,.
le lemme 2 et (13.4), la suite P,(0y, ..., 0z) converge uniformément dans
Vengemble |oy] < 04(8), ..., lox] < 6x(2). Par conséquent la limite y =
= limP, est une foncmon analytique dans l’engemble |oy] < dp(e), ...

et satisfait (selon (13.4)) 4 la relation (13.3), e¢. q.f. d.
14. Soit F(wy, ..., Ty, Y1, ..

g < &, W, converge unifor-
.oy Gl <& done, d’apreés

1 Joul < Bu(e)

.3 Yg) une fonction analytique réelle dans
un voisinage de @ = ... =, =4, = ... =y, = 0 et soient H,(w,...

y Bp3 Y1)y ey Hy(®yy ..o, @3 9,) des polynémes distingués. Nous allons
définir une fonction (dans un voisinage de 4 = ... = #, = 0) que nous
désignerons par

O-(Hl,.--.Hq)F .

(*) En effet, si Lon pose A = ma}.l/{cﬂ ot ¢ = Az (dans le cas ol A 3 0), on
trouve |pi¥ > [nF—14...+1, doh |nF~1—|nk—1 et, par suite, [g] < 2.
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Dans le cas od H, = 1 pour un indice s, nous posons ot —FdpF =1,
Supposons que

14.1)  Hylw,, ..

o Tp3 Ys) = mgs_'“A:(mly B mﬂ)‘,&ks-l ; "'+A?¢3(w17 “evy Tp),
on k>0 (85=1,2,...,9).

11 existe un & > 0 tel que

(14.2) F (2, ..., 2y, Wy, ..., w,) est une fonction analytique de variables
complexes dans 'ensemble: [2,]| < e, ..., |#p] <&, [w] <e,..., |lwy <e

o; étant les fonetions symétriques élémentaires de %, ..., &, variables

Mgy M1 =1y 00y Frjoejvg =1, .00, ky), la fonetion
(14.3)  Ploy, ooy on, 8, 28, s 20,0, D)
= oy, B2y, ey 2p, 08, .. C( .

est analytique dans Pensemble [z] < &, ..., 7| < ¢, [Cﬁ)] <&l <e
et symétrique séparément par rapport 4 chaque groupe de variables
&0, 0 (s =1,2,...,9). Daprés le lemme 2 du N°13, on en conclut

qu'il existe une et wune seule fonction vy, ..., %, 08 ..., of), ..., o?, ...
. o)) définie dans ’ensemble

(14.4) |2} <, P <e (E=1,.,p;8=1,...,q5v=1,..., k),
telle que

(14.5)  Du(zy) -y 2y (11)a . C(I:)v sy C(q); sy é‘(lg,;)

= "/’1(211 ceesRpy UI(CI 3 eeey k})a ) G'kl(cg.l)s ceey tg)
(e ey ), o (D, ., )

lorsque |¢| <e et [o,(C8, ..., E < Op,(e) (6 =1,2,...,p;8=1,2,...

? k!) .

11 résulte du lemme 3 que la fonetion y; est analytique séparément par
rapport & chacune des variables. Selon un théoréme de Hartogs, elle est
done analytique dans I’ensemble (14.4). Nous disons qu’elle est réelle.
En effet, supposons que (z, ... GSE) soit un point réel de
l'ensemble (14.4). Quel que soit s = 1 ,q, il existe un systéme
9, .., 00 tel que off =q,(f ..., CS,} et on a (P =¢(9, ou

(=, .. nﬁ,) est une permutatlon de (1, 2, , k). Il en résulte que

gy v=1,2,...

1¢Y]
s Lpy 017y -

By(@ry vy Tpy LD, - ,:99) = Oy(Ty, .nny Dpy ), ... :S?;)- Mais, @, étant
réelle (cf. (14.3)), on a, d’apres 14.5),
Pu(Bry ooy Dpy 0'(11): seey 0‘933) = D@y, ..., Tp, 5(11)7 ng))
= GDZ(ml; ceey Tpy C(ll)y sevy CS?;) = Wl(wl’ ceey Ty U ] 093’):

ce qui prouve que y; est réelle.

Studia Mathematica XVIII. 8
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Comme les H, sont des polyndmes distingués (ef. (14.1)), il existe
un 6 > 0 tel que

(14.6) 8 < &, les coefficients 4; sont analytiques et |4y (@1, -+ -, @p)| < J,(e)
(s=1,2,...,q;v=1,2,..., k) dans le cube Q: |x]<§é,...,
ceny |Bp| < 8.

Par conséquent la fonetion

(14.7) -Fl(w:l? vees Bp) = YD1y ooy Tpy oens (=LY A (@ - ey Bp)s )

est analytique réelle dans @ (car y; est analytique dans l’ensemble (14.4)).
Soit &2, ..., ££ la suite complete des racines de H, en un point (@, ..., Tp)
de @; on a alors o,(L, ..., {8)) = (—1V4(m, ..., @) et (ef. 1le lomme 2)
K9 <e (s =1,2,...,q5 » =1,2,..., k). En combinant (14.3), (14.5)
et (14.7) nous obtenons donc

(14.8) Fy@1y.ney Bp) = G4lee ey B @1y oony @y &5 -y 8D),.00)  dams @,
ot (", ..., {f) est la suite compléte des racines de H, an point (@, ..., bp)-

Comme on a toujours ¥, =1, il existe un indice I, unique pour
lequel ¥y, == 0 et F; = 0 lorsque 1> 1,. Or, posons

(14.9) AT Py, .y ) = By (@1, .00, 3p)  dans @

et appelons @ (satisfaisant aux conditions (14.2) et (14.6)) un cube assocté
& oo, (Dans le cas des polynomes distingués Hy(aes, ---) %at 5 Ys)y
ol <o < ... <ap < P, les fonctions Hy (@0, ey B} Yp) = = H,(ZZs,
- Tl ys) sont aussi des polyndmes distingués; nous posons alors
B HD P — g,y 7).
Nous avons ainsi:

PROPOSITION 1. o®1-EnF est une fonction analytique réelle dans le
cube associé Q et elle ne s'annule pas identiqguement.

Daprés (14.9), (14.8) et (13.1) nous avons:

PROPOSITION 2. 806t (&, ..., B) €Q. S la valeur o F1FOF (i, ..., @p)
nwest pas nulle, elle est égale au produit de toutes les valeurs

F(Bry ooy gy 8y 0000 82
qui ne sont pas nulles, ot £, ..., if) est le suite compléte des racines de
H, au point (Zyy ..., 8) (8 =1, ..., ¢) ().

PROPOSITION 3. Soit (&, ..., &p) un point de @, tel que
(14.10) BB P(B ... &) #0 et Dyldy, ..., ) F#0

(s=1,2,...,9),

(=1, s ly; .3 vg =1,y Tog)

(2) Cf. renvoi (19).
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ou D, désigne le discriminant de Hy. Si ng(2y, ..., 5p) SO0t des fonctions
analytiques vérifiant Hs(wl, ey i Ns(@ry oeny a:p)) =0 dans un voisinage
de (B, ..., %), s=1,...,q, alors

F('%l} ceey éz’p: 771(5.517 seey "‘?711)7 cees "]q("‘%n veny 5?71')) =0
implique
F(@yy ey Bpy T2(Bry +ooy Dp) 3 e 'ﬂq(wly cees a’p)) =0
H 5%?)'
Démonstration. Soit (%, ..., %,) un point de @ vérifiant (14.10).
Selon la proposition du N°12, il existe une sphére U, C Q de centre
(Byy..., 8,) et des fonetions I7(@y,...,%) (=1,2,...,05

2,..., k), analytiques dans U, telles que ZO @y eeey Bp)y ones Lo (D1 ooes Tp)
est la suite compldte des racines de H, au point (@, ..., @p); on & de

dans un voisinage de (B, ...

y=1,

Plus 7(@y; -+ @) = [D (@1, .oes 0p) dans U (s =1, ..., ¢) pour certains
1y «eey ¥g. Conformément 3 (14.8) nous avons done

Fl(m“ ...,wﬁ,)
1
= al(..‘,lf'(wl, vy Ty L (@5 ey Bp)y s L@y, - @p)) 5 )

dans U,. Le rayon de f, étant suffissmment petit, on a, d’aprés (14.9)
ot (14.10), Fy (@, -.., 2p) 70 dans U, et Fym, ..., 0p) = 0 dans U
pour 1> 1,. Il en résulte la conclusion de notre proposition, en vertu
du lemme 1 du N°13.

PROPOSITION 4. 806t F (g, «.-, Tp, U, v) une fonction analytique réelle
dans un voisinage de @, = ... =Tp =U =V = 0 telle que F(0,...,0,9)

=£ 0 6t soit H (@, ..., Bp; %) U polynome distingué. On @ alors ¢DF(0, ...
e, 0,0) 550 et les dgalités

(14.11) F(@yy -eey Tpy U, 0) =0 ot H(®yy -eey Bp3 ) =0
impliquent

(14.12) BBy .nry Ty v) =0,

POUrvU que (By; -5 Tps V) appartienne aw cube associé b JF.
Démonsgtration. Le cas ot H =1 est banal; supposons que H
soit de degré k> 0. Conformément 4 (14.8) nous avons

&
Frulyy ovy By V) = HF(ml, ey By £y 0)

v=1

(14.13)

dans le cube @, associé & oF, ol £y, ..., Ly €86 12 suite compléte des
racines de H au point (@, ..., Tp) Comme {, =...= ¢, =0 pour


GUEST


116 8. Lojasiewices

@ =..=2, =0, on a I(0,...,0,0) ==[F(0,..., 0,7))]"’:7:"‘ 0; on en
conclut que ¢ F = F,,. L’égalité (14.13) montre que les relations (14.11)
entratnent y(w,, ..., #,, v) = 0, pourvu que (z, cey By, V) €@y, ce qui
termine la démonstration.

Décomposition d’un ensemble analytique réel. 15. Nous allons
construire pour une fonction analytique réelle un systéme de polyndmes
distingués qui fournit nne décomposition de I'ensemble des zéros de cetbe
fonction en sous-variétés. L’idée d’une construction de ce genre se trouve
dans le second chapitre du livie de W.X. Osgood [8].

PROPOSITION (*2), Soient & (3, ..., @), Fy(#r,..., 2,),... s B (@)« ..y )
des fonctions analytiques réelles dams wn vossinage U de Dorigine et
supposons que B(0,...,0,m:,) 5= 0. Bn effectuant aw besoin wne rotation
(en @y ..., @,_y) on peut choisir les coordonmées ,, veey Ty de telle fagom
qu'il ewiste wn intervalle Q: |my| < 8y, ..., || < 5, €t un systéme de poly-
nomes distingués :

(15.1)  Hi@y,...,m50) (&

0,..,m—1; Il =k+1,...,n)

a discr@:mmams Df(wyy eer, @) 5= 0 (33), ayant les propriétés suivanies.:
L QCU e F\,...,F, sont des fonctions analyt'iqugs de wvariables

complezes dans un owvert qui comtient Pensemble ol < 81y .oty [2a] < Oy
IL La fermeture de Pintervalle Qy: |a,| < 6y, ..., ] < Oy est contenue

dans wun cube associé o cr(Hllg+1""’Hﬁ’Fi (dams lequel les coofficients de HY
sont analytiques), quels que soient & =1,...,n—1 et = 1L,...,p. On
a |l < 8; pour toute racine (complexe) ¢ de HF au pownt (@y, ..., @)@y
(b=1,..,n—1; 1= k+1,...,n).

II. Densemble Z des zéros de ® dams Q admet une décomposition

(15.2) Z=V"1u v
o Densemble V° est vide ou se réduit & Porigine, et Uensemble V* (& > 0)
st une réunion disjointe et finie des sous-variétés

(15.3) VE = L“)r,’:, kB=1,2,..,n—1 (%),

chacune jouissamt des propriéiés suivantes:

(%) Voir le No II de Pappendice pour des énoncés dans le méme ordre des idées.
() Hi(z) est gal & 27 ou & 1 (cf. le renvoi (%))
(%) Of. Ie renvoi (1),
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10 TE es définie par les équations
(15.4) » T = "1 (@, «eey Ty),
(15215 wk)e,Q’:,
ot QF est un ouvert (contenu dans Qu) et *nF est analytique réelle et vérifie
(15.5) HY By, .y @ " (@ .y 1) = 0
l=Fk+1,...,n; on a

(15.6) . D¥(my, ..., 2) £0

13
By ="rp1(Bry ooy B)y oo

dans  0QF,

_Qk

2° Quels que soient &, x, »', on a QF = QF, ou Qf~ QF = 0; dans
le second cas on a *gf = *nf dans QF ou *nf s=*n¥ dans QF, quel que soit
l="7%+1,...,n. :

3°0m a @~ (TE—I% DV 0. v V0D (—QFx

4° On a G(H§+1,...,Hﬁ)pi #0 dans QF, i =1,...,p.

5° Quel que soit © = 1,2, ..., p, on a F; = 0 partout sur I'* ou F; 5 0
partout sur I'*.

Démonstration. Remarquons d’abord que les définitions: 1° du
discriminant d’un polynéme distingué H (=, ..., :; ¥), 2° du polyndme
distingué associé & une fonction j(wy,..., o, y) (telle que F(0,...,0,%)
== 0, cf. la proposition du N° 11), 8° de la fonction ¢&1--#2F formée pour
une fonetion F(w, ..., %k, Y1, ..., ¥g) et pour des polynémes distingués
Hy(w,y, ..., @3 y;), sont invariantes par rapport & un changement des
variables @, ..., @, (*).

Par conséquent, en effectuant au besoin une rotation (en @, ..., #,_;)
on peut choisir les coordonnées x, ..., #,_; de facon que les conditions

dans (I="Fk+1,...,n).

(15.7) o, =9,

»
(15.8) @, — (H; _D;c) . 75;1 6(H§+1,...,H§-°)¢j) (!JU(H2+1,-..,H:)Fi)

(k=1,2,...,n~1),
(15.9) Hi™' est le polynéme distingué associé & &, (k =1,2,...,n),
—1
(18.10) HE¥ est le polyndme distingué associé & a‘H{g HE b =1,2,...
ey =13 L =k+1,...,n),
() II s’agit évidemmment des substitutions: @ = g1{w1, ..., k). -..s Tk

= gp (g, ..., ug), o §1(0,...,0) = ... = gp{0,...,0) 5= 0, g; sont analytiques (réel-
les) dans un voisinage de (0,..., 0) et le jacobien ne s’annule pas en (0, ..., 0).
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définissent par récurrence descendante) un systéme de polyndémes distin-
gués (15.1) et une suite de fonctions
(15.11) B=1,2,..

ot @, est une fonction analytique réelle dang un voisinage de z; = ...

gz370(”17"'5501:)7 s My

o=, =0.
Tn effet, comme $(0,...,0,a,) 7= 0, Py et H?-! gont définies par
(15.7) et (15.9). Soit 1 < 7 < n et supposons que (aprés une rotation en

@y, «vy _y) DOUS ayons défini les &y et HEY vérifiant (15.7)-(15.10)

pour k=7, ...,m On a Di7'se0 (I=r,...,n), LY @ 2

P=1, ..., M),
?cf. la ,proposition du N° 11) et la proposition 1 du N°14; par conséquent,
1a formule (15.8) définit pour % = r—1 une fonetion @p_y(#1, ... Lp_1)
analyfique réelle dans un voisinage de . =&, = 0, telle que
&,_, #0. Bn effectuant au besoin une rotation (em (%, ...,%r_1)) O
peut choisir les coordonnées @y, ..., %,_, de fagon que lon ait
Dy (0, .00y 0, 5,1) 5= 0; selon la remarque faite au début de la dé-
monstration, les relations (15.7)-(15.10), o k 2> r, subsistent aprés ce chan-
gement des variables et il en est de méme-de la formule (15.8) pour
% — r—1. La relation (15.9) (pour k& = r—1) définit done un polynéme
distingné HI~3. Enfin les relations (15.10) (pour k = r—1) définissent
des polyndmes distingués H™2@=r,...,n) car, d'aprés la proposition 4

du N°14, on a o DHITHO, ..., 0, @,_y) 0.

Nous allons maintenant définir intervalle @: |#;] < 1, -, [l < .
Soit & un nombre positif tel que lintervalle: |m| < 4, ..., [@,] << & soib
contenu dans %, que F,...,F, soient analytiques des variables com-
plexes dans Densemble [2] < 8y..ey |l < 6 et que Dlintervalle |,

< 8y..., |7y < O soit contenu dans un cube associé 3 oL, Hﬁ)lf“'i, quel
que soit & =1,2,...,n—1l et i =1,2,..,9 (alors les coefficients des
HY sont analytiques damns cet intervalle). Posons &, = $6; ayant défini
8p ... = Oy, choisissons &, >0 de fagon que lon ait dpy < O
ot que les relations |@;| << Sp_yy «- -y |Bpoa| < Sy AVeC HE Y%y, 2y Bpoas ©)
= 0 impliquent [{| < &, quel que soit I1=1F,...,n (cf. (13.2)). Ainsi
nous avons défini une suite 6; < ... < &, < 8 de fagon que les conditions I
et IT soient remplies. Or, si I’on fait & suffisamment petit, on voit de plus
que les @ sont analytiques et 1’égalité (15.8) subsiste dans Qy, que

(15.12) Ia proposition 3 du N°14 s’applique & LI, @; ot &
% k
U(Hk”‘l""’ﬂ"‘)Fz: ("Ely ceey “glc)EQlc (k=1,2,... n—1;

j=Rtl, .,y i=1,2,...,D),

lorsque
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que (cf. (15.9) et la proposition du N°11)

(15.13) By(2y, ..., %) = 0 bquivaut 3 HE (g, ..., 2 y;0) = 0 lors-
que (@] < Opy ey |l < & (b=1,2,...,m),

que (cf. (15.10), la proposition du N°11 et la proposition 4 du N° 14)

(15.14) HE (@, .. HE Yy ooy ;@)  impliquent

Hi @1y -y @3 ) = 0 lorsque [y < 8y, ..., [24] < Oy 23]
<& k=1,2,...,0=1; L =Fk-+1,...,n).

LWy ap) =0 et

Qoit Z Pensemble des zéros de @ dans . Considérons les ensembles
des (@, ...y )
(18.15) V% @, = ... = By 1 =0, By #0, (B3, ..., B,)eQ

k=1 ey B—
7o o, ( 72, ..m—1),

cel = (?1 =0, (Byy.ee; Ty)eQ.
Nous avons done (d’aprés (15.7)) la déecomposition

(15.16) Z=V" u... V0
Supposons que (@, ..., @,) e Vy. 11 résulte de (15.13) et (15.14) que l’on
& 8lors: HEy, (B, -y Bp Bpyr) = oo = Hil@1, -, B3 @) = 0.

Dans le cas ot k = 0, Hi(x) est égal & x; ou & 1. Par conséquent,
Pensemble VO est vide ou il se réduit & (0, ..., 0).

Supposons que 1<k <n—1 et considérons T’ensemble des
(@15 ey B): v
(15.17) Zy: By=0, (@1 -.er B) Qs
et lensemble des (@, --., Tn):
(15.18) V*: HE, (@1, .-, B4} Tepr) = -+ = Hy(@1y .-y Bi; Bn) = 0,

(15 - -5 Tx) €Qr—Z-

Nous avons donc (en tenant compte de IT)

(15.19) VEC V¥ C Q.

Soit k+1 < k < n et désignons par sf le degré de Hy. Soit 0 <» < i
et désignons par Q5 ’ensemble des (@1, -+~ Tx) eij—~Z,a tels que le nombre
des ‘racines réelles de HY au point (@, ..., z;) soib égal & ». Nous avons
done la décomposition

k

51
(15.20) Qu—Zy = U 25
! p=0
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Comme, d’aprés (15.17) et (15.18), Df 5 0 dans Qr—Zy, toutes les racineg
de HY en chaque point de @r—Z; sont distinctes. Dans le cas ot » > ¢
et Q8 20 soient

, v
nl’l(mli "‘7wk) <... < n{c’ (ml7 e w}ﬂ)

toutes les racines réelles de Hf an point (z,, vy @) 257, 11 régulte de la
proposition du N°12 que Pensemble Q7" est ouvert. On en déduit de
plus que les fonctions 79 sont analytiques dans QF. BEn effet, &
(#1y .y Be) e 2F”, il existe une sphére U, C Q8 do centre (&, : &)
et des fonetions gy(wy,..., @) ..., 7,(%y, ..., 2p) analytiques réelley et
distinctes dans U,, dont les valeurs forment la suite compléte des racines
réelles de HY au point (1, ..., 2); on a nécessairement Ny < oee < 7y
dans U, ol (e;,...,5,) est une permutation de (1,..., 1:);!l par congé-
quent 7% = N dans Uy, (0 =1,...,), donc les 71’“"’ sont analytiques
dans un voisinage de (&, ..., &,).
On tire de (15.20) la décomposition en ouverts

(15.21) Qk—Zlc — U,Q";”k+1""”’n,
ol
n
ks, e I,
(16.22) Q¥ = () Q7 (5, = Oy ooy 8 0y =0, 81,

l=kt1
8i Pon introduit les sous-variétés

]
Tk L i 110 B = 07U @y ey @), T =k41, .. Ny
(2, g e s W)€ Qk;vk+1"'-x”n7
o I< <y I=Fkt1,...,n)
décomposition
(15.24)

(15.23)

Tos
et Q%k+betn o 0 on trouve done la

7k — U_l"k;”k+l:-~-:“n;"k+1,---,ﬂn

Considérons un des ouverts (15.22), non vi
2 vide et tel que
sve3 9% > 0. Dlaprés (15.21) et (15.17),’0n a O P> 0,

(15.25) D, 0

Zgngar ;;lvl:fi aucunndes facteurs du second membre de (15.8) ne g’annule
Pt Lo, en résulte, selon (15.12 ue I’ ‘
@1 -, B) € DBt ygyifions ( b ue Tensemble dos

. . k!
457(‘”17 ey B M it (@, ., Bi)yoeny W}"Uj(mly ey mln)) =0

dans Q¥+l

est ouvert, aingi :
» AlNst que Pensemble des (m, ..., z,)e @5t mm vérifiant

o« 4K,0]
F'L(mu ceey Bp 77k+’1c+1(m17 ooy @), seey "7::'%(5”17 ceey mk)) =0,

el . . .
quels que soient t=1,2,...,p; F=k+1,..., n; Opt = Ly o0y vppa;
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w30 =1,...,9,. Soit O lensemble des systémes (opi1, ..., 0557)
tels que 1 < oy <¥ppyy -y L < o5 <y b k+1<<j<m, et 4" Pen-
semble des systemes (oiiy..., 0,;%) tels que 1 <opyy < vpgay-.ord
L op <y 66 1 <4 < p. Quels que soient @C 6" et A C A*, Pensemble
des (Byy ..., o)

(15.26) 975;,”}1“1’“-’"%;

Qj(mli vesy Ty "]llz’-(‘?f—{-l(ml’ ey D)y ey 77:];'07.(”1’ ---awk))
t = 0 lorsque (Gp4q; .-y 05 §) €0,
# 0 lorsque (o, ---, 055 §) <@ —0,

k. k.
Fi(1s oo oy E @1y s )y ooy (00, oy )
l = 0 lorsque (opy1; ..., Op;t)ed,

# 0 lorsque (opyqy ..., on;d)ed’—4,

(@1 +.., B) e QEAL7m,
est donc ouvert et nous avons la décomposition

(15.27) OFPE+ L ¥ — U _Q’g‘;}lc+l,..~,’n.
ece,AcA*

Par conséquent la sous-variété (15.23) admet la décomposition

TPkl kA L% — | ]‘é";;k+l ----- R B

(15.28)

en sous-variétés

@ =@y, s Ty V=L, L,

sy, < s?30] o>
(15.20)  TIp+ir-mmivhslunn; L
’ (Byy -en By)  QGTEHD 0

(Qlé;fjiﬂ+1""-°n #0), quels que soient opy; =1 ..os Vppj e On = 1yeciy ¥p-
On voit que les sous-variétés (15.29) jouissent des propriétés 1°-2°

et 4°-5° (les relations (15.6) et 4° résultent de (15.25) et (15.27); lalter-

native 5° est une conséquence de (15.26)). §
Posons pour abréger I' =l‘gjj{ﬂ-l"'""n;"k+1’-""’n et Q = QgftirTn En
rapprochant (15.15) de (15.25) et (15.27), nous voyons que

PrL, o TOC (—0Q) x E7E

(15.30)
Comme, d’aprés (15.21) et (15.27), thZ,c est une réunion disjointe et
finie des ouverts (15.26), on a @i~ (2—Q)C Z;, d’on il résulte” que
Q ~ (I'—T) C Zx €. Par conséquent

(15.31) @, =0 sur Q~(T—D).
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1 résulte de (15.24) et (15.28) que T* est une réunion disjointe et
finie des sous-variétés (15.29). Or, observons que lon a, d’apreés (15.26),
@; = 0 partout sur I' ou @; # 0 partout sur I, quel que gsoit j=1F%&
+1,...,n. En tenant compbe de (15.15) et (15.19), on en conclut que
chacune des sous-variétés (15.29) est contenue dans V* ou dans —V*,
Par conséquent, comme V*C V%, V* est aussi une réunion disjointe et
finie des sous-variétés (15.29). Il reste done & montrer que toute sous-
_variété (15.29) qui est contenue dans V* satisfait & la condition 3°. Suppo-
gons donc que I'C 7% Daprés (15.30), la seconde des inclusions 3° gub-
giste. Tl résulte de (15.15) que 'on a @, =... = @Dy, = 0 sur I, done
il en est de n:iéme gur @ ~(I'—I). Mais ceci donne avec (15.31), d’apres
(15.18), Q~(I'=T) ~ (7" v 7% = 0. Comme on a évidemment
Q~('~I)C3Z, done Qn(I'~ICV*1v...vV° ce qui termine la
démonstration.

Une inégalité. 16. Nous allons maintenant établir quelques évalua-
tions élémentaires.

IEvwe 1. Soient K>1 e 6>0. 8 || <K e |G—0l<é
(i =1,...,m), alors pour toute racine { (complewe) de Véquation

(16.1) e I ey =0
il ewiste ume racine ~§ de Dégquation

(16.2) e T = 0
telle que

(16.3) (E—t] < 3R &Y™

Ji)émonstration. Soit ¢ une racine de léquation (16.1). Si Pon
pose [ = {+2 dans (16.1), on obtient I'équation 2™+ bt by = 0.
Soit 2, ..., 2, la suite compléte des racines; on peut admettre que
ln] <2l ( =1,...,m). On a alors
(16.4) [al™ < 1oy ] = b

Mais nous avons by, = ™6, 2™ et Gy = (63— €)) E™ s (G — O
Oonm\1e on a (cf. (13.2)) [¢] < 2K, done [b,| < mé(2K)™, ce qui donne
d’aprés (16.4), Vévaluation (16.3).

LEmu:E 2. Sqient K>1 e L>0. 8 des fonctions ¢,(t),..., 0, (t)
définies dans un intervalle {a, B> satisfont aux conditions

(16.8) (@ <K et |a(t)—o(h)] < Lih—1
lorsque o<t <t <B (t=1,2,...,m),
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alors toute fonction ((t) continue et vérifiant
(16.6)  [EOT™+ et EOT" ...+ om(t) =0 dans {ay B>
satisfait & lo condition
(16.7) [2{t)— L) < emELY™t, —h[M™  lorsque o <t <ty <B-

Démonstration. Soit £(f) une fonction continue vérifiant (16.6)
et supposons que o < i <ty < 6. 8oit 1, ...y im 1o suite compléte des
racines de DTéquation " e(t) " ... Fom(l) =0 €t posons &
= |¢;—(t,)|; on peut admettre que & < & < ... X &m- Posons

(16.8) 8 = L{ta—1);

d’aprés (15.5), il résulte du lemme 2 quona g, < 3K 8™ pour un indice 4,.
Soib 4; le plus petit indice pour lequel Vintervalle (s;,, &, -+ 6K0/™) ne

contient aucun des nombres &, ..., & 00 & alors & < sl+(m—~1)-6K61”",
d'on '
(16.9) gy < (6m—3)K 8™,

Nous affirmons que l'on a
(16.10) E(t)— C(8)] # &, +3K&™  pour  teliy, 52

En effet, soit telty, 12); d’apres. (16.5) et (16.8) il résulte du lemme 2
que l'on a 1G—C@ < 3K8U™ pour un indice j; g oEE =) =&+
13K 8™, nous aurions

gy < &= [G— ) < e+ 6K &Y™

contrairement & la définition de .

Le premier membre de (16.10) étant continu pour tedl;, fay €t nul
pour ¢t =1, on a nécessairement  |Z(5)—C(B) < ai1+3K51’"‘ pour
tedly, toy. B posant ¢ = iy, nOUS obtenons done, d’aprés (16.9) et (16.8),
£ (ta) — £ ()| < 6mMES™ = emE LM™|t,—t, /Y™, ¢ g. 1. d.

Le lemme 2 entraine la proposition suivante: .

PropOSITION. Soit Q un ouvert borné de &*. 8i des fonctions A1(@1, ---
ey D)y ey Ap(Byy ..., ¥y) satisfont dans Q & la condition de Lipschitz

Ay @y ey Bp)—Ail@y e T S M (|3, — @)+ 18— 2,
1=1,2,...,Mm
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(ot M est une constante), alors toute fonction n(®y, ..., Ty) continue et vé-
rifiant

[9(@1y .0y @) T+ A1 (21, ...y ) [ (@, veey mk)]m_‘l‘l‘---”’"Am(ml: ey @) =0

dans Q satisfait & la condition (H) dans Q (cf. le” N° 4) (%),

On en tire immédiatement (en vertu de la propriété IT et de 1égalité
(15.5) de la proposition du N°15):

CororrATRE. Dans los hypothéses et les notations de la proposition

du N°15, lg fonction "5} satisfait & la condition () dans Q8 quels que
sotent k&, x, L.

17 TuEEOREME. Soit f(wy, ..., x,) une fonction analytique réelle dans
un voisinage U de Porigine, telle gue £(0,...,0) = 0. I ewiste un intervalle
Q: | < b1y ...y || < 6, contenu dans U, une constante d >0 ¢ un
exposant g > 0 tels que

[f(®)| = de(a, Z,)"

lorsque  z <P,

ol Z, est Vensemble des zéros de f dans Q et P désigne Vintervalle

é é,
EARS ‘_‘3} y e [l < ‘E"‘ (*7).

11 en résulte Pénoncé suivant:

Sott f(x) une fonciion analytique réelle dans wn ouvert O de " et
supposons que Uensemble Z des zéros de f dans Q ne soit pas vide. Soit B
un compact contenw dans Q. Il existe une constante ¢ > 0 et un emposant
q> 0 tels que

(17.1) If@)] = co(x,Z)?  lorsque xeB.

En effet, posons M=su%),g(ac,Z). Comme (%, Z~Q) = o(x, Z)

&€
{orsque Z~Q # 0., il résulte du théoréme que I'on peut faire correspondre
a tout ®,eF un intervalle P, de centre x,, une constante Cpy > 0 et un
exposant g, > 0 tels que ’

o(® Z) \% .
V(mN?%u(Tj) ° lomsque ®eP,,.
En vertu du théoréme de Borel-Lebesgue il existe deg
tels que BCP, -...

(17.2)

! Xyy ouny Epell
ulD:,W. Si nous posonsg q=max(€lwu---:qm1v) et

(**) On voit d’ailleurs que si les 4,
est de méme de 7.

(*") Dans le cas de variables complexes le théordme analogue est b

satisfont & la condition (H) dans 2, il en

anal.
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1. ) . -
¢ = ﬂq—mm(cml, +i+) Cpy)y DOUS obtenons l'inégalité (17.1) en vertu de
(17.2).
On en déduit:

PROPOSITION. Soit Q un ouwvert borné de C". Si f est une fonction
analytique réelle dans un ouvert qui contient 2 et si f(z) %~ 0 dans 2, lo
restriction de f & Q appartient & G, (cf. le N°2),

COROLLAIRE. Supposons la proposition vraie dans le cas de 1, ..., n—1
vartables. Admettons les hypothéses et les notations de la proposition du N° 15.
8i By 0 sur I'® (¢f. la propriété TIT, 5°), la fonetion

Fi(‘”lf ey Dy x"72+1(m7 ey gy ey x"]yli(my ceey wk))
appartient & G k.

En effet, soit M une constante telle que M > 1 et [Fy(2y, ..., 2,)| < M
lorsque [e3] << Oy, .-+, |2n] < 6, (2 complexes, cf. la propriété I) et soib
§ = 8p,1...8,, Ol & désigne le degré de HY; selon la proposition 2 du
N° 14, d’aprés la propriété IIT, 4° nous avons donc

..,HﬁF@(W, --';wk)l

< MB_IIF(wly veey gy ”7724-1(-7?1; N TR "775(”1: 756"))

%
jo(Hypas -

dans 2%, d’otr résulte notre assertion, ear (cf. la propriété II) la fonection
oFhrr- B, ost analytique dans un ouvert qui contient 0F.

Passons & la démonstration du théerdme. Nous prouvons d’abord
le lemme suivant: .

LeMme. Soient s > 0, > 0 et {(t) une fonction m fois contindment
dérivable dans Pintervalle {a—7, a+7)>. 8i Von a f(t) #0, '(t) #0 et
™ ()| = & dans (a—, a-7), alors

&
@)l > g

Démonstration du lemme. On a |f(#)| < |f(a)] dans {a,a-+7>
ou dans {a—7,a). Considérons p. ex. le premier cas et posons % = a
+izjm, i =0, ..., m. D'aprés le théoréme des accroissements finis (géne-
ralisé pour la mi™® dérivée il existe un ¢"e(a, a-+7) tel que

£ (1) = {f(tmr (?)f(tm_l)ﬂh e (1) “"’] (;»)_ '

Nous avons done & < |f™ (1")] < 2™|f(a)l(z/m)™™, d’ou résulte linégalité
(17.3).

(17.3)
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Démonstration du théoréme. Nous prouvons le théoréme par
réemrrence sur le nombre des variables. Le théoréme étant évident dans
le cas d’une variable, supposons le vrai pourk variables, otk = 1,...,n—1.
Par conséquent, le corollaire est vrai.

Le cas ol f= 0 étant banal, supposons que f=£0. En effectuant
au besoin une rotation nous pouvons admettre que F(0,...,0,2,) 5= 0.

o f

1
n

0, ...,0) 5=0. Nous allons appli-
of

quer la proposition du N°15, ou I'on posera P = fb—'v—’ p=1 F=Ff
*n

omf

'0—(5%—(%‘)

(¢ étant une constante positive). Il existe done (aprés une rotation

convenable en ..., ¥,.;) Un intervalle Q: || << dpy ...y (@] < &y €F

11 existe alors un m > 0 tel que

= e

=

et prendra pour U un voisinage de I’origine dans lequel on a

- 0
une décomposition de P’ensemble Z des zéros de fa—t dans ¢, jouissant
w%

des propriétés I-III. On a alors

s

174
(17.4) P

()

>e dans Q.

Soit Z, I'ensemble des zéros de j dans @ et soit P lintervalle |2

é 8,
<?1, coey |2 <—9—'i. Désignons par & la frontitre de DLintervalle Q.
Comme Z, contient 1'origine, on. a
(17.5) o(x, H) > o(®,Z,) lorsque xeP.

Selon la propriété 11T, 5°, Pensemble Z, = Z—Z, est une réunion disjointe
(et finie) des sous-variétés I'F sur lesquelles f # 0.

Considérons une sous-variété I'* contenue dans Z,. Posons A = I'*
—I®, D'aprés la propriété IIT, 3° on a
(17.6) AR CVEIL L O V.

Nous affirmons qu'il existe un ensemble BY, une congtante ¢ > 0 et un
exposant IV > 0 tels que

7.7) rs~pcBice,

(17.8) [f(®)] = colx, 45N  lorsque @ BE

et

(17.9) o(®, I'f) > co(x, A5Y  lorsque wxeP—BE.
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Bn effet, DoSOns U = (@, ..., ¥g)y © = (Bgy1y---)Tn) €6 2 = (B yay -
ceey ™) b soit o(w) la distance d’un point we(; & la frontiére de QF
D’aprés le corollaire il existe une constante ¢’ > 0 et un exposant N'>0
tels que |f(u, n(w)) > 2¢'p(u)™ lorsque weQf. Soit M une constante
telle que Lon ait |f(%)—F(x)| < M|&—x| pour x, e et considérons .
Pensemble des & = (u,v)

O o(u), ueQk, weP.

(17.10) o

BE: o—n(u) <

On voit donc que les inclugions (17.7) ont Lieu et que

(17.11) lf(®)] > c’o(w)” lorsque @ = (u,®)e By

D’aprds le corollaire du N°16 et le lemme 1 du N°4° il existe une con-
stante ¢ > 0 et un exposant o > 0 tels que o(@, 4%) < Oypyo lorsque
& = (u, n(w)) et we QF. Il en résulte, d’apres (17.10), que six = (w, ) eBE,
on a

’

~ ~ o [ 3 ’
o(a, A,’f) < o(®, Aﬁ)'Hm’—m] < 0 + TEQ(“)H < Oe(u)"',

otL 0" > 0 e o’ > 0 ne dépendent pas de . Mais ceci donne avec (17.11)
Vinégalité |f(®)] = o0 (e, 457 pour xeBE, ot ¢ =0¢0" et N:
= N'/o’. Bnfin, il résulte du lemme 2 du N°4 (puisque, d’aprés (17.10)
I jouit de la propriété (R) par rapport & I (P—BY) que I'i et P—Jgﬁ
gont régulidrement séparés par Aj; on a donc o(@, I%) = yo(m, A
pour &P —B%, ot ¢, > 0 et N, > 0 ne dépendent pas de x. Bvidemment,
nous pouvons remplacer les ¢, ¢: et N,, N, par des ¢, N communs pour
(17.8) et (17.9) et pour tous les &,z (vérifiant I*C zy).

Soit G* 1a réunion de tous les Bl pour lesquels I <k (et I c z,),

k=1,...,n—1 Ona, daprés (17.7)
7, ~PCGE,
o (Gn—l __G_n——Z) o (P"‘Gﬂ_l).

(17.12)
(1713) P =@ (@—G)v...

Considérons le cas olt k = 1. Puisque V°C Z,, il résulte de (17.6)
que ALC Z, ~ 5. Par conséquent (ct. (17.3))

(17.14) ol®, A > o(w,Z,) lorsque xzeP (IC Zy).

Daprés (17.8) et (17.7) on en conclut que si G* #0,

W lorsque we@'.

(17.15) ()] > col®, Zo
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Maintenant nous allons montrer qu’il existe une constante ¢, > 0
et un exposant N, > 0 tels que

weP-—Gk—l,
yn—1, I'Cz,

lorsque

(17.16)  o(x, A% = ¢y o(®, Z;70)

k=1,...

(on pose G° = 0). Procédons par récurrence. Pour & = 1 I'inégalité (17.16)
a lieu (avec ¢y = Ny ==1), en vertu de (17.14). Soit 2 <%k < n—1 et
supposons que notre assertion soit vraie pour 1, ..., k—1 (nous pouvons
admettre que ¢,, N, sont communs dans toutes les inégalités en ques-
tion). Soit I'* C Z, et soit @<P—G* . Il résulte de (17.6) que AfC &
wZyo X, 0 Y= |J T Dansle cas o ¥ =0, on a (cf. (17.5))
<k, Tz,
Dans le cas ot Y 550 mnous avons (cf. (17.5))
Zy), o(x, Y)) et o(2, ¥) = min o(x,}); comme
ek Iz,
on a P—@'C P—G" C P—B! lorsque I < k, nous avons done, d’aprés
(17.9) et Ulhypothése de réeurrence, plx, ¥) > min cp(x, 4)Y
I<k,rlczy
> oq) o(@, )", dott o(@, A7) >min(o(x, %), ¢cq o (@, Z,)"o"). Par con-
séquent, il existe une constante &> 0 et un exposant N > 0 tels que
o(®, A%) = Eo(2, Z,)¥ dans tous les deux cas.
En combinant les inégalités (17.8) et (17.16) nous obtenons

9(‘1"1/15) = o(®, Zy).
g(ﬁ,/l’:) >min(9(w7

re P —G!

T =2,...

(7.17)  [f(@)] > cef o(@, Zo)™0

lorsque
, m—1).

Soit & e P—G"". Supposons d’abord que & = (w, ..., 4,) e Z,. D'aprés
(17-12), on a alors #«Q —Z. Soit v un nombre positif, le plus petit possible,
tel que le segment I d’extrémités (wy,...,o,_y, Bp—7), (@1y..., Tu_y,
#n+7) soit contenu dans @—Z. D’aprés (17.4), il résulte du lemme que

& m
[flx)| = WT )

(17.18)
Or, I'une des extrémités, que nous désignerons par »* , appartient néces-
sairement a la frontidre de ouvert Q —Z, c’est-a- dJre é, Pensemble 5 v Z,
wZ,. 8 z*¢H, on a v> 3on. Dans le cas oll @« eZ.,, nous avons r
= o(®, Z,). Supposons enfin que x=* €Z,; on a alors "l Z, of, en
fenant compte des inégalités (17.9) et (17. 16), nous obtenons = > g(x , I
> oay o(@, Z,)MV. Par conséquent il existe une constante & >0 et un
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exposant N > 0 tels que 1=¢ g(az,Zo)N dans tous les trois cas. En vertu
de (17.18) nous obtenons ainsi

SC
(2m)

(y compris le cas ol xeZ,).

En rapprochant les inégalités (17.15), (17.17 et (17.19) de la relation
(17.13), on voit qu’il existe une constante d > 0 et un exposant q > 0
tels que |f(2)] = do(x, Z,)* lorsque xeP, c. q.f. d.

(17.19) 1f (@) = ——r0(®, Z,) Fm pour xeP—G !

Division par une fonction analytique réelle. 18, Soit ®(z,, ..., #,)
une fonction analytique réelle dans un voisinage de lorigine, qui ne
s’annule pas identiquement. On peut choisir les coordonnées =, ..., ®,
de fagon que @(0,...,0,x,)==0. Il existe alors un entier positif p tel

? P
que 3 (0,...,0) %0 et, par conséquent, un voisinage U tel que
Bn P
o
(18.1) m(ml,...,mn) #0 dans Y.
: s ’o
Appliquons la proposition du N°15, ou F; = Fra t=1,2,...,p.
m
Il existe donc (aprés un choix convenable des coordonnées i, ..., %,_)

un intervalle @ et une décomposition de I’ensemble Z des zéros de @ dans @,
jouissant des propriétés I-III. Vérifions que les hypothéses de la pro-
position du N°®10 sont satisfaites si Ion prend G = . En comparant
les énoncés des deux propositions, on voit qu’il ne reste qu’s montrer les
propriétés suivantes:

La restriction de @ & @ —Z appartient & Gg
position du N° 17 (en tenant compte de I).

La fonction ¥ satisfait & la condition (H) dans QF (quels que soient
ky 1, %). C'est le corollaire du N°16.

La fonetion *nf appartient & Wax (quels que soient &, 1, x).

En effet, posons u = (2, ..., 2;) et s0it p(u) la distance d’un point
ueQ! & la frontiére de QF. D’aprés (15.6), en vertu de la proposition du
N° 17, il existe une constante ¢ > 0 et un exposant g > 0 tels que

(18.2) 1D} (u)] = so(u)

(on peut exiger que ¢ et ¢ soient communs pour tous les k, x, ). D'autre
part, grice & la formule (12.2), on a

_z- Ceci résulte de la pro-

lorsque  weQF

OHE
65011 (u, *nf (w))

Studia Mathematica XVIII. - 9

| D¥(w)| < et ueQ,

pour
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oH? u
090,( y2)

lorsque ey eb |2| < & (2 complexe, cf. II). En comparant avec
k

oit s désigne le dégré de Hy et M est une constante telle que <M

bl
0y
prouve, selon le lemme 3 du N°2 (cf. (15.5)), que "nf appartient & C)fgg.

(18.2) on voit que la fonction (u, "n{"(u)} appartient & 9391,5, ce qui

L'hypothése 3°(*). Considérons une sous-variété I':. Grice & la
formule (12.2), nous avons (cf, I et ITT,1°) | Df (u)| << [¥nf (w) —"n} ()| 65D =1
pour ue Q¥ dans le cas oh 25 = QF et *nf 5=y} (of. I1L,2°). En comparant
avec (18.2) on voit qu'il existe une constante ¢, > 0 telle que

(18.3)  [*nf (w)—"n} (w)| > &y 0(u)* ueQl,
T=Fk+1,...,n, QF = 0QF ot "} =*nk.

Congidérons Pensemble des @ = (U, Typ1y ..., @)

lorsque

B |k (W) < so@)?, ..., lm—"geu)| < (s,)0(w)%, wefk,

Nous avons V%~ B =1I%, en vertu de (18.3) et II1,2° Comme on a,
d’aprés la seconde des inelusions ITL,3° (V*'v... v V%~ B =0,
done (VEv ...v V")~ B =T¥, ce qui prouve que I'* jouit de la pro-
priété (R) par rappert & VEo...v V°

L’hypothesé 4° Elle résulte du corollaire du N° 17, en vertu de
(18.1). .

Nous pouvons donc appliquer Ia proposition du N°10: ’équation
08 = T admet une solution §Py, quelle que soit la distribution 7¢Pj.

Ainsi, nous avons démontré que la division dune distribution par
une fonction analytique réelle (qui ne s’annule pas identiquement) est
toujours possible localement. Mais ceci enfraine déja (cf. [10], p.126)
qu’elle est possible globalement et nous obtenons finalement le

THEOREBME. S80it B(wy,...,2,) une fonction analytique réelle dans
un owvert @ de E" qui ne s'annule identiquement dams aucun ouvert contenu

damns @. Pour toute distribution T définie dans G il ewiste une distribution S
définie dans G telle que @S =T.

Appendice *

Le but de cet appendice est la démonstration d'une propriété dun
ensemble analytique réel wppelée propriété de Whitney (cf. [11], p. 98;
la définition est répétée dans le N° III).

(*) Of. la remarque du No 4.
* Ajouté, le 5 octobre 1958.
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I. D’abord nous allons démontrer la suivante propriété d’un ensemble
analytique réel:

Soit D un ensemble compact de ™ et soit Z U'ensemble des zéros d’ume
fonction analytique réelle dans un owvert qui contient D. Il existe alors un
entier N fel que le nombre des points de Vintersection de Z avec un segment
quelcongque, situé dans D, ne surpasse pas N, & moins gque ce segment ne
soit pas conteny dans D.

Evidemment, grice au théoréme de Borel-Lebesgue, il suffit de
prouver cette propriété dans le cas d’un cube [ <o, ..., [T < o, 01
la fonetion f(,...,o,) qui définit la variété Z soit définie dans |u]
< 4oy ..., |2] < 4o. Si Pon introduit 1a fonetion gy, ..., @ny Uy, -y Un, T)
= (B, ity ..., Bp-+u,t), o0 voit qu’il suffit de prouver cette propriété
pour Pensemble des zéros de g et pour les segments paralléles & l'axe ¢
et situés dans le cube |5] < o,..., 2] < o, |Uy] < 20, ..., (U] < 20,
[{] <1 (la fonetion g est analytique dans un ouvert qui contient ce cube).

Or ceci résulte de la suivante proposition que nous allons démontrer:

PROPOSITION. S0it F (21, ..., %, 1) une fonction holomorphe dans un
ouvert contenant le compact D donné par (2, ...,2,)eC, |z—a| < o. Il
ewiste un entier N tel que pour tout (2, ...,2;)<C le nombre des racines
de la fonction () = F (2, ..., %, 1) dans le cercle |t—a| < o ne surpasse
pas N, & moin que ¢ ne Sannule pas identiquement.

Prouvons d’abord le ’

LevMME. A chaque couple d'une constante A > 0 et dun entier N = 0
on peut attacher un 6 = 8(4, N) de maniére & satisfaire & la condition
suivante: si r < 8 et si f(t) est une fonction holomorphe vérifiant

@ A @) < A(F ]+ A+ O))

damns un cercle [t— t,] << 37, le mombre des racines de f dans le cercle [8—1to]
< r ne surpasse pas N, & moins que f ne Sannule pas identiquement.
Démonstration du lemme. Soit § un nombre positif que nous
allons choisir et soient r, f comme dans I’énoncé du lemme. On a [#(PB)]
= max {max|f®’(t)] pour un % et un #, vérifiant 0 <k <N et [t—14]

v=0,..., [t—Ip|<2y
= 2r. Nous avons ensuite
(2) f(t) = P(t)+e(t),
ol
1 . X
3) P(0) = J(b)+ 1 (Bt —t) 4+ 1 1P () = 1)

1 .
= P )t —70). . (E— )
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et

Lo, N
P ) b o Pt [ S

G}

1

‘O =T

(Vintégrale sur le segment d’extrémités t,,7). En tenant compte de (1)
on en déduit

(4) e < AP )" dans =t < 2,

ol la constante positive 4, ne dépend que de 4 et de N. Or, il existe
un 7, vérifiant r <7, < 2r et tel que |n/—mn| =72V, i=1,..., N,
et on a par conséquent

[t—t| =1y,

1 7
(5) [P () = W 7% (t,)] ZnyE sur

en vertu de (3). Maintenant il suffit d’admettre & = 1/24,N!(2N)Y.
En effet, on a alors 4,75+ < 7%k (2N, done, sauf le cas ot f®(t,) = 0
dans lequel f = 0, on a, d’aprés (4) et (8), |e(f)] < [P (%) sur [t—1ty| =,
ot par conséquent, d’apres (2), selon le théoréme de Rouché, le nombre
des racines de f dans le cercle [f—1,| < r; est égale & celui de P.

Démonstration de la proposition. Soit (2y,..., 21, %) un
point de D; grice au théoréme de Borel-Lebesgue il suffit de prouver
la thése pour un polycylindre |&;—zio| < &, ..., [tr—2k] < & [t—1)] < &
Considérons P'idéal (de fonctions holomorphes) auw point (zy, --., 2k, to)
engendré par la suite 7, 0F[dt, 02F [0t?, ... Selon un théordme de H. Car-
tan (ef. [12], p. 191, théoréme «) il existe un entier N et un voisinage
compact W de (Zy,, ..., 2z, t,) (contenu dans le domaine de holomorphie
de F), tels que toute fonction @ de cet idéal, holomorphe dans un ouvert
contenant W, est de la forme & = goF,,+...-i—gNaNF/6tN dans W, ol
01, ---» g sont holomorphes dans un ouvert contenant W. En prenant
pour @ la dérivée 8V F [+, on en déduit Pinégalité

oV Ip |

<4 (iFI ot id_a\ii ’ )

ol 4 est une constante. Soit & le nombre associé & 4 et N selon le lemme.
SiTon choisi e > 0 de fagon que le polycylindre |2, —z| < &, ..., |25 —2xo|
< & [t—1| < & soit contenu dans W, on obtient, conformément au lemme,
la thése da la proposition pour ce polyeylindre, c. g. f. d.

II. Revenons aux idées et aux notations du N°15. Nous avons
Pénoncé que voici: :
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Soient Fy(2y, ..., &), ..., Fp(®, ..., ,) des fonctions analytiques
réelles dans un voisinage U de Porigine. En effectuant au besoin une ro-
tation on peut choisir les coordonnées i, ..., x, d’une telle facon qu’il
exigte un intervalle Q: |z < &y, ..., [#,] < &, et un systéme des poly-
nomes distingués:

H¥wy, .., ap30) (b=0,...,n—1; I =k+1,...,n),
4 diseriminants D¥(x,, ..., 2;) 5= 0, ayant les propriétés I et II de la pro-
position 1 ainsi que la propriété suivante.

IIT'. 11 existe la décomposition @ = V" v ... v V9, avec les propriétés
suivantes. L'ensemble V° est vide ou se réduit & L'origine. I’ensemble V¥
(k> 0) est une réunion disjointe et finie

VE=UI%, k=1,...,n,

ol I'™ = Q" sont des ouverts et I jouissent des propriétés:

1°, 2°, 4° (de la proposition 1) pour k < n;

3° pour k<n, et @~ (2P—QHC V"o LW TC -0y

3% (pour % < n): quel que soit i =1, ..., p, ona F =0 sur Ik ou
F;>0 sur I ou F <0 sur I'%

En effet, on ohserve d’abord que l'on peut remplacer la propriété
5° par la propriété 5°° dans ’énoncé de la proposition 1; & cet effet on
modifie les définitions (15.26) dans la démonstration (en prenant les dé-
compositions de A en trois parties). Maintenant il suffit appliquer cette
proposition dans le cas de n-+1 variables, ot @ (&, .- Tny Fny1) = Bpqa
(les F;(®,, ..., ¥,) étant considérées comme des fonetions de n-1 variables).

Or cet énoncé entraine la

PROPOSITION. Soient Fy(Zyy .oy Tp)y--ey Fpllyy «ovy 2,) des fonctions
analytiques réelles dans un voisinage U de Uorigine. En effectuant aw
besoin une rotation on peut choisir les coordonnées dune telle fagon qu’il
existe un intervalle Q: |@;| < Oy, ..., [@a] < 6y 6f un systéme des polynomes
distingués :

He@y, .., op38) (b=0,...,n—1; I =k+1,...,n),

& discriminants D¥(x,, ..., @) == 0, ayant les propriéiés I et IL de la propo-
sition. 1 ainst que la propriété suivante:

111", Pour chaque ensemble B qui peut étre obtenu par un nombre
fini de réunions et d@intersections des ensembles donnés par F; > 0 ou par
F; <0, il ewiste la décomposition @ ~ B =TV"v...vV° avec toutes les
propriéiés de Vénonocé précédent.
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III. On dit qu'un ensemble localement fermé & est régulier (cf. [11],
. 98) ou qu’il posséde la propriété de Whitney, si pour tout a<H il existe
un voisinage U de @, une constante M > 0 et un exposant ¢ > 0 tels
que deux points quelconques #;, #, de W ~ F puissent étre joints par
un arc rectifiable contenu dans F, dont la longueur ne surpasse pas
M |zg— o4|° .

THEOREME. RSotent Fy(®y, ..., &), ..., (8, ..., @) des  fonctions
analytiques dams un ouvert G. Chague ensemble B qui peut éire oblenw par
un mombre fini de réuntons et d'intersections des ensembles donnés par
F; >0, posséde la propriété de Whitney.

Démonstration. Soit a<¥; nous pouvons admettre que a = 0.
Appliquons la proposition du N°II, et admettons toutes les notations de
cetite proposition. Prénons pour W le pavé [m| < §,/2", ..., [@,] < 6,/2™

1 résulte de la proposition du N° 16 (cf. le corollaire) que la fonction

¥ satisfait & la condition (HI) dans QF, quels que soient %, », ! (k < n).
Il existe donc une constante M; > 0 et un exposant ¢, > 0 tels que pour
k,x%,1 (k < n) quelconques on a

(6) I () — i (1)

olt 7 = (i1, ey 7].,,) pourvu que le segment I, dextrémités wu,, u,
soit contenu dans 0F. Selon la propriété démontré dans Pappendice, il
existe un entier N (qui ne dépend pas de &, %, 1, uy, uy) tel que le nombre
des wely,, pour lesquels on a *n¥(u) = & ne surpasse pas N, quel
que soit &; il en résulte que la longuenr F(u,, u,) de larc: v = 5% (u),
welyy,, ne surpasse pas (w—k)NM,|u;—uy| +|u;—u,|. Par conséquent
il existe une constante M, > 0 et un exposant o, > 0 tels que pour ¥, x
(k < n) queleconques on &

(M Uy ug) < M, Uy~

< My lug— |

w| pourvu que Iy, C 2%,

8i k < m, chaque I'f jouit de la propriété (R) par rapport & V"o
... v 70 la démonstration est identique & celle du N° 18 (vérification de
Thypothése 3°). Par conséquent, il existe une constante ¢ > 0 ot un ex-
posant ¢ > 0 tels quon a (V¥...oV%)~B? =TI%* pour l’ensemble B
donné par

o—nf(u)] < egl(u) we¥,

ol gf(u) désigne la distance du point « & la frontitre de QF, quels (iue
soient %, » (k <<n). En tenant compte de (6) on en déduit facilement
qu’il existe une constante M;> 0 et un exposant o, > 0 tels qu'on a

(8) diw < ~VO)=I%,
quels que soient &, x (& < n).

M,y jo'— ], lorsque & = (u, v) eI ot &' (V..
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Il existe un s tel que V* #£0 et V*'v... v V® = 0. Notre théoréme
est banal dans le cas ot 8 = n, car on a alors E~Q = QF = @, en vertu
de la propriété 3°. Supposons done que s < n. Désignons par Uy le pavé:
] << 81/2%, ..o, gl < 0%12% |@epa] < Sppry eoes [Ba] < Bp. O & W= T,
C...CU,CU,=4q.

11 suffit de prouver l'assertion suivante: il existe une constante
M > 0 et un exposant o > 0 tels que deux points quelconques ;e V™ 1~ Ty,
et 2,e V2 Uy, peuvent étre joints par un arc rectifiable contenu dans E
dont la Iongueur ne surpasse pas M |w,—x,|°, quels que soient %, k.
=8, ..., M

Procédons par récurrence sur %,--k,.

Supposons que k;+ %, = 25 ou, ce qui revient au méme, que k; = %,
= s. Le cas oli s = 0 étant banal, admettons que s > 0. Grace & la pro-
priété 3°, on a alors Q) = Q,. Mais, selon la propriété 1°, tous les I'; con-
tiennent origine, comme Hj sont des polyndémes distingués. On a donc
V¢ = T3, d’ou il résulte, d’aprés (7), que Passertion est vraie.

Soit 2s < p < 2n; supposons que l’agsertion soit vraie lorsque

< kyt+k, <p et considéronsle cas ol ky+k, = p Nous pouvons
admettre que %, > k,; on a alors k; > 5. Soient x,eV™ 1o Uy, eb e V™2
~ Uy; on a done a;lsl“"l et wzsl"'kz Quel que soit 2 =1,2, on a »;
= (ug, 72 (w)), ot ule.Q,%, si k; < m, eb nous posons wu; = x;, 8 k; = n.
Dans le cas olt &y = ky, TE = I'i2 et I, C Q2 = Q2, les points vy, x,
sont joints par le segment eontenu dans B, lorsque kl = ky = n, tandis
que, 8i k; = ks < 7, ils sont joints par l’arc: P = 17’°,,11(u), %elyyy,, dont
la longueur ne surpasse pas M,|z; — 2,2, en vertu de (7). Il reste done
& considérer le cas contraire. Soit 4, un point tel que Iuwz—.Q,’i} se réduit
& 2%,. Il lui correspond wun arey, d’extrémités @, x,, situé (saufle point z,)
sur I'?, égal & I, si k, = n, et donné (sauf le point a,) par: v = 7&(u),
Uely .y, lorsque &, < n, Dans le deuxitme cas, d’aprés (7), la longueur
de y; ne surpasse pas M, [ul-uol"z Supposons que @e Uy _;. Selon la
propriété 8° on a alors z,e Vo~ Uy, pour un %, <k, done, d’aprés I’hy-
pothége de récurrence, les points x,, #, peuvent étre joints par un arc
rectifiable y,, dont la longueur ne surpasse pas M |z,—2,°. On en conclut
que

(9) la longueur de y,v y, est

o .
[y — o] + ML ({0, — ] + |ty — %)

By [y — o]+ M (fary— @] + M g [y — uo|™2)°

lorsque &k, = n,

lorsque  k; < n.

Choisissons maintenant le point %, de la’ _maniére suivante. Dans le
cas ol 1"‘1‘1 = F"z le point u, peut &tre déterminé par la condition que
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Ty € Lo et que I, —0F se reduit & wy, car nous avons admis
que I, C 23. Comme @, 2eUy, on a alors e Uy, C Uy, grice
4 1a propriété II. Nous avons évidemment
(10) [ty — | < |B2— 20l

Dans le cas ot I'2 = I''2, choisissons 4, sur la fronfiére de Q0 de
fagon que l'on ait [u,—u| = in(’ul). Comme V?® contient l’origine et
k, > s, done .Qi,i ne contient pas (0, ..., 0), en vertu de la propriéé 3°.
Comme u, appartient & lintervalle [z| << d; /2’“1, ey W] << By /2’”: il en
résulte que wu, appartient & Dintervalle |2, < 62817t e < Sty (2,1
et, par conséquent, que @, Uy ;. Comme @peVR O LoV~ T nous
avons, selon (8), -

(11) oy — o] < Mg lmy— 20|,
lorsque %y < n. Si k, =n on &
(12) Juy— ol < |B— @4,

parsque @ == u; et xy = ux¢ Q{,} En comparant les inégalités (9)-112)
nous voyons que lassertion est vraie pour le couple %,, k, considéré,
c. q. f. d.
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