J. ODERFELD (Warszawa)

STATYSTYCZNE BADANIE NA CEOHY SKORELOWANE

§ 1. W praktyce statystyeznej kontroli jakoSeci dosé czesto. sie zda-
rza, ze badanie przedmiotow na wazng ceche Y jest takie kosztowne lub
trudne, ze z partii mozna zbadaé tylko niewiele sztuk; natomiast badanie
na mniej wazng ceche X moze byé tanie i latwe. Oto kilka przykladéw:
X — twardoéé, a ¥ — wytrzymalo§é stali, X — twardogé, a ¥ — Scieral-
no§¢ gumy, X — opér elektryczny, a Y — zawarto§é krzemu w stali.
W tych wszystkich przypadkach badanie na ceche Y jest nie tylko kosz-
towne, ale niszczace.

Jedli cechy X i ¥ s3 mocno skorelowane, nasuwa sie my§l, zeby
orzeczenia o partii dotyczace cechy Y oprzeé¢ na obu rodzajach bada-
nia i przez to czeéé trudnych badan zastapié latwiejszymi.

Taka mysl, w odniesieniu do estymaicji, nie jest nowa. Np. w [1] moz-,
na znaleZé przyklady i teorie losowania dwufazowego. Najpierw bada sie
duzg losows prébke o licznosci N tylko na ceche X, a nastepnie malg
losows prébke o liczno§ei m» na obie cechy i opiera sie wnioskowanie
o rozkladzie brzegowym cechy Y na obu zespotach informaecji.

Dla przejrzystoei w niniejszej pracy wprowadzono wzér (6) przy
stosownych zalozeniach, nie korzystajae z wzoréw ogéinych podanych
w [1]. Nowe wydaje si¢ zastosowanie naszkicowanej zasady do poste-
powania odbio¥czego. Paragraf 3 jest oparty na innej zasadzie niz wylo-
zona w [1]. ‘

Przypuéémy, ze z do§wiadczenia wiadomo, ze dwuwymiarowa zmienna
losowa X, ¥ ma stale i znane odchylenia $rednie o, i o, oraz wspélczyn-
nik korelacji ¢ i ze §rednie u, i u, 53 stale i nieznane.

Mozliwe jest oszacowanie o,, 6, i ¢ z aktudlnej probki, prostsze
jednak i lepsze jest oparcie si¢ na uprzednich obszernych pomiarach,
jeSli potwierdzaja one duzg statecznod§é tych trzech liczb, charaktery-
zujaeych produkt wytwarzany w ustalonym procesie technologicznym.
Sadze, ze uwagi te stosuja sie na przyklad do twardodel i wytrzymatosei
stali WleOWGj, nie dysponuje jednak materialem liczbowym na popar-
cie tego przypuszezenia. | ' '
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Pokazemy najpierw, jak mozna utworzyé przedzial ufnoéci dla
Uy, traktujac partie produktu jako prébke losowy populacji o parame-
trach p,, uy, 0z, oy, 0o W tym celu sprawdzamy calg partie liczagcag N
(duza liczba) elementéw na ceche X i otrzymujemy ciag wartosei

%1y Loy ...y Ly, PO czym znajdujemy Srednig
I
(1) Iy = "l\—rzﬂ%

ktéra ze wizgledu na duzg liczno§é prébki jest niemal dokladnym osza-
cowaniem u,.

Nastepnie pobleramy losowo probkg o licznoéei n (mata liczba)
i znajdujemy $rednie

1w 1
2 _n — — ] ’!: ¥ o= — 1:’
(2) Z " § Ziy  Yn " E Y

Z punktu (%, y,) prowadzimy lini¢ prosta réwnolegly do linii regresji
drugiego rodzaju ¥ na Z i znajdujemy rzedna ¥y jej. przeciecia z linig
0 réwnaniu z = Zy. Latwo mozemy sprawdzié, ze

(3) I = Tn— 0— (B —Ty).

(4) Ty = Fn— 0 L (Fn— tta)-

Okazemy, ze gy okreslone przez (3) jest nieobcigzonym estymatorem
uy . Istotnie, 7y jest realizacja zmiennej losowej Yy o ksztalcie

[ ‘ n N
- 1 o, [1 1
== YYo= VNx—= Yx)
o) .= X @(nz ¥ 2
Stad

— O.
B(Y,) = ty— 0" (= o) = iy
Oz
Teraz wyznaczymy wariancje zmiennej losowej Y,. Skorzystamy
przy tym z przyblizenia (4), aby uniknaé komplikacji, do ktérych pro-
wadzi (3).

2

oy
1)2( = -—D2 (ZY —Q—ZX) (na,,—l—ng o —Zgng o awa,,),
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czyl

' - 1

(6) B (Yy) = — oy(1—g") &£ 5™
. n

A wige Y, ma rozkiad brzegowy ze §rednia u, (dokladnie) i z odchyle-
niem $rednim s (w przyblizeniu).

Teraz wida¢ wyraznie, dlaczego proponujemy szacowaé u, za POmocs
estymatora %y, & nie za pomocg estymatora %,, ktéry wprawdzie
jest tak samo nieobcigzony, ale ma wariancje oj/n, czyli wieksza niz
(6). Jedli o jest bliskie 1 lub —1, redukeja wariancji jest znaczna. Poszu-
kiwany przedziat ufnodei dla u, jest

(7) (Fw— a8y Yn+ ass),

gdzie a;, a, 83 wspdlezynnikami zaleznymi od rodzaju rozkladu i poziomu
ufnosei.

§ 2. Wykorzystanie tych uwag do ulozenia przepisu odbiorezego
jest proste. Wszystkie sztuki partii o licznosci N sprawdzamy na ceche
latwg X, a wszystkie sztuki w prébee o licznodei # sprawdzamy ponadto
na ceche_ trudng Y. Przyjmujemy warto§é krytyezng y,. Stosujac wzory
(1), (2), (3) znajdujemy kolejno TNy Zny Yny Yn-

Obszar krytyczny tworzymy zaleznie od tego, czy jest pozgdane,
zeby Y przyjmowalo wartoéci mozliwie duze (przypadek a), czy tez
mozliwie male (przypadek b). :

W przypadku & partie uznajemy za dobr@ lub niedobrs zaleznie
od tego, czy ¥y = Yr, CZY tez Yy < Y.

W przypadku b partie uznajemy za dobra lub- medobraa zaleznie
od tego, ¢zy Ty < Ui, €4y b6 Py > Y.

Wyznaczymy teraz moc testu przyjmujac, ze zmienna losowa X, Y
ma dwuwymiarowy rozklad normalny.

Zaczniemy od przypadku a. Oznaczmy przez ¥, najmniejszg war-
to§é cechy Y, przy ktérej mozina jeszeze uznaé sztuke za dobra, przez
w — wadliwoéé partii ze wzgledu na ceche Y, to znaczy frakeje sztuk,
ktorych cecha jest mniejsza od y, ©przez @ — prawdopodobienstwo
uznania partii za niedobrg. Ponadto wprowadZzmy funkcje F~!, odwrotns
do dystrybuanty F rozkladu normalnego N (0, 1), okredlong nastepu-
jaco:

(8) FYF(4)) = A.

Przy tych oznaczeniach moc testn jest okre§lona przez uklad réw-
nan

9) B8 piw), Y% _ pig).
oy , 8 .

Zastosowania Matematyki IV : 17
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Po wyrugowaniu z (9) parametru u, i uwszglednienin (6) znajdu-
jemy moc testu w postaci ostatecznej:
1/1——9 ]
Vn

Poniewaz w (10) 83 dwa parametry obiera,lne, Y, 1 m, mozna nalo-
zy6é dwa warunki, na przyklad takie:

(11)  jedli w = w,, to @ =@,, jesli w — w,, to @ = Q,.
Z (10) i (11) otrzymujemy

(10 yk—,yo=o,,[F—.1_(w)—F(

FHQ)—F Q) T

R
F_l 1 IF— 2
(13) Yy = Yot o, (w ) Q) — ) (Q)_

(Ql)—lf’~ (@2)

W przypadku b y, oznacza najwigkszg warto$é cechy Y, przy kté-
rej mozna jeszeze uznad sztuke za dobra, a wadliwos§é w — fl‘aka]Q sztuk,
ktorych cecha jest wieksza od w,. Niechaj, jak poprzedmo, Q bedzie
prawdopodobienistwem uznania partii za niedobra. Niechaj wreszeie
obowigzujg nadal warunki (11). Przy tych umowach, wobee symetrii
rozkiadu normalnego, wzory (10), (12) i (13) pozostaja w mocy.

' Latwo mozna uloZyé tablice Iub nomogramy uwalniajace praktyka
od rachunkéw zwigzanych ze stosowaniem wzoréw (12) i (13), nie bedziemy
si¢ jednak tym zajmowali.

Poréwnujgc ten test z klasycznym testem yjednostronnym?”, ktéry
bylby oparty tylko na badaniu Y i na znajomosci o, widzimy, ze w naszym
tedcie, badajac n sztuk na ceche ¥, uzyskuje sie te samg moc co w tescie
klagyeznym przy badaniu na Y prébki o licznosei n' = n/(1— g%). Ktéry
z testow jest ekonomiczniejszy, zalezy od kosztéw badania.

Przyjmijmy na przyklad, ze koszt naszego testu jest O+ kN +k.n,
a koszt testu klasycznego o tej samej mocy jest O+-kyn', czyli C+
+kan[(1— @%), przy czym O, k, i k, 83 stale. Nasz test oplaca sie, gdy

kL, N 1—p? A

14 ‘ .
(14) k1> ra

Dla ilustracji podamy przyklad odnoszacy sie do przypadku b.

Niech przedmiotem kontroli beds opony samochodowe badane
na ceche gléwna, Scieralno$é Y, i ceche zastepeza, twardo$é X. Przy-
puiémy, ze najwieksza dopuszezalna §eieralnodé -y, dobrej opony Jest
rowna, 200. Zagdamy, zeby dla w, = 10°/, byto @, = 95°/y, a dla w, =
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= 2,5°/, bylo @, = 5°/,. Przypusémy, ze z doswiadczenia wiadomo, ze
zmienna losowa X, Y jest normalna, wspolezynnik ¢ korelacji miedzy
X a Y wynosi —0,89, a odchylenia §rednie wynoszg odpowiednio
o, = 8, o, = 30.

Z tablic rozkladu normalnego odezytujemy

F Y w,) = —1,284, FY(Q,) = 1,645,
F Y w,) = —1,960, F~1(Q,) = —1,645.
Podstawiajac te wartosei do (12) i (13) znajdujemy
n =25, y,=1513.
Wedlug (10) moc testu ma postaé

151,3 — 200 _1 .
o = Fw) =P Q) ==

czyli :
PQ) = 4,88[F " (w) 1 1,622],

co prowadzi do nastepujacej tabliczki:

100w’0l1 2‘4|6.8 10

100Q|' 0 \0,03 1,7 l 97 | 63 \ 86 | 95

Nawiasem moéwige, nasz test jest pod wzgledem mocy mniej wie-
cej réwnowazny z pojedynczym testem alternatywnym o licznosci préobki
100, w ktérym partie uznaje sie za niedobra, gdy w prébece pokaze sie
6 lub wigcej sztuk niedobrych: '

Z (3) znajdujemy Fy:

30

8 (Es*fN) = 375‘1—3’34 (Es_‘EN)-

(15) Yn = Y5+ 0,89
Przypuéémy-. teraz, ze stosujac ten test w praktyce do paruset opon
samochodowych znaleziono zZy = 71, x5 = 67,5, y; = 160. Z (15) znaj-
dujemy '
Jn = 160+ 3,34(67,56 —71) = 148.

Poniewaz y, = 151,3, wiee yy < ¥, i parti¢ nalezy uznaé za dobra.

§ 3. Opiszemy teraz inny test oparty na wlasnodeiach statystyk
pozycyjnych. Dla skrécenia wywodéw bedziemy uwazali za dobrg sztuke
takg, ktérej cecha Y jest niemniejsza od pewnej wartosei y,; niech
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ponadto cecha Y, trudna do badania, bedzie skorelowana dodatnio
z cecha X latwa do badania. Inne przypadki beds wymagaly tylko nie-
istotnych zmian.

7 vpartii przedmiotéw pobieramy prébke o duzej liczno$ci N i spraw-
dzamy jg na ceche X latwg do badania. Nastepnie porzagdkujemy probke
niemalejaco i wybieramy te sztuke, u ktérej zaobserwowana wartos$é¢ z
jest m-ta od lewej strony, to znaczy ,m-ta najgorsza” sztuke ze wzgledu
na X. Na ceche Y badamy tylko te wiladnie sztuke. Niech zaobser-
wowana warto$¢ Y bedzie y. Je§li y = y,, gdzie y, jest wartoscig kry-
tyczna, cala partie uznajemy za dobra; w przeciwnym przypadku za
niedobry.

Przy tym postepowaniu korzystamy wiee z informacji o X, ale tylko
do tendencyjnego wyboru jedynej sztuki sprawdzanej na Y. Jest jasne,
ze rezygnujemy przy tym z pewnej czefei informacji zawartej w licz-
bowych wartosciach x,, @, ..., zy 1 Ze nie mozna wiele informacji wydo-
byé¢ z jednego pomiaru cechy Y. Mimo to wydaje sie, ze test moze byé
uzyteczny dzieki swej prostocie, ekonomicznoéci i — jak zobaczymy —
nienajgorszym wlasnodciom statystycznym. Warto zwrécié uwage, ze
czasem uporzadkowanie n sztuk ze wzgledu na cech¢ X moze by¢é szeze-
goélnie tatwe. Tak bedzie wowczas, gdy uda si¢ organoleptycznie wyodreb-
nié te czesé sztuk, wsréd ktorych niewstpliwie znajdujg si¢ sztuki ,naj-
gorsze” ze wzgledu na X. Przyklad: niech cechg X bedzie luz w lozy-
skach, cecha Y — trwalo$é, wymagajaca paruset godzin prébowania.
Ot6z nieraz bez dokladnego mierzenia mozna z paruset lozysk wybraé
kilkanagcie szczegélnie luznyeh, sprawdzié ich luzy i prébie na trwalodé
" poddad tylko ,trzecie najgorsze” tozysko.

Rozpatrzmy teraz zmienng losows normalng dwuwymiarows
N(0,0,1,1, 0). Rozklad wzgledny jest normalny N (o=, V1— 02); ozna-
czmy jego gestodé przez f(y|z); rozkiady brzegowe sg normalne N (0, 1).
Asymptotyezny rozkiad m-te] od lewej strony statystyki uporzadko-
wanej w prébee o licznogei N ma (por. np. [2]) gestosé ¢, (x,) okreslong
nastepujaco:

m

F(uy,) = N’ U, == m 1 (), B == Oy (B, — Uy, )y
(16)
(@) m” exp (mz,, — me’m)
= Am m my.

F i f oznaczajy odpowiednio dystrybuante i gestosé rozkladu N (0, 1).
Tablice. ¢ (2,) dla m = 1 opublikowano w [2]; przez jej latwg trans-
formacje mozna otrzymadé gestosé dla innych wartosci m.
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Asymptotyczny rozklad brzegowy cechy Y, elementu m-tego od
lewej strony ze wzgledu na ceche X ma gestoéé vy, (»,) i dystrybuante
Y,.(%,); 83 one okreflone przez wzory

(17) (@) = [ 1012n)pm @n)0m,  Fn(y) = [ palt)de.

Badanie ogélne rozkladu okreslonego przez (17) wydaje sie trudne
i dla tego poprzestaliémy pa numerycznym zbadaniu przypadku szeze-
golnego, gdy N = 50, p = 0,9. Wyniki(?) 53 zawarte w tablicy 1 i poka-
zane na rysunku 1.

TABLICA 1
Dystrybuanta zmiennej losowe]j 100y, (U
okre§lonej przez (17) 39,5
dia N =50, p— 0,9, m = 1,2, 3. 99 ///
) 97 II[
y Dystrybuanta gg H
100, (4){100 2, (4)|100 %, (3) uwle
—5,0 0,0 0,0 0,0 & f
—45| 01 0,0 0,0 70 ; ///
—4,0 0,6 20,0 0,0 60 1/
—3,5 2,4 0,2 0,0 gg ‘ 77
—3,0 8,3 1,5 0,4 20 /1/
25| 24,0 8,4 3,4 0 1 [/
—2,0 51,2 29,2 17,3 5 / /
—1,5 79,6 62,0 47,8 10 71/
10| 954 | 884 | 80,0 5 e
—0,5 99,6 98,5 96,3 g /1
0 | 1000 | 1000 | 99,8 7 / Vi /
0,5 | 100, , 100,0 g - -
00,0 | 100,0 | 100 T Sy Ry e e R N7
B(Yn)| —2,05| —1,69| —1,48
' Rys. 1
D (¥p) 0,423 | 0,307 | 0,267

Zgodnie z przewidywaniem wariancja rozkladu okreélonego przez
(17) jest mniejsza od wariancji w rozkladzie brzegowym wynoszacej 1.
Ponadto wariancja maleje ze wzrostem m.

Teraz mozemy wyznaczyé moc testu opisanego na poczatku tego
paragrafu. Postulujemy, ze ¢ i o, 83 stale i znane, u, jest stale i nie-
Znane, y, wynika z wymagan technicznych, y; jest parametrem mocy.
Zakladamy, ze N = 50, o = 0,9.

(*) Obliczeniami kierowal E. Fidelis, rachunki wykonala K. Olsztynska
z dziatu SKJP Inst. Mat. PAN.
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Oznaczmy przez F~' funkcje odwrotng do dystrybuanty F rozkiadu
N(0,1), przez ¥,' funkcje odwrotng do dystrybuanty okreslonej przez
tablice 1, przez w wadliwo§é partii, to znaczy frakcje sztuk, w ktérych
Y < y,, oraz przez @ prawdopo- ,
dobienstwo uznania partii za nie- 2} P12

dobrg. Przy tych oznaczeniach /gg

(18) L piw), o

— 60+

as) EB_ v, ol test Kiasyezn
3 .
' Lo . 0+
Wprowadzmy jeszcze oznaczenie b
J— 20-

(20) R L

- Oy 10 [ Proponowane

Wtedy, z (18), (19) i (20), 0 10 30 0 % 6 708 % roaz w

(21) F7'(w) — ¥3'(Q) = k. e

Jest to moc testu. Poniewaz
ma tylko jeden parametr k, wige mozna na nig natozyé jeden warunek,
na przyklad zeby dla ¢ = @, bylo w = w,.

Uzyteczne bedzie poréwnaé moc naszego testu z mocg testu kla-
sycznego, w ktérym nie byloby wstepnego badania na ceche¢ X, a orze-
czenie o partii opieraloby si¢ na zmierzeniu cechy Y u jednej, losowo
wykazanej sztuki; gdyby wynik tego pomiaru byl y’, partie uznanoby
za dobry pod warunkiem, ze y’ > y,. Moc testu klasycznego mialaby
postaé

(22) | P w0)— F1Q) = k.

Rys. 2

Na rysunku 2 pokazano krzywe operacyjno-charakterystyczne testu
klasycznego i testéw zaproponowanych dla m =1, 2 i 3. Wszystkie
krzywe odpowiadaja tym samym warunkom: w, = 2°/,, @, = 5°/,. Jak
widzimy, nowy test jest selektywniejszy od klasycznego, jego selek-
tywnos¢ roénie z m. :

§ 4. Test opisany w paragrafie poprzednim jest tylko przykla-
dem wielu wariantéw, ktérych w tej pracy nie badamy szczegétowo.
Poprzestaniemy na wymienieniu paru mozliwo§eci.

1° Test z § 3 dla réznych wartodei o i m.

2° Test oparty na §redniej — powiedzmy — z pierwszej, drugie]
1 trzeciej skrajnej wartosci cechy trudnej.
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3° Test oparty na informacjach w rodzaju 1° lub 2° uzupelnionych
danymi o fredniej Zy z duzej liczby pomiaréw cechy latwej.

4° Postepowanie mieszane, to znaezy sortujgco-kwalifikujace. Mozna
by na przyklad najpierw zbadaé caly partie na ceche latwag X i usungé
z niej te przedmioty, w ktérych zaobserwowano wartosci iksOw pozwa-
lajace przypuszezaé, ze wartofei igrekéw sa szezegélnie niezadowala-
jace: nastepnie testowanoby tylko partie uszlachetniong. Ten projekt
podala E. Pleszezynska.

Prace cytowane

[1] W. G. Cochran, Sampling techniques, New York 1953, str. 278.
[2] E. J. Gumbel, Statistical theory of extreme values, National Bureau of
Standards, series 33 (1954). B '

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wpltynela 27. 12. 1957

d. OLOEPO®ENDL L (Bapmasa)

CTATHCTHYECKOE HCCIEJOBAHHUE KOPPEJIHNPOBAHHBIX
XAPARTEPHCTHK

PESIOME

Iiyers X,Y — cayualiHaAa BeXWYHHA paCHpejeleHNe KOTOPOH MMeeT H3BECT-
HOe cpejiHee OTKIOHEHWe, M3BeCTHH Koo@PHIMEeHT KOppenAUN ¥ HeHM3BECTHEIE Cpefi-
HHUC py W py. :

Iycrs X ONHCHBAET XAPAKTEPHCTHKY IPOZYKTA JNErKo FOCTYNHYW JJA HCCJe-
[OBAHHA, HO MaJ0 BamkHY0, 4 ¥ — TPYAHO NOCTYHNHYI0 AJA HCCIACFKOBAHMA XapaK-
TEPUCTHKY, HO peIIAlIIy0 BONPOC HPUTOAHOCTH Npomykra. XapakTepuctury X
MOKHO NPOBEPATH, CIELOBATENHHO, MpH Goabmoit BHOOPKEe W jgase B Il mapTHm
HONy4as MOUTH TOUHYI0 ONEHKY fiy. XAPAKTEePHCTHKY e ¥ MOMHO HPOBEPATH TOIBKO
npur Maxol BHOOpKe. )

ComOCTABIAAA COOTBETCTBSHHO 5TH HHGOPMAUUM ¥ NIpeamoNaras, 4rTo paciupe-
nenenne X ,¥ pABYMepHO M HOPMAJIBHO, B paboTe NpHBeJeH KpUTepUi mpmema ciy-
HaMMi IIA IPOBePKY CTATHCTHYECKNX FHIOTEs, KACAIMUXCH GpaKoB B HeNoH napTau.
IIpusenena ¢yHEKIAA MON[EOCTM KPMTEpHA ¥ INOKA3aHO, YTO NPEJJIOMEHHHE KpH-
.Tepmit ABIAETCA B HEKOTODHX YCIOBUAX 00jiee PROHOMHEIY 4eM KIACCHYECHKHMHA.

3aTeM UOCTpPOEH APYro HpHUTepuit, B KOTOPOM HCCIeXOoBaHHme HA X CIYMUT
TONLKO [JIA YHOPANOUEHWA BHOODKM N0 OTHOIIEHNI0 K XapaKrepmctuke X, mociue
4ero MCcIenyerTcd HAa V TONBKO ORWH NpeAMeT MMelINui m-Toe Kpaiinee BHATeHNS
mKca B BHOOpRe (m =1,2,3),
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Yl maxoHer, npusegeH UAOPOCOK HECKONBKUX BO3MOMHOCTeH oGoGuienus BTO-
poro KpHUTepUA M COEJAMHEHHMA Cr0 € IePBHIM.

JODERFIELD (Warszawa)

STATISTICAL TESTING FOR COORRELATED CHARACTERISTICS
SUMMARY

Let the random variable X, ¥ have a distribution with known mean
deviations, a known -correlation coefficient and unknown means pu, and py.

Let X denote a characteristic of the product that is easy to test but
not very important, and ¥ a characteristic that is difficult to test but deci-
sive as regards the usefulness of the product. We can thus test character-
istic X in a large sample, or even in the whole lot, obtaining an almost exact
estimate of u;. Charecteristic ¥, however, can be tested only in a small
sample.

Combining these data in a suitable way and assuming that the distribu-
tion of X,¥ is a two-dimensional normal one, the author describes an accep-
tance test serving to verify statistical hypotheses concerning the fraction defec-
tive of the lot. The functions of power are given, and it is shown that the
test suggested is in certain conditions more economical than the classical one.

The author then constructs another test, in which testing for X serves
only for ordering the sample with respect to characteristic X and only one
item, having the m-th extreme value of X in the sample (m = 1,2,3) is
tested for Y.



