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Uber einige Abschitzungen in Idealklassen

von

W. Srad (Pozhan)

1. Es sei & — eine beliebige algebraische Zahl, ferner K — der durch
b erzeugte algebraische Zahlkorper, » — der Grad des Korpers XK und A —
die Digkriminante des Kérpers.

Es bezeichne f — irgendein festes Ideal des Korpers K, 9la — die
Norm des Ideals a, p — Primideal.

Es bezeichne weiter % (modf) eine Idealklasse modf ([2], Df. VIII),
9o (modf) — die Hauptklasse modf, h(f) — die Klassenzahl modf, #(¥)
— irgendeinen der h(f) Charaktere der Abelschen Gruppe der Klassen
% (modf), x(a) einen Charakter modf ([2], Df. X); £(s, z) — die Landau-
schen (-Funktionen ([2], Df. XVII), {x(s) — die Dedekindschen ¢-Funk-
tionen.
s Es bedeute endlich

@
(1.1) Az, %) = Z log“Mp— w0
(Mp) <, 5™ 6 U (modf)
@
(1.2) Az, Uy) = Z log%p——m-

(Wp) ™, $™ 6 Ho (modr)

Ieh werde mit den Methoden von Turan den folgenden Satz zeigen:
Sarz. Sei | irgendein festes Ideal des Korpers K, x ein Charakter mod f
und A; die Mengé der michttrivialen Nullstellen aller (s, y) - Funktionen.

Sei ferner e(r) =  max g und ¢, ¢, die explizit angebbaren nu-
e=pyiedp,[v|<v
merischen Konstanten.

Dann fiir
(1.3) T > max(e,, expexp(of[A[f'(%f)”h‘(f))
¢ilt
log Tlogloglog T
. ) < O ( ,__.J'_f?__'t) Alz. S
(1.4) EETM(”’ #)| < T°®exp|8 ToglogT féﬁxf' (@, Ho)l
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und .
(1.3) 8(T) = &(T+1)—s(expVlogloglogT).

Finige Abschitzungen solcher Art fiir die arithmetischen Progres-
gionen hat S. Knapowski untersucht [31.

2. Tch stelle jetzt aus der Theorie der {(s, x)-Funktionen einige
Sitze ohne Beweis zusammen, welehe im folgenden notwendig sein werden.

1. (s, ) ist ganz, wenn y nicht der Hauptcharakter ist. Fir den
Hauptcharakter ist £(s, z) tberall regulir bis auf den Pol erster Ord-
nung ¢ = 1 ([2], Satz LXIII).

IL Z(s, z) hat unendlich viele Wurzeln im Streifen 0 < o < 1.

III. Fir ¢ > 1 ist

1
(2.1) L(sy 2) = UW’
Np°
also
(2.2) {(s,2) #0
(121, Sabz LVIII).
IV. Fur o > 1 ist
Iy G(n, x)
(2.8) — = 2 =
und
(2:4) Glu, 1) = D #(0™)logNp
(G
(121, Satz LX).
V. Bs gilt
@8) @(n, 7) < Llogin; Iy = 10;2
([4], Lemma 2).

Zum Beweis des Satzes (1.4) bendtigen wir noch einige Hilfssiitze:
Lemma 1. Auf der Gerade o = 2 gilt

(2.6) 1£(s, 2)] > Ly > 0; L,z(%)-
Beweis. Wegen (2.1) fiilr ¢ = 2, hat man
1 x(n)) -3 ( 1 )”1 :
— = 1— < 1 ———] = (g(2).
movTl M| (-4 [Jor et <] J{ogm) ==

AN
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Aber es ist {(2) < (—-6——) ([4], Seite 184).
LeMMA 2. In dem Streifen 2 <o<4 gilt
b \
(2.7) 6=1)L(s, 2)| < (%) (1#1+3).
Beweis. Aus der Definition der ¢(s, z)-Funktionen ergibt sich

Lx(B)] 1 1
(s, )| Zb,‘ 07 2,,: Gar <;‘ g = x(2):

Lk 3. ife
UEMMA 3. In dem Streifen —.I;O- K0 K2 — querst grob — gilt

(2.8) (s —1)2(s, 2)| < 4,2,

dabei sind A,, A, von K, § und y abhingige Konstanten.

Beweis. Die Behauptung folgt aus [2] (Satz LXX) und I.
LEMMA 4, Bir 0 = — &, —co <t < o0 gilt

(2.9) (s —1) &(s, 2)] < G5 AP (NLF)I2M0 (g 1) EH200
und ¢y it eine numerische Konstante.

Seweis. By sei zundchst y eigentlich ([2], Df. XII). Wi
ten die Formel ([2], Satz LXVI): ! )- Wir betrach

C('g; X) . 2m)® |
(s, 2) = m = (—)IW(A) (—(2—)) A28 () 2=s ¢

s —*1+4-ry R —q—ry
x|eos —- (Sm‘z_) (T(e);

dabei ist [W('Z)| =1 ([2], Seite 99, (51)), und verfahren so wie in [4]
Lemma 6. Wir bekommen dann fiir ¢ = —-1_ einfach ’

100
(2‘10) Ic(s’ %)l < 0:|A’51/100(%f)sl/loﬂt(slllﬂo)v.

Es sei jetzt y uneigentlich. Nach [2], Satz LXITI, ist

u(b)X(b)

£(s, 1) = Lols) X) @my

bIf

. 1
Fir ¢ = 5 18t aber

(2:11) IeGs, I < 1ols, D) D) ().

bif
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Hs is aber

(2.12) Z 1<xN

und der Charakter X ist schon elgenthch ([2], Satz XLIV)
Aus (2.10), (2.11) und (2.12) hat man fiir ¢ = — mo

lC(S, X)l < 01; ]Aiﬁl/loo (%}f)152[100t(51 100),,.

Lemma 5. In dem Streifen -—m €02 —oo<t< foo gilt
(2.13) (s —1)2(s, 2| < Ls(ftl+1)™,
wobed
(2.14) . Ly = OZ\AISI/IOO(C)’(T 152/100’
(2.15) L, = Sev+1

und ¢ ist eine numerische Konstante.
Beweis. Wir nehmen die Funktion

(s—=1)(s, %)
= (’s'_'_—g—)(smoo)wl

in Betracht. Aus (2.9) folgt einfach fiir o = _TII)T
1G(8)] < caé[A]sl/mo(c)mlsz/wo_

Aus dem Lemma 2, hat man fiir o = 2, |G(s)] < 1. Wir wenden jetiz
[4], Lemma 1 und Lemma 3 an. Daraus bekommt man, daB in dem gan-
zen Bereieh — - <02, —oo <t < oo gilt

(G (8)] < [P Q.

Darauns folgt einfach (2.13). .
LEmva 6. Bs sei | irgendein festes Ideal des Korpers K, em Charak-
ter modf. Hs sei V(T) die Anzahl der Nullstellew von (8, x) im Parallelo-

gramm Ve <o <1, T <y <T+1, 0 <8< ; donn ist

100 )

(2.16) V(T) <e (6)10“( \Tl+3))

bei jedem reellen T. Dabei hat man Ly = (6/x%, L
Ly = () v+1 und 6(d) = 46756,

Beweis. Diese Behauptung ka.nn man nach dem Muster von [4],
Lemma 8, zeigen.

g = OUIAIEI/IOO(QZT)IW/IOU
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LsMyA 7. Sei N(T) die Aneahl der Nullstellen von E(s, y) im Paralle-
logramm Vi< <1, ly| <T. Dann ist
(2.17)

N(T) < ¢ (8)(T+1)log (%—(T-I-?))L“)

und ¢y (0) = 86755,

Beweis. Das gewinnt man leicht aus dem Lemma 6.

Man kann endlich nach dem Muster von [4], Lemma 11, folgendes
Lomma zeigen:

Lemma 8. Wenn 0 < 6 < — TR dann kann man in dem Streifen

<o <200 dor Lomplewen Hbene eine gebrochene Linie £ angeben,
deren Straaken parallel mit der X- bzw. Y-Achse sind. Auf .2 gelten folgen-
de Abschitzungen: v

Wenn die Ordinaten der Strecken, welche mit der X-Achse parallel
sind, Ty heifen, dann gilt fir jede ganze Zahl k wenn k < Th < k+1,

e o

(2.18) {— ,x)|<06"5/31002( ]k1+6)L4)

¢y ist eine numerische Konstante. Bei |k| > 1, gilt diese Formel auch fir
2 Lo <8, y="T.
Auf den Strecken die mit der Y-Achse parallel sind, ist

(2.19)

£ o, 0| < moort0g (22 w1+.974)
und ¢,o ist eine numerisohe Konstante.
3. Es bezeichne

(3.1) Az, H) =
(Np) ™, y™e U (wodf)

log%p—h—z(vﬁ.

Wir beweisen nunmebr auf klassischem Weg folgenden Satz:

SArz. Sei £(r) = max B, 4; die Menge der nichttrivialen Null-
o=ptyieds, ly|<r
slellen aller (s, y)-Funktionen und ¢y, 6,5 die explizit angebbaren nume-
rischen Konstanten.

Fir
(8.2) T > max (cu, expexpam(wl—log(lA\%'f)W
gilt
(3.3) max |A(z, W) < T”(T“)log‘T

1T
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Beweis. Wir nehmen die Funktion

1 1 ¢
(3.4) fae(s) = w‘hﬁ)*;‘-x-(@—f)if (8, 2)

in Betracht. Fiir ¢ > 1, aus (2.3) folgt

1 20" log%

1 logc)ﬁ) logNp y(n)
) Z (o)™ 2" 20 = 2 oy 2
p™e ¥ (modf)
und
y(n) = logNp.

(W)™ =m, p™6 W (mod)

Sei weiter ¥ = [T], k < T} < k+1, Ty aus Lemma 8 und L, aus
(2.5). Aus [8], Lemma 3.12 fiir T > ¢y, gilt

1+1/log T'+iT

1 ™
2 y(n)— P f o fae(w) dw

<t A e p—iTy,

(3.5) < Lyeylog® .

Jetzt fithren wir eine Konturintegration aus. Der geschlofiene In-
tegrationsweg ¢p ist folgendermafen bestimmt:
Sei § = (1/2-10%)-10;

I: lings der Linie .2 aus Lemma 8;

I,: o <ol +logT’ t=T, "o <28,

I " 1 ’ 1/10 1o 0 8110

3t I <a<1+@, t= T, M0 Lo <2007,

I 1 7 T
Uﬁ1+1g1" —T <t < + Ty

Aus dem Residuensatz folgt dann

(3.6) (D)4 I(T)+ L(T)+I,(T

2 Res (—* fae(w )

icm
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Ganz grob abschitzend, fix T > ¢y,

(8.7) I (T)] < 60728 (log +I ) T ogeT,

(3.8) IT,(T)] < 01,6“5/3(10g +L4) log®T

und dasselbe gilt auch fiir das Integral I,(T).
Wegen I, I und (3.4) hat man weiter

AN ., _r 1 g T
(3.9) 2_/ Res( " fqﬂ(w)) =% TR 2 x(%)—g——.

ey e=p-+vied;, [lo|<Ty,e>L

‘Wegen Lemma 6, fir 7' > ¢,, gilt:

(3.10) ‘Z’x%-—«l 2191<T‘*(T“>ZI—ZJ

lvlsT I<T

L
< e h(f)T"(T"'l)@"“/W (log _L_s, +L4) log2T.
2

Aus (3.6)-(3.10) fiir o > max(ey, exp(log(Ls/Ls)+Ly)) gilt

@
—_ < a(m+l)1 3.
n;y(n) T(f)l 2+ Dlogta

Fitr o << ma.x(czo, exla(log(La/Lz)—[—L,,)ﬁ) gilt einfach

2,7 h(f’

nLr

Insgesamt fir (3.2) und wegen (3.1) gilt (3.3).

(3.11)

(3.12)

L 2
¢o Ly exp (log fa— —|—L4) .
2

4. Jetzt finden wir mit den Methoden von Turdn eine untere Ab-
schitzung von A(a@, H,), wo U, = ¥, (modf) die Hauptklasse modf
bezeichnet. Wir beweisen folgenden Satz:

SArz. Sei A; die Menge der mnichlirivialen Nullstellen aller ((s, x)-

-Funktionen, e(r) = max B und ¢y, cyy die explizit angebbaren nume-
e=f+yiedy,lyi<z

rischen Konstanten, dann fir (1.3) gilt
longogloglogT)

4.1 max |4 (z, Ny)| > TrlexvVioslolosT) exa(—-’l
(4.1) ngj (, o)l T Toglog T

Beweis (vergl. [4]). Es bezeichnen ¢y, Gaq, ...
baren numerischen Konstanten.

die explizit angeb-
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Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:
logT

=2
(42) Ko loglog 7"’

N, = log"*T'(log log T)>.
g

Fiir T > ¢y,
(4.3) K,> N,

Ferner, gibt es fiiv T > ¢,, ein ganzes L > 2, so daB
(4.4) (IF0 <) IFo+No ' < [Fo+Motl (< [0y,

Fir dieses L gilt
(4.5) log¥*T < L < log'*T.

Bs sei T, eine in Lemma 8 definierte Grofle, also
(4.6) L<Ty<L+1.

Von der ganzen Zahl & fordern wir vorlé‘mﬁg nur
(4.7) . < k41 < Ko+ N,

Bezeichnen wir weiter
(4.8) I =g, 1flogé =1
‘Wir betrachten das Infegral

LbniTy, o

(4.9) I(T) = —

T k1
L4n—iTp,

F(s)ds,
mit

(@.10) Pl = 50 D 60 0= 57 0
x

{(s) ist die Riemannsche Zetafunktion.
Fiir 0 > 1 hat man

(411) F(s) = ——22 2 ”%;"f?, %%f-)— £(s)

— L\ logMp m_ 1
h(f) p,zm, C){p’M 2 (p )'_ h(f C'(s)

gy 1 w1 S
- Z Og __r ZW_ 29(40 ~LME.

W™ )

e Hg(mods) n=1 . =1

icm
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und
g(n) = 2 Tog Ay
(Hp) ™=, p™s Wy (moaf)
Aus (4.9) und (4.11) in o > 1 gilt

1 1 14n+iTp, (5/”’)3
e 1w = Slo-ggler [ Sarae
n 149—1Tp,

Unter Verwendung der bekannten Integralformel ([4], (5.13)), durch
leichte Abschitzung und die partielle Summation, fir T > 0y, gilb

Jorpt

gl

(+.13) T(T)] < 0o Lylogt T+

A(e, ) 29 hm

Wir wihlen & = (2-10%)7"° und fithren eine Konturintegration aus
([4], Seite 192).

Nach dem Residuensatz und leichten Abschitzungen hat man fiir
(1.3) ' \ '

Joax, |4 (@, Aol

mit

50
k-1

1
414) —
(4.14) .

h(f)

Hel<T0edBo>0

~1/10:
al/lo+4log(d /10y

K
1Og T loglogT 10g4T .

< ma,xi[A @, 9{(, [+ e Iy T

1<e<T

Wir wihlen jetzt o, = Bs—+ iy, folgendermaBen:
(4.15) )

B = e(expVlogloglogT), lyol < < expVlogloglogT, Boy=1%, cocd;
Wir haben weiter
(4.16) ‘Z et

() Sl
2ol ~ 0
Aus (1.3) folgt

(4.17) IPr > (logs Ty > log"™ T > ool -

Daraus kommt

LA\
(1.18) (

41 3,172 2 logT
| \ > T ¢~ 2(loglogT) log T\ 901 ToglogT -
Qo
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. k1
Bei der Abschitzung von 2 (IF"“ ﬂ) wir wenden den Satz von
© 4

P. Turdn an ([6], Satz X) und verfahren so wie in [4], Seite 193. In un-
serem Fall ist die Bedingung [4], 5.28, auch erfiillt, weil

(419) Ty > L >1og"* T > exp(ilogloglogT) > [gy > |Tgy-

Nach dem Muster von [4] (Seite 193-195), kommen wir einfach zum
Schlul des Beweises.

Durch Vergleich der beiden Abschiitzungen (3.3) und (4.1) bekommt
man (1.4).
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On the representation of 1,2,...,n by sums
by
L. MosER (Edmonton, Canada)

If 4: 0 =@, <ay<...<a is a set of integers such that every
positive integer not exceeding m is the sum of two elements of A then A
ig called a 2-basis for m. In what follows we let &k = k(n) be the smallest
integer for which a 2-basis for » with % elements exists, and let A be such
2 minimal 2-basis. The problem of estimating k(n) was first proposed
by 1. Schur. Since we can form only k(k—1)/2 pairs of distinet elements
of 4 (disregarding order) and ¥ sums of the form 2a,, we have (k*+k) 2
>n-1. On the other hand, the numbers 0,1,2,..., [Vn—l],Lﬁ],
2[Val, ..., [Vn+1][Vn] are easily scen to form a 2-basis with 2[Vn]+1
elements. The only improvements on these trivial estimates seem to be
those of Rohrbach [1] who proved that for n sufficiently large

1) —7;2—(1—.0016) > m.

Although Rohrbach conjectured that .25k%~mn his proof of the much
weaker result (1) is rather complicated. The objeet of this note is to prove
the better estimate .

2) 7; (1—.0197) > n.
To the set A we make correspond the generating function
n
(3) fa) = > %
=1
and let
(4) g(@) = (f2(@)+1(=)/2.

The coetticient of & in g(») will be the number of representations o.f ]
in the form a,- a, where order is not taken into account. We now define

8(j) by "
(%) (@) = 14otart...+a"+ Y 8o

j=0
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