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contrary to (24). If @ = 1, then by (27) we obtain L = A, contrary
to (26).

REMARK 4. The hypotheses of theorem 2 hold if mg = pi-+1l, i =1,
9,...,L—1, where p is an integer and p is not @ divisor of m—1.

The function which possesses this property has, up to (n-1)-th
term, the same Taylor expansion as & p-symetric tunetion.

REMARK 5. The hypotheses of theorem 2 hold if 1° my = ip-+1, where
p is an integer and n; < (n—1)[2, 2° p is not @ divisor of m—mny for m; >
> (n—1)/2 and 3° p is not a divisor of n—1.

I The above estimations cannot be improved.

The hypotheses of theorem 1 are satistied by the cooftficient b, of
the funetion f(z) = 2(1-+&~""H¥E+D, because by = 0 if k<n; but b, =
= 2/(n+1).

The hypotheses of theorem 2 are satisfied by the coefficient a, of
the funetion g{z) = 2(142""H¥""Y, because ap =0 if kb <n; bub
a, = 2[(n—1).
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Propriétés des intégrales d’une équation
de I'hydrodynamique d’un fluide visqueux

par J. WOLSKA-BOOHENEK (Warszawa)

1. Introduction. Les équations du mouvement d’un fluide visqueux
incompressible ont la forme

3
(1) F:— +Wxv = —F—vrotW,

ol W =rotv, v désigne la vitesse du fluide, v est le coetficient de visco-
gité cinématique, F le vecteur des forces extérieures.
D’aprés la transformation

) .
rota—;} + 1ot [ WX v] = —rot F—vrot(rot W)

ot d’aprés léquation de continuité dive = 0, nous obtenons les équa-
tions (1) sous la forme
aw
(2) ¥ = (W-F)v+vdW-rot F,
ot 7 désigne lopérateur de Hamilton.

Les équations (2) deviennent plus simples pour le mouvement plan,
puisque dans ce cas v, =0, v, 6t v, ne dépendent pas de la coordonnée z,
ce qui permet d’introduire, grace & la supposition dive = 0, la fonction
du courant y(w,y,t) définie par les égalitiés

A Oy by
(3) Vg == —— Uy = __5;

i
ot de remplacer les équations (2) par une seule équation

_0(dy) _ 9y 9(dy) 0y 0(dy)
) Ay = = e e oy T

ou la fonction @(»,y,t) = rot, F est connue.
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Dans ce travail nous étudierons quelques propriétés des intégrales
de 1’équation homogéne
a(4y) _

(®) v (dy)——

0,

analogues aux potentiels. Nos raisonnements concernent un domaine
borné D limité par la courbe fermée C, satisfaisant aux conditions sui-
vantes: La ligne fermée C a une tangente continue en tout point et I'angle
que fait cette tangente avec une direction fixe satisfait & la condition
de Holder de la forme suivante:

(6) oo, < 0re, (0 < a<1),

ol dgg, désigne Pangle que font les tangentes en deux points arbitraires
@ et @, de la courbe C.

2, Etude des intégrales de I’équation homogéne, Nous allons
d’abord étudier I’équation homogéne suivante:

)

= 0.
At

(1) va(dy)— 2!

En substituant Ay = u, nous obtenons I'équation de la chaleur »Au—
—du /0t = 0, dont la solution fondamentale est de la forme

u(d,t; B, 1) = ! ex[ mrim ]
P T = R T hi—a )

ot A(2,y) et B(&, n) sont deux points arbitraires du domaine D et ¢ > 7.
Pour obtenir la solution fondamentale de I’égquation (7) nous consi-

dérong ’égquation
}_._0_[,.91#_]_ 1o [ raz ]
r oorl orl t—v P dy(t—7) L’

dont la solution 2 la forme suivante:

e—a*
—dg-+p(1)lograg,
A BI2VIEI—T)
ol la fonction ¢ est arbitrairement choisie dans la classe (). La premidre

partie de la solution fondamentale (8) de I'équation (7), e’est-d-dlixe la
fonction

(8) Q(4,t;B, 1) =

e

rABI2V(I=3)

(9) o(d,t;B, 1) =

fera l'objet de notre étude.

icm
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Nous allons d’abord chercher une limitation de la fonction w(4, t;
B, 7). Berivons donc ’

r e-d* Fod
o, 68,91=] [ ¢ <eonss [,

rABI2V (=7 r4BI2Vv(E~T)

olt 1 est une constante positive arbitraire. Nous en tirons la limitation
guivante, & singularité séparée,

. const
(10) lw(4,t; B,7)| < 2

;]

pour chaque point A = B du domaine D, pour 4> 0 et ¢ > 7. Remar-
quons que la fonction w(A4,t; B,t) est continue pour chaque ¢ > et
tend verg zéro si t -7, mais 4 #* B.

(t—7)*

2.1, Potentiel de charge plane. Appelons potentiel de charge plane,
relatif & l'équation (7), lintégrale suivante:

1]
(11) V(4,t) = [ [[o(4,t; B,7)e(B,7)dopdr,
oD

ol ¢(B,7) est une fonction bornée et intégrable dans le domaine BeD,
0 <7 <T. Lintégrale généralisée (11) est uniformément et absolu-
ment convergente dans le domaine AeD+C, 0 <t < T, puisque pour
0 <A< 2 la singularité de la limitation (10) sera faible. Kvidemment
on a
(11) IV (4, 9] < B, suplel,
K, étant une constante positive.

THEOREME 1. Si la fonction o{(B,t) est bornée et intégrable dans
le domaine D et pour 0 <t < T, le potentiel de charge plane (11) admet
des dérivées premiéres par rapport aum coordonnées du point A(z,y) qui

Sexpriment par les formules
[

Vald,t) = [ [[wu(4,1; B,7)0(B,7)dogdr,
(12) o‘D
Vy(d,t) = [ [[wy(4,1; B,7)e(B,7)dopdr.
0D

Démonstration. Remarquons d’abord que

ot [,,sz] exp[_ rup ]
) P £ (1—7) .m—-é o = 45 (t—) Y= -
, )

748 r4B T4B TaB
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Nous en tirons que
g const

< (f— )
FHVa(t—7) | THE

(13) lo4(4,1; B,7)| < y
ol % est une constante positive, arbitrairement choisie. La singularité
de la limitation (13) sera faible si 0 <A< 1, donc les intiégrales (12)
sont uniformément et absolument convergentes.

Nous prouverons notre théoréme pour la dérivée V,(4, ¢). La preuve
pour la dérivée Vj(4,1) sera la mémbe. Kerivons

(14) V(d,t) = fJ(A,t,r)dr,
ol ’
(15) J(4,1,7) = j} w(d,t; B,7)o(B,7)dog.

La fonetion J(4,t,7) est continue et bornéde, si v —¢. On peut démon-
trer, de méme que dang la théorie du potentiel logarithmique, que la
fonetion J (4,1, v) posséde une dérivée de la forme

(16) To(d,t,7) = [ [ wu(4, 4 B, 7) (B, 7)dop
D

continue pour ¢ > r. La fonction J(4,?, 7) reste continue ot bornée
gi T, d’ol

t 11
Vald, 1) = [Ju(d,t, v)dv = [ [ [ w4(4,t; B, v)o(B, v)dogdr
0 o D

ce qui est la conclussion de notre théoréme. En outre nous obtenons
immédiatement, en vertu de I'inégalité (13), la limitation suivante dos
dérivées (12)

@an Va4, )] < K, t#**sup |l

el 0< A< L.

" 11 en résulte de méme que la fonction V (4, t) satisfait & la condition
de Lipschitz pour 4 eD--C
a7’ |V (A, t)—V(Ay, 1) < V2 KtV sup|olrya,

K, étant une constante positive.

TEEOREME 2. 8il¢ fonction o(B, ), continue et bornée dans le domaine
BeD, 0 < v < T, vérifie la condition de Holder

(18)  le(4,f)—e(dyt)| < constrly, (0 <h<1),
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le potentiel de charge plane (11) admet des dérivées secondes Vi, Viyy, con-
tinues dans le domaine AeD, 0 <1 < T, exprimées par les formules

: :
Viold, 1) = [o(4,0) [~ [wn(4,;@, t)cosyadlg+
0 or

+ [f wm(4,t; B, 7)dop|dr+

D-E,

t
+ [ [ [ omal4, t; B, 1)[e(B, 1) —e(4, 7)]dogdr,
0 D
(19)

11

Vinld, ) = [ (4, ) [~ [wy(4,1;Q, vcosy,dlo+
Cr

[

+ [[ w4, t; B, v)dog|dr+
D-E

) .

+ [ [[win(4, 4 B, D[e(B, ©)—o(4, 7)]dosdr

o D
K désignant le cercle dans le domaine D, contenant & Vintérieur le point A,
v 68 vy les angles que fait avec Pave OX ou OY la tangente & la circonférence
Ox du cercle K au point Q.

Démonstration. Nous nous appuyerons sur la démonstration
analogue, donnée par W. Pogorzelski dans les travaux [1] et [4], dams

‘la théorie du potentiel relatif aux équations du type elliptique et para-

bolique.
. Prenons la fonction auxiliaire
% 2
e 7
(20) o(4,4; B, 1;2) = f A (1<
I/ri B+22/ v(t~f)1

# étant un paramdtre réel. Kvidemment on a
@(4,t; B, 7,0) = w(4,t; B, 7).
La dérivée @, a la forme
ox [_ "'iu;‘f‘zz]
Pl T He—0) o—¢
Vit g+2* *am

Anngles Poloniei Mathematiei VII, 10

®z(4,1; B, 7152) =
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Nous allons étudier I'intégrale

(21) Th(A,t;v52) = [[@(4,1; B, 752) e(B, 7)dop.
D

L’intégrale I, a la propriété évidente:

lim I5(4,t; 752) = [ [ @i(4,1; B, 7)e(B, 7)dog.

230 D

Eerivons lintégrale (21) sous la forrne
(22)  Ii(4,t; v52) = o(M, 7) [ [ @u(4, t; B, v; 2)dop+
D
+ [[@i(4,1; B, 75 2)[0(B, v)—e (M, 7)]dog,
D

olt M est un point arbitraire du domaine .D. (Choisissons & Pintérieur
du domeine D le cercle K dont le centre est un point fixé 4, et le point

A est un point intérieur. En appliquant & la premiére intégrale (22) le
théoréme de Green dans 16 plan, nous aurons

(23)  Ij(d,t;732) = o(M, 0) [~ [@(4,4Q, 7 #)cosy,dlg+
Cr
+ [[ a4, t; B, 7 9)dog] +
D-K
+ [[ ®a(4,1; B, w52)[0(B, v)— o(M, 7)1dos.
D

Les intégrales dans I'expression (23) étant régulidres pour = << t et z > 0,
la fonction I, posséde des dérivées continues & lintérieur du cercle K:

I (A4, 7;2) = o(M, T)[— fav;,(A, t; @, 7;2)co8y,dlg+
5:4

+ ff (4, t; B, 75 z)doB]-I—

b-x

+ [[ ol 4, t; B, 732)[0(B, v)— (M, 7)]dog.
D

En substituant M = 4, nous aurons

(24)  In(4,t5v52) = o(4, 1)~ [ 44,4, 7 2)cos yudlo+
O
+ [[ a4, t; B, v 0)dos]+
D-K

+Lfco;;(A,t;B, 7;2)[e(B, 7)—¢(4, 7)]dos.
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Le point A étant extérieur aux ensembles Cx et D—K, la somme des
deux premidres intégrales (24) tend vers une limite définie:

— [wi(4,4Q, r)cosyedlg+ [[ wi(d,t; B, 7)dog
Cg D-K

gi 2— 0. La dérivée @, dans la troisiéme intégrale est

g ] [ rant]

Pl =i Pl7 o=
3(t— 1) %5

d’olt nous pouvons tirer 1’évaluation suivante:

12
xrxe

’

const ™

=" )

ott 0 < A < k. De I'inégalité (25) nous pouvons déduire, par un raison-
nement classique, que la trosidme intégrale dans I’expression (24) tend
vers une limite définie

[[ wie(4,%; B, 7)[o(B, 1) —o(4, 7)]doz
D

(25)  |@a(4,t; B, v52)[e(B, 1) —e(4, D))l <

si z - 0, uniformément dans un voisinage suffisamment petit du point 4,.
Nous en déduigons qu’il existe une dérivée seconde de la fonction (15)
sous la forme:

(26) m I (4, 7;2) = (4, 85 7).
250
D’aprés Vinégalité- (25), nous avons ’évaluation suivante:
’ 0
(27) i b ol < = @<i<h

ol la constante positive O, est définie dans un voisinage suffisamment
petit du point intérieur 4. De 1'inégalité (27) nous pouvons déduire que
P’intégrale

13
(28) V4, 1) = [ T4, t, 7)dr
[}

st absolument convergente. Pour démontrer que 'intégrale (28) est égale
A la seconde dérivée Vi (4, t) de la fonetion (11), étudions la différence:

Veld:, ) — Va4, 1)
Az

i , '
f[Jz(.AUt? 1)-‘7"("1’ t’ T) —J;;(Ay t: "")]d’r
[

"“V"(A’ t)

(29) b =

Aw !

-

= [ a4, 9=Th4, 1, 9
0
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ol A’ est un point arbitraire 4 lintérieur du segment AA4,, parallele
4 Paxe OX. D'aprés indgalité (27), on peut trouver pour chaque nombre
positif ¢ un t, <t tel que l'on ait

12
(30) [Wea(4,t, Dldr <ef3 st AeD.
t&

Décomposons maintenant la différence (29) en une somme de troiy inté-
grales:

1y t ¢
b= [[TunlA's 8, 1) —Ta(4, ¢, 7)]d+ [Toe(d, 8, v)dr— [Te(4,t, v)dr.
0 te iy

La valeur de f, étant fixée, nous pouvons trouver pour le nombre arbi-
traire ¢ > 0 un nombre 7(c), indépendante de 7, tel qu’on ait
¢

s ’ 1’ & 3
[Ja(A", by ) —Ja(4, t, 7)] <§' 51

Enfin, d’aprés les inégalités (30) et (31), nous obtenons

(31) |da] < n(e).

5l<e si |da| < ne)

ce qui signifie que les dérivées secondes du potentiel (11) y'expriment
par les expressions (19).

La preuve pour la dérivée V,, sera la méme.

THHOREME 3. S5 la fonction o(B, ) est continue et bornée dans le
domaine D et si elle vérifie la condition de Hélder (18), le laplacien du poten-
tiel (11) s'emprime par la formule

eV v

t
(32) —— +——=AV(4,1) = [ [[do(4,1; B, 7)0(B, 7)dopds
0 D

Ow? o0y?

dans le domaine AeD, 0 <t < T.
Démonstration. Remarquons d’abord que

1 '—4‘341}
Aw(d,t; B, 1) = — 5i—7) exp yryrmmpny [

d’olt on obtient la limitation

const 1

%) [

[dw] < pour O0<A<l1.
L'intégrale & droite de Vexpression (32) est done absolument convergente.

Etudions Vintégrale
I(4,t732) = [[ ®(4, B, ;%) 0(B, v)do,
D

icm
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o1 12 fonction @ est de la forme (20). La fonction sous le signe d’intégrale
® ne posséde pas de singularités, si # = 0, méme quand 4 = B, et nous
en tirons que

(34) AI(A,t;752) = [ [ de(4,1; B, 75 2)o(B, 7)do,
olt °
Aw(A,t; B, t;2)
_ 1 exp [»_ 'rfw—}-zzJ. g 22° exp[-— 7*3437[—22].
2(t—7) dy(t—7)] rup+et  (rhpt+e)’ dy(t—1)

Kvidemment on a
Aw(4,1; B, 7;0) = Aw(4, t; B, 7)

et la singularité de la fonction dans l'intégrale (34) est faible.
De méme que dans la théorie du potentiel, nous pouvons démontrer
que pour z — 0 lintégrale (34) a la propriété limite

lim AL(4,1; 7;2) = [ [ do(4, B, ©)o(B, ©)dop = AT (4,1, 7).
20 5]

D’aprés 1'inégalité (33), nous avons

const

AT (A, 1, 7)] < (t—-r)"

0<i<i)
et lintégrale

i
[a74,t, vyax
0

est absolument convergente.
En s'appuyant sur le théoréme 2, nous constatons que

12
AV (A, 1) = [ [Tald, b, O+ Jy(4, t, 9]dr
]

t :
-——fAJ(A,t, 7)dr =fffAco(A, t; B, 7)o(B, t)dopdr
[} o D
¢ q. f.d.

CQOoROLLATRE. La fonction AV(A,1) est identique aw potentiel de
charge plane relatif & Véquation de la chalour

¢
1 1 %n
AV(4,1) = _Ejf,f = exp[——‘jw(t__ﬂ] o(B, 7)dogpdr
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et & Dintérieur du domaine [AeD,0 <t < T, en admetiont gue la con-
dition (18) est remplie par la fonction o(B, t), elle satisfait & Véquation
de Poisson:

(4v)
(35) i
8i le point A est emtérieur au domaine D, lo fonction AV (A,1t) satisfait

a Végquation de la chaleur

A(AV)—

A(AV)— = —dnp.

o(4v)
o =0

Cest-a-dire la fonction V (A, 1) satisfait & Véguation homogéne (7).

En outre nous avons la limitation
(35") (AV| < Kt *sup el
oti, d’aprés les propriétés connues de 'équation de la chaleur, nous voyons
que la fonetion AV (A,t) satisfait & la condition de Lipschitz
(36) AV (A, )— AV (4, §)| < Hot"*sup|o|r.as,.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

THEORBME 4. 8% la densité o(B, 1) est une fonction bornée et conti-

nue, le laplacien du potentiel de charge plane (11) admet des dérivées pre-
miéres par rapport au point A, données par la formule

t
(37 (4V)a = [ [f [do(4, t; B, 1)]4e(B, 7)dopds.
0 D

La dérivée (37) admet la limitation
(38) (AV)y < Kt ¥suplo] (3 <4 <1)
et, daprés les raisonnements du traveil [1], elle satisfait & la condition de
Holder suivante:
(39) [(AV (4, )]a— [AV (4, )]al < Byt~ suplolrds.

Ensuite nous pouvons énoncer, sans démonstration, le théordme
guivant:

’_l:‘HEOREME 5. 8¢ la densité o(B, t) est bornée et intégrable dans le
domaine [BeD, 0 < 7 < T, le potentiel de charge plane (11) admet une
dérivée par rapport au temps de la forme

3
av(A, 1) 9
_E’.ti__=!£f-67w(A,t;B, 7)o(B, v)dogds

gl

B 2
el ’r)exp[-— 4B

(i—7) 4v(t——r)] o(B, v)dogdr.

icm
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Cette dérivée admet la limitation suivante:
oV

ot
et elle satisfait & la condition de Lipschitz:
\BV(A,t) 0V (Aq, 1)
a o
A et A, éant des points arbitraires de Vensemble D-+C.
2.2, Potentiel de simple couche. Nous appelons potentiel de simple
couche, relatif & D’équation (7), la fonction suivante

(40) E,t'"*sup|o|

(41) < H,t""*sup|o|raa,

i
(42) WA, =[ [old,t;Q, )u@, 7)dedr
]
oit 1a courbe fermée C limite le domeine D. La fonction x(@, 7) est bornée
et intégrable pour chaque point Q<C, 0 <7 < T. La fonction W(A4,?)
admet des dérivées d’ordre arbitraire, si le point A n'est pas situé sur

le contour C, et elle vérifie ’équation (7) en tout point A & lintérieur

du domaine D. Au point arbitraire P de la frontiére ¢, le potentiel W (P, 1)
g'exprime par l'intégrale généralisée :

[
(43) WP, 1) =[ [0, 1@, Du@, ) dedr.
00

Nous voyons que la derniére intégrale est absolument convergente, en
choigissant Ia constante arbitraire i dans I'inégalité (10) 4 lintérieur de
Pintervalle (0,1). BEvidemment on 2

(43") [W(P, )| < k,t*+ sup|pul.

THHOREME 6. Si la fonction u(@, 7) est bornés et intéyrable dans la
région [@eC, 0 <t <T], le potenticl de simple couche (42) est continu,
lorsque le point A tend vers le point PeC, cest-a-dire
(44) lim W(4,t) = W(P,1).

o A—PeC
Ta démonstration s’appuye sur P'inégalité (10) et elle est analogue
& 1a démonstration classique dans la théorie du potentiel.

2.73. Potentiel de double couche. Nous appelons potentiel de double
couche, relatif & D’équation (7), la fonetion

|12
W) Oy = [ [l 5@, a0, 9l
0 C

¢ 2
co8
= f fexp[——ri@;—]-—o—lg—%,u(@, Py dlgdr,
v & 4:1’(7:%‘5') 74Q -
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ol yo4 st Pangle que fait la normale intérieure au point ¢ de la courbe C,
avec le vecteur QA , u(Q, v) étant bornée et intégrable dans le domaine
QeC, 0 <t < T.La fonction U(4,1) vérifie équation (7) en tout point
A extérieur & la frontitre ¢ et pour 0 <t < T. Au point P de la courbe
¢ la fonction U(P, t) g’exprime par Vintégrale généralisée

"rq COSyop

Ute, 1 ij exp[ 4y t——r)] rpg #

Cette intégrale est absolument convergente, puisque le rapport (cos yer) [trg
admet une singularité faible, si rpg — 0, d’aprés D'évaluation connue

(@, ©)dlgdz.

const

CO8ygp
YpQ

a étant exposant positif dans I'inégalité admise (6). En outre U (P, ?) — 0,
§i t—0.

TatoREME 7. S la fonction w(Q), v) est bornbe et continue dans le
domaine Q<C0, 0 <t << T, le potentiel de double couche (45) posséde des
valeurs limites, si le point A tend vers le point P de la frontiére C, et ces
valeurs sont les suivantes:

T—a

7' 'PQ

t
(46) lim U(4,t) = UP,t)£x [ u(P, v)dv,
A-rPel 0
ois le signe -+ correspond & la valeur limite intérieure, le signe — & la valewr
limite extérieure.
Démonstration. On démontre dans la théorie du potentiel les
propriétés de l'intégrale suivante:

2mu(P,t), si A et un point intériewr & C,
08704 2 b fdlg = | mE(P, 1),  si A est sur O,
740 Q- mL,
‘ 0, g1 A est le point extérieur & C,

oll nous avons posé
!

AP, 1) = [ u(P, 7)dv
0
Comme dans la théorie du potentiel logarithmique, on peut démontrer

que le potentiel de double couche, dont la densité est variable, posséde
les valeurs limites suivantes:

) hmdfcosqu ~(Q 1)dlg _JS?Z@_’“(Q t)dlo:{:nﬂ(P 1),
'PQ
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ot le signe + correspond & la valeur limite intérieure, leo signe — 4 la valeur
limite extérieure. Le potentiel de double couche (45) a la forme suivante:

COo8
(48) U, 1) = [ 404, 0, v,
g T4
out 'on a posé

i
TaQ
i €, = oo~ o wie, +

Evidemment
¢

oPy Pyt) = [ u(P,

0

Lm po (4, P, 1) =
4P

De Texpression (47) nous pouvons déduire que le potentiel (48), et de
méme (45), posséde la propriété (46) c. q. f. d.

2.4. La dérivée normale du potentiel de simple couche. La dérivée
normale du potentiel (42) g’exprime comme il suit:
AW (4,1 _

(49) g

J“[“’ (4,159, 1u(Q, 7)dlgds

P
’“ffe P[ P (t~r>] “32“”

ot yf, désigne Pangle que fait le vecteur AQ avec la normale intérieure
au point P de la frontiére C'; le point 4 se trouve sur cette normale.

THEOREME 8. La dérivée normale du potentiel de simple couche (42)
posséde la propriété limite suivante:

f / e e

Fr | u(P,r)dr,
of :

(@, v)dlgdr,

(50) lim dW(A t)
APeC dnp

Ddlgdr F

la fonction u(Q, v) étant supposée continue par rapport aw point @ de la
courbe C. Le signe — correspond & la valeur limite intérieure, le signe + & la
valeur limite extérieure.

Démostration. Soit la fonetion auxiliaire

(1) W*(4,1t) = feorsj’:o 44,9, dzo+f 5Ya4 *( 4, P, t)dl,,
(4]
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ol
t

2
ur(4,Q,1) = fexp[— L%A__o_z_)]ﬂ(@ 7)dr,
o
(52) .

W4, Py "'ofeXP[“w_f) u(@, i

Désignons par @ Vangle que fait Ia normale au point ¢ avec la normale
au point P sur laguelle est situé le point A. Nous avons

Yo = ©—(0+va4),
Ta fonetion (51) s'exprime donc comme il suit:

cosyhg = — 6080 Co8 Y4+ 8inO8IN Y.

CO08Yg4
(63) WA, = [ 144, B0~ (4, @, 10561 =L g+
o

J [ EnOsIhYed ey, g, gty

& Taq

La premiére intégrale dans l'expression (53) représente le potentiel de
double couche, dont Ia densité est nulle au point P. Ce potentiel est
donc continu au point P de la courbe C. La seconde intégrale (53) ot
augsi continue. Pour prouver ce fait il suffit de remarquer que

(0<a<1)
d’aiprés Phypothése concernant le contour 0 (inégalité (6)). IL en résulte

|sin®| < constreg

COo8
lim WA, 0 = [ S5, @, nalgt [ TLE (P, P, )il
AP0 I TpqQ & TPQ

t
= [P, @, Dillgtr [ (P, )
& 'rPO 3 .

et nous arrivons & la propriété 1imit9 (50) ¢c. g. f. d.

2.5. La dérivée tangentielle du potentiel de simple couc.he. La
dérivée dans la direction d'une tangente au point PeC du potenticl (42)
g'exprime comme il suit-

oy LD Jw[wAtQ, 91(Q, D dlgd

|12
f Slll’yAQ [_ Tﬁto
K bf T4 4v(t—‘— 7)

]M(Q, ) dlgdr,
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ot yho désigne Pangle orienté que fait la normale au point arbitraire P de
la courbe ¢ avec le vecteur AQ.

THEOREME 9. 8¢ la densité u(Q, ) est continue dans le domaine
[@eC,0 < v < T] et vérifie la condition de Holder

(85) (@, ©)— (@1, 7)| < H,rbo,,

st la courbe O vérifie la condion (6) la dérivée du potentiel de simple couche
aw point A<D dans la direction dune tangente aw point arbitraire P de la
courbe O, tend uniformément vers une limite déterminée par une intégrale
singuliére, au sens de la 'va,Zem' principale de Cauchy:

2
im 7410 f fm;l;m 2|~ g |w@ s

si le point A tend vers le point P d'une fagon arbitraire. (ypg désigne Vangle
que fait la normale au point arbitraire P de la courbe O avec le vecteur PQ;
observons que cet angle est orienté, donc qu’il & une mesure positive ou néga-
tive).

Démonstration. Désignons d’abord
WA, t) = dW (A, t)/dlp

en admettant que le point A est situé sur la normale & la ligne C au
point P. Remarquons qu'on a:

4 :
. _ sinyfg . 0 B
W(A,t)—ff 0 oy [~ o e R
[
74Q dy(t—
smydo—sinyol [ %0
= ——————exp|—
‘.[J T4Q P 4v(t—7)
t »
Sinyo4
+ —————exp[—
J‘(J T4Q 4y (t—

oll yo4 désigne I'angle que fait la normale au point @ avec le vecteur AQ.
Désignons ensuite

¢ . .
fm — 81
(56) W‘(_P,t):ffMe
V& "ro

] (P, 7)dlgdr

] (@, ) dlgde+

] [u(Q, v)— u(P, v)]dlgdx,

xp[ o (t ]u(Q,r)dedr—i—

t . »
8Inyop
+°f0f"““¢m eXP[ o u ]E/A(Q,r) #(P, 7)]dlgdz.
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Les suppositions faites permettent de constater que la, singularité
des fonctions figurant dans les intégrales dans les expressions (56) est

faible.
Par une méthode identique & celle qu’on utilise dans la théorie du

potentiel logarithmique nous pouvons démontrer que

(WA, )—W P, 0 <e si AP <7,
¢. q. f. d. Le résultat reste vrai si le point 4 tend vers le point P d’une
fagon arbifraire.

TrEoREME 10. 8 lo densité u(Q, ©) est continue et vérific la condi-
tion (85), si la courbe C satisfait & la condition (6), les valeurs Uimiles des

dérivées tangentielles du potentiel de simple couche: 9
i . .
] —sin
1) Wep, o = [ [HRrETe g[8 (g, ydlqar+
o TpQ do(t—~

. .
S yop TrqQ 0 .
«f [ e - o] (@, = (P, M1alqie

dans les directions des tangentes sp & la courbe O, satisfont & la condition de
Holder de la forme
(58) |WH(P, 1) — W*(Py, 0)] < (¢;8up]| pl -+ 6H ) ",
0, et G, btamt des constantes positives ne dépendant que de lo courbe C, A une
constante arbitraire de Vintervalle (0,1).
Démonstration. Oonsidérons le cercle I' de rayon rp = 2¢pp 6t
de centre P. Tl suffit d’étudier le cas 7pp, < %6 ol la constante positive d
est le rayon du cercle K de centre arbifraire Pe(, suffisamment petit
pour que la partie de la courbe ¢ située & Vintérieur du eercle XK soit
coupée par chaque paralléle i la normale en un point au plus.
Décomposons maintenant les intégrales (57) en trois parties:

W*(P, t) = W*r(P, t)+W*E=Or(P, 1)+ W*°~°& (P, 1),

ol O désigne la partie de la cowrbe ¢ intérieure au cercle I', Ux la partie
de la courbe C intérieure au cercle K. Nous aurons évidemment:

(89) |W*r(P, t)| < const-sup|ul-t aj

r
< const (sup |u|+ H,)t-rhp,

dl
—_; -+ const H ¢ f Q
TPq G

et la méme inégalité pour W*°r(P,,t). Btudions maintenant la diffé-

rence:

icm

Intégrales d’une équation de Uhydrodynamique 157 .

(60) A = W*E=Or(p, 1)~ W*E=Cr(P,, 1)

§inypg— sin 2
[_,,,_,ZI:&" yor [_ bo ]_
v ogopl 7pg 4y (t-—1)

_ sinypg—sinyep,
r P1Q

]/A(Q, 7)dlgdT+

12
sinyop b ]
! T oi—1) ) T)— (P ,7)]—
afaKLp{ 7pQ exp[ 4v(t—7) [(#(Q, 7)— u(P,7)]
_ sinygp,

PQ

exp[— o ko ][uw, WPy, 7 )]}dlodr

(8inypg— sin ygp) — (8inypo —sinyep,) x
TPQ

0 Cg—-Cp

2

[F)
w_ﬂ]u((), 7 dlgdr+

X exp[~

: P[_4 :fjr)]

+ f f (sinypq—sinyge,) (ﬁ ———

0 Og—Cr Tre
2
o[- 5
T 4Q, mydlgdr+
TPIQ

f

[smme - misl-
PE—T

0 Cg—Cr
_ sinygp, _ b
Ly 2Ne) Xp[ 4v(t— ]][M(Q’ 7= #(P, o)dlgdrt
4 .
+ e o2 (u(y, o) (P, dlgdn
v ogZop "PiQ d(t—r)
= A1+ A2+ As:

puisque la quatridme différence (60) est égale & zéro.” Pour limiter la
premiére partie A, de la différence (60), remarquons que, d’aprés la
condition (6), on aura

(sinypg— sinygp) — (sinypo—8inygp )| < cOnstrep, .
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Il en résulte
3

(61) [4,] < const-sup |u|rep, "1 f ﬁ < consgt-sup [y|-t-r§'j>l,

2krpp1
ot 0 <@ <1, k est une constante positive telle que 7rpq./rpg >k,
Q' désigne la projection du. point @ sur la tangente PX. Pour évaluer la
seconde partie A, de la différence (62) remarquons d’abord que, d’aprés
la théorie des accroissements, nous aurons

)l
eXp[—4v(t—~t) oxp b (i—7)

7PQ L Y]

(617)

| 1 1 7'_%)*@ ]
= — 28 | cos(rpug, Tep,) T
\(2V(t— 3 -+ Tp-q) P[ Hu—7) (Tpvq) TEP)) PP,

const  7pp, const
t—1) R Theg

. ’I’Ppl .

11 en résulte, d’apreés Vindgalité évidente Jrpg < Tpeq < i7pq, la limitation
suivante:
[4

- daé
(62) || < const-sup|u|£ rpp, f‘gz:ﬁ:+
2kYPP1
8
aé 1-4a
- const-sup |p| ¢+ 7pp, fwz:‘;<const'sup|,u|t 1Bp, -

2"’1’[’1

Enfin, pour la troisiéme partie A, de la différence (62) nous obtenons

i . X 4
sinyop— sin 7
Ay = f f Yor L2 - [-— M(:’iﬂ] [1(Q, ©)— u(P, v)]dlgdr--

Tpq
1hq ]
[exp[ 4v(t—1)

Tpq

? ogor

‘
+ f f sinygp,
0 Cg-Cp

2
0)

exp| — — ¥
-~ —[—ﬂ“—’—l] [4(@, ) — u(P, W] dlgdr.

TP‘O
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D’aprés I'hypothése (6) et I'inégalité (63), nous aurons done Iinégalité

., as ' d&
(63) |4, < const.H,7pp, 1 =g +const H rpp, —1- ?_—ﬂ-{—
2krppl 2"'PP1
]
a
-+ const H,rpp, e f —z_i—_p
2%r: ¢
PPy

< const H,rpp, t- const H,rgp, t-+ const H,rfE - i1
< const H,rbp 172

Il reste & étudier la dernitre différence W*C~CK(P, 1)—W*9—CE(P,,1).
Maintenant la distance rpq n’est pas inférieure au rayon du cercle K, et
le point P, se trouve & l'intérieur du cercle de centre P et de rayon %6
La fonctlon W*—CE (P, ¢) posséde donc des dérivées borndes dans le voi-
sinage du point P et elle vérifie 1'inégalité de Lipschitz. Nous en tirons,
en rapprochant les inégalités (61)-(65), la conclusion du théoréme 10.

2.6. Limitations des dérivées. Pour trouver une limitation des
dérivées du potentiel (42) écrivons
¢
Wad,0) = [ [ol(4,t;Q, Du(@, v)dlgdr
0
¢

= [ [ol(4,4@, DIu(@, ) —a(P, )]dlqdr+

[ 2]
1

+ [P, 7) [0l(d,t;Q, 1)dlgdr
[] [s]

P étant le point de la courbe O le plus rapproché du point intérieur 4.
11 en résulte, d’aprés I'inégalité admise (55) et les propriétés des dérivées
du potentiel (42), la limitation suivante:

(64) [Wia(4, 9] < kolsup|u|+H,14 ™,

ol A* est un nombre positif arbitraire vérifiant 'inégalité A* < g, et
k., — un nombre positif ne dépendant que de la courbe C. Il en résulte,
de méme, que le potentiel W (4, t) satisfait & la condition de Lipschitz

(65) W (A, 1) —W (4, 1)] < K, (sup | p|+H) P r 04,
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ot AeD-C. Nous aurons encore la limitation suivante:

t
66) | [ [ [do(4, 40, )14n(@, Ddlgdr]
0 C

t t
<suplul-| [ [ (Aw)gdzqdrl+foquw);i-mco, ) — (P, 7)|digdr
0 C 0

< ko [sup [p|' M H, '],
ot l—a< A, <1; 1—38< A< 1.

2.7. La dérivée par rapport a la variable ¢ du potentiel de double
couche.

THEOREME 11. La dérivée par rapport & la variable t du potentiel
de double couche (45) s’exprime par la formule

(67) dU A 1) fcf

4 2
T4Q T4Q
= — dlgd
afof yIYTE—=Y GXP[ 4v(‘t~1)]OOSVQAM(Qy T)dlgdr,

o AeD+C, 0 <1 T

Démonstration. La propriété est évidente si le point .4 n’est pas
situé sur la frontiére C. Dang le cas 4 = PeC, considérons la fonetion

2
(68) U(P,t, ) = Jexp[—zﬁj{_ﬂ]coww (@, v)dlg.

II

—g—t[-—wm 40, )]u(@m)dlqdr

La fonction (68) tend vers zéro si v —¢. En effet nous avons

rd 608 s 2 rd o8 42 (t— 7)*
exp [_ Po ] Y4 _ [ Po ] exp[»« Pg ] V")’QAH_M( )
4y (t——'t’) TP 4:(t— ’L') 4y (t-— T) rrq

Nous en tirons, en choisissant 0 < A < }a,

co8 congt - sn
Uexp[ ko ] Ye4 9, 1)(110‘ < (t——r)‘[! N_E'”' dlg —
PQ

dv(t—r)] 7rpq

si 7 1. La fonetion U(P,t, r) est continue dans le domaine 0 <1 < T,
0t <t, PeC et sa dérivée est:
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AU (P, t, ) f il otk COS Y4
o Ja exp[—4v(i—1):| rog M@ Dl

_ "po . b
cf o | = | cosvaan(@, matg.

Or nous avons la limitation

const 1

i)
PR B =y purf)
( 7:)‘ rita

exp[-— e ]COS
dy(t—1)2 dv(t—7) Vo4

d’olt nous pouvons conclure, que

(69)

<

const .
(f~ o ol l—ef2<i<<1.

’gU(Ptr)

d
L’inégalité précédente pour la fonetion o U(P,t, ) nous permet. de

déduire, de méme que dans le travail [1], que la dérivée 8 U [0t s’exprime
par la formule (67).

TutorEME 12, 8i la fonction u(Q), 1), definie dans le domaine Q< C,
0 < v KT, est bornée et intégrable et si Za com be C vérifie la condition (6),
la fonctw% (67) vérifie la condition de Holder par rapport au point P de la
courbe O avec un exposant arbitrairement infériewr & Vexposant o de Vhypo-
thése (6) et, par rapport & la variable t, la condition de Holder avec un empo-
samt arbitrairement inférieur & la moitié, c’est-i-dire:

d 0 -
(70) m Up,1)— % U(Py, 1) | < eosup |u] [rEp, - t0 70 4 |t —1,]°7]

0 et 0" désignent deux constantes positives arbitraires, inférieures & U'unité
(, < t).

Démonstration. D’abord nous allons démontrer la propriété (70)
8i ¢, =1¢. Les valeurs de la fonction (67) correspondant & deux points
arbitraires P et P, de la courbe C s’expriment par les intégrales géné-
ralisées suivantes:-

¢
f)U(P, t) . TpQ [“_—T_&—]
ot beéf 4,,”_1)261{1) i—7) o8 yeri (@, T) dgdr,

P” ™ho |
T A (t—) dlgdz.
ff&ut r)ﬂ [ t(t—7) co8yop, (@, T)dlgdr

Annales Polonici Mathematici VII. 11

(71)
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Considérons le cercle I" de rayon 27pp, et de centre P. Il suffit d’étudier
le cas rpp, < 36, ou la constante positive & est le rayon du cercle K de
centre erbitraire Pe(, 2ssez petit pour que la partie de la courbe C inté-
rieure au cercle K puisse &tre coupée par chaque parallele & la normale
en P en un point au plus.

Décomposons maintenant les intégrales (71) en trois parties:

wi'alz)——’ Y _ ver(p, 0+ UPR-Or(P, i)+ UFO(P, 1),
) AU (P, 1)
i = U (P, )+ UPEO0(Py, 1)+ U R (Py, 1),

ot O désigne la partie de la courbe (' intérieure au cercle I', Cg la partie
de la courbe ¢ inférieure an cercle K. Nous aurons évidemment, d’aprés
1’inégalité (69),

(18) . |U9T| < const-sup |u|t"

~0)a/2 ,0a
)/V'Ppl;

ol nous avons polé a—2-424 = fa.
Hitudions maintenant la différence
A = UPEOr(P, 1)~ UPE0(Py, 1)
en la décomposant en deux parties:
i

(74) A=f

0 Cg-Cr
¢ 2
"P1@C08Yor, )
L el i)
3 ogiop 4y (t—7)? 4y (t—7)

ke
B (i—7)

4y (t—7)* y(t—1)

—exp [—— ]] w(@, v)digdr.
Pour limiter la premiére partie de 4, consgidérons un systéme de coordon-
nées 0XY dont P'origine est au point P et I'axe PY est la normale inté-
rieure & la courbe €. Les coordonnées des points P, @, P; sont: P(0, 0),
Q(&, 1), Py(Z,¥). Alors nous aurons

[7pgCO8 yop— 1P QCOS ygp | = |ZC08(®, ng)--Fcos (Y, ng)|

< |@eos (@, ng)| + | Feos(y, ng)l.

D’aprés les inégalités connues:
|Z| < constirgh}, |cos(y, ng)|l < constrpe,

7l <7pp,, lcos(@,ng)l <1,

— T, CO8 T8
f "rQO08Yor —"r10C08 Yor, exp[—4 £4 ]M(Q’T)dlod""*‘ -

icm
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nous obtenons

(78)  Irpae0syop—1rp 0COSyop| < const(rihi+rep -73q), i QeCk.
D’aprés 1inégalité (75) et la limitation
ox [ ) ]‘ const 1 ’0 i1
4y (t— )2 P dv(t—1) (t—r)‘l r}—azz (0 <1<,

le premier membre A, de la différence A (74) vérifie Vinégalité

t
dr dl, dl
144 < const-suplylf——j[”i’:iti f o +7ep, f : ]
g ¢—7) ogtop"

r4—u~n
x=-0or £9 og-op *9
3 1
. af e 13 as
< const- sup|u|t* ‘[rpjsll f ’ET—H+"PP1 f —54-24—};]’

2krpp; 2krpp;

ol k est une constante positive telle que 7pq./rpg >k, @' désignant la pro-
jection du point @ sur la tangente PX. Il en résulte l'inégalité suivante:

(76) |4, < const-sup |u|t' g = const - sup ||tV

oll nous avons posé a+21—2 = fa, 0 < 6 < 1. Pour évaluer la seconde
partie 4, de 1a différence (74), remarquons d’abord que, d’aprés le thé-
oréme des accroissements, nous aurons

exp[-— ko ]—exp[—————rlzw ]
4y (t—7) dv(t—7)
TP

2
PQ
= exp [~— m]m Co8(Tpeq, TPP,) ' TPP) s

ol P* désigne un point & lintérieur du segment PP,. Si le point Q est
extérieur au cercle I', alors pour chaque point P* du segment PP, nous
aurons l'inégalité

i < Tpg< 3o

D’aprés les remarques précédentes nous obtenons

S 5 ko
(77) |ds] < const'rPPlf f - (t_r)aexp [— B (t—-r)] luldlgdr
0 Og-Cp id i

e dl
< mnst-sup]y[rpplfm. f e
b og-op FQ

a+-21—2

< const-sup |t rgE " = const-sup |u|t¢ OV rip, .
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D’aprés les indgalités (76) et (77), on obtient enfin

(78) |4] < const-sup |u|t* O rgp,

11 reste & étudier la dernitre différence
UFCk(P,t)— U7 (P, t).

Maintenant la distance rpg n’est pas inférieure au rayon du cercle K, et
le point P, est intérieur au cercle de centre P et de rayon 4d. La fonc-
tion UZ~9K(P,1) possdde done des dérivées bornées dans le voisinage du.
point P et elle vérifie 'inégalité de Lipschitz. Nous en tirons la premidre
partie de la conclusion du théoréme 12.

Nous allons meaintenant montrer que ’inégalité (70) est vraie par
rapport & la variable ¢. Les valeurs de la fonction (67) pour deux valeurs
arbitraires ¢ et #, (¢ < t) de Pintervalle (0, T) g’expriment par les inté-
grales suivantes:

¢ .
ou(P,1) Tpg
ot _JJ‘ 4y (t—1)?

i
U(P, tl) _ pg 7.1230 ]
a .,fgf 4v(t1——r)zeXp[" 49 (t,—7) cosygru(Q; 7 d"’d’

Décomposons la différence des valeurs de la fonction dU /9t aux deux
points (P, t) et (P,t;) de la fagon suivante:

(80)

7‘2
xp[- e 1)] cos yapu(@, ) dlgdr,

(79)

TP, t)— UWP, 1) ff exp| — —2 Jeosyopu(@ )dlgdr-+
¢ ¢ ) dy(t— 1:) Lt 4y (t—1) YepliY,T) e .

TPQOOS’}/QP 'I‘i:q ]
+f ”4” p[“m(z—f)_ -

TpQCO8yor

_Teeosyee [ tha ] .
4o (t—) ‘”‘pl 4’”‘:’1*”].' u(Q, Vydlgdr.

La premiére des intégrales (80), en vertu de I'inégalité (69) et de exi-
stence de la borne supérieure de Pintégrale

fﬂ (@, r)dlo

e Ob l-ef2<i<1,
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admet la limitation
(81) || < const-sup |u|[t—2,)**.
Pour étudier la seconde intégrale (80), considérons encore le cercle I7

de centre P et dont le rayon r, n’est pas fixé pour le moment. Décom-
posons la seconde intégrale J, de la différence (80) en deux parties:

Iy = J3A+d5 8

prises suivant la portion O de la courbe O intérieure aun cercle I7 et la
portion ¢ — C; extérieure au cercle I7. 11 suffit d’étudier le cas ol le rayon
rpest suffisamment petit pour que la courbe ¢y soit intérieure au cercle
K préeisé dans la premiére partie de notre démonstration.

Herivons encore

TPoCOSyer kg
fnf 4 ( t—~-r)Z [h 4y (t— )] (@, =) dlods
¢ 2
- ko _ ke cosyar.
= }[L 4w(t_1)2exp[ yrT. ] (Q,r)d] _— dly

73 COSyop
dl
vq ) dq] 7pQ @

Il
—
—

o

=

N

T
usl,u

8

olt nous avons posé ¢q = r2/4v(t—7). Nous en tirons

U frpocosyop [_ 4,;3?1)] @7 dlgdr‘

cos
< sup|ul- f——l@—{dlo‘ < const-sup |pu| % .
oy TPe
n
Il en résulte que
(82) |JS0) < const-sup |u|re.

Soit maintenant la fonection

7COSyop r2
N(r,t) = ywD exp[——m].

Sa dérivée Ni(r,1) est
’ r
Nilr, 1) = [“ o T 16v2t4] [—"‘{] e08ver

=[_(£?)H+(4vt) ] [ ]COSV‘?"E'
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Nous en déduisons quil existe une constante Ly telle qu'on. ait

1

N
5—2/1-—1.! t/l

(83) [Ny, 1)) <

potur chaque 7 et } < A< 1. La seconde intégralo J3 7 de la différence
(80) admet la limitation

21
_ ke [t—t|dlg T u(Q, *
R b
v loo, 'P@
dlg
<0011513'B11P“/6|'|t”'t1| f ;‘i‘:m*_’_—‘;’.
06y THO

Pour évaluer Dintégrale & droite de 1'inégalité (84), remarquons que

f 5—21—-11 <2 f 55 2/1—4

O-—On ko

const
4-—2/1-—1: ?

ol %, désigne la borne inférieure du rapport PQ’'/PQ, L
de ensemble C. Nous en tirons que

-~ lo diametre

1
(85) [J9-97| < const-sup [u- [t—1,]- T

ol la constante ne dépend pas de r,. Choisissons ma.mtenant le rayon
7y en posant

7 = congt|i—,|* < 0,
oL la constante positive A* vérifie I'inégalité
H4—24—a) < 1.
Le choix de la constante positive A* seva le plus avantageux si Pon prend

1—A*(4—2A—a) = 2*a,
d’ont
1
W=,
4—22
D’aprés les indgalités (82) et (85), nous avons

(86) |Ja] < const-suplu|-[t—t,"?, o 0< 0 <1.
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En rapprochant les inégalités (81) et (86), nous obtenons la seconde par-
tie de la conclusion du théoréme 12. Evidemment nous aurons la limi-
tation

o 2| <meseami

Remar que. Les rl%sultats précédents peuvent é&tre obtenus, par
la méme méthode, dand le cas de la dérivée normale du potentiel de
simple couche. Les inégalités (70) et (87) sont aussi vraies pour la fonction
AU, puisque la fonction U satisfait & 1'équation de la chaleur AU —
—aU/ot = 0.

2.8. Potentiel logarithmique de double couche. Considérons le
potentiel logarithmique de double couche:

(88) 2(4,1) = f 08704 19, 1ydle,

c
ol yg4 désigne I’angle que fait la normale intérieure au point @ de la courbe.
¢ avec le vecteur Q4 ; la fonetion ¢ est bornée et intégrable en tout point
Qe0, pour 0 <t < T. La fonction (88) satisfait & 1’équation (4) en tout
point A extérieur & la courbe C, et en fout point Pe( elle s'exprime par
l’intégrale absolument convergente

cos
Z(P, 1) = f_.ya_}i
& Tre

£(Q, t)dlg-

Il est bien connu, d’aprés la théorie du potentiel logarithmique, que le
potentiel (88) admet des valeurs limites si le point A tend vers le point
PeC, qui s'expriment comme il suit:

(89) : EmZ(4,t) = Z(P, )£ml(P, 1)

(ot le signe 4 correspond & la valeur limite intérieure, le signe — & la
valeur limite extérieure).

THEOREME 13. 84 la fonction ((Q, 1) est continue et bornée dans la
région [@eC, 0 <t < T] et si la courbe C vérifie la condition (6), le poten-
tiel (88) satisfait & la condition de Holder par rapport aw point P de la
courbe O avec un exposant arbitrairement inférieur & Vexposant a, o’est-g-dire:
0<b<1),

(90) 1Z(P, 8)—Z(P1, )] < e35up|{|7Ep,

ot la constante positive c, ne dépend que de la courbe C.
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La preuve de ce théoréme a ét6 donnée dans le travail de W. Pogo-
rzelski [2].

29. La dérivée normale du potentiel logarithmique de double
couche. Ecrivons le potentiel (88) sous la forme suivante:

01 24,1 = [ 2100, (P, )dlg+£(P, 1) [

& T4 &
= f@i@é [E(@, 6)—E(P, t)]dlg+2nE(P, )

P étant un point arbitrairement choisi de la courbe C. Il en résulte que
la dérivée du potentiel (88) dans la direction d’une normale au point P de
la courbe € (le point A est situé sur cette normale) s’exprime par l'inté-
grale

az(4,1)

az 4,1 _ o d 005?04) N
dnp “J dﬂp(—_u@ [6(Q,0)— (P, H)]dlg.

(92)

Dans le travail [5] J. Schauder a démontré que la dérivée normale
du potentiel newtonien de double couche admet des valeurs limites si
le point A tend vers le point P<C et que cette dérivée tend uniformé-
ment vers ses valeurs au bord, sous la condition que la densité de la charge
posséde une dérivée par rapport & l’arc, vérifiant la condition de H6l-
der, et que la courbe C satisfagse & la condition (6). Sous les mémes con-
ditions J. Sehauder a démontré que 1a dérivée normale satisfait & la con-
dition de Hoélder en tout point P de la courbe C.

En profitant des résultats de J. Schauder nous pouvouns énoncer le
théoréme suivant:

THEOREME 14. 8i la fonction ((Q, 1) posséde wne dérivée par rapport
& Dare continue, vérifiant la condition de Holder:

} ar(@,1)  di(Qs, )|

(93) ar dar |

< H, 4 "'501

el 8 la courbe O wvérifie la condition (6) (0 < f < a), lo dérivée normale
du potentiel (88) sous la forme (92) tend uniformément vers la valeur limite

dZ(A,t)__dZ(P,t)m d [cosygp ; 1
Jm S = = [ ) v, - e, g

o]

ot o valour limite ewiste dans le sens de la valowr principale de Cauchy’

icm°®
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Démonstration. La valeur limite

AZ(P,7) A [cosygp
T = [ e na,

2C08yop* COS ypg— COSH
= J o TRI 1(Q, 0 (P, 1)]dl

hq
(ol § est I’angle entre la normale au point P et la normale su point Q)

a le sens de la valeur principale de Cauchy. En effet, en vertu des hypo-
théses nous pouvons éerire

(94)

dZ(P, 1) =f 2e08ygp-C0Sypg—cosd  df(Q*, 1)

— . T lo—le)dlg

dnp

cos@

_Al(P, 1) 208 ygpCOSypg
— af “ (lo—o)dlg+

ac(P, 1)
(lo—lp)dly — 21 %
Q tp)lily i Uf";’o

+f 2¢08yopC0Sypg— 080 [d{(Q",t) _aLe,)

J ha dl dl ] (o= lp)dlo,

@* étant un point intérieur de Varc PQ. Remarquons que la premiére

et la troisi¢éme intégrale dans I'expression (94) possédent une singularité
faible. La deuxidme intégrale peut &tre exprimée par deux intégrales

) cosf cosf—1 lg—1
00) [ lo—tpdlg = [ L0 gy [lale
J e el ) T e P) o-!-cf o dlg

sin%9/2 —
- ~2f - ! (lo—le)dlg+ [ 2 .
& PQ & ko
La premiére infiégrale (94') posséde une singularité faible, ou bien elle est
réguliére, la seconde existe dans le sens de la valeur principale de Cauchy..
Par la méthode connue dans la théorie classique du potentiel, on
peut démontrer que

dZ (P, 1) _ az(4,t)
an an

<& si  |AP| <.

En gappuyant maintenant sur la transformation (94) nous pouvons

démontrer la limitation suivante:

azZ(P,t)
dnp

, al
< |c¢'sup m—!-f—c‘Ht.
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TapordME 15. §i la fonction [(Q,1) satisfait & lo condition (93)
et si la courbe C satisfait & la condition (6), la valewr limite de la dérivée
normale (92) satisfast & la condition de Holder suivante:

AZ(P,1)  dZ(Py, 1)1 - (Esup
dnp

" (96) il

dnp, + 04f[¢) Rt

ot la constante positive ¢, ne dépend que de la courbe C.

. Le théoréme précédent peut étre démontré par une méthode analo-
gue & celle du travail [4].

En outre, en profitant des résultats de J. Schauder [5], nous pou-~
vons énoncer un théordme concernant la dérivée tangentielle du poten-
tiel (88):

TEGOREME 16. 8i la fonction {(Q), 1) wérifiant la condition de Holder

(97) 1@, )—¢(Qr, ) < HerPp

est continue par rapport & la variable t et si a4 B, > 1, le potentiel (88)
admet, en tout point P de la courbe C elle-méme, une dérivée par rapport
& Dare vérifiant la condition de Holder

AZ(P,1)  dZ(Py,1)

T i ‘ < (05H5+cﬁsup[Cl)-r}‘:};{l‘"’,

(98)

od les constamtes ¢s, ¢ me dépendent que de la courbe O.

On obtient de méme la limitation suivante de la dérivée en tout
point P de la courbe C

IdZ(P, 1)

(98") 7

< (ctH,+ egsup L),

ol leg constantes ¢5, ¢; ne dépendent que de la courbe C.
Nous aurons encore besoin de la propriété comcernant la limitation
des dérivées par rapport au point 4 du potentiel de double couche (88).
THAOREME 16'. Si la densité [(Q,1) satisfait & la condition (93) et
83 la courbe C satisfait & la condition (6), le potentiel de doudle couche (88)
admet des dérivées par rapport auw coordonnées du point A
!
zaa,n = [(2294) 1210, 022, 01k,
& T4 A
qui ont des valeurs limites détermindes si le point A tend wers le point PeC,
et admettent une limitation de la forme

(99) Z4(4,1t) < ¢'sup

Al
—tﬁ +¢ Hy

icm
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o " oy
c' et ¢" étant des comstantes positives ne dépendani gue de la frontidre C.

Démonstration. Nous pouvons tran i y
. ] sformer la dé ]
de la maniére suivante: rivie atdy

o fac(Qr, 1
Z(4,8) = (GOS”"“ “eLY .
) éf ) = (lg—1p)dly

_ f(COSyQA ¢ [dC(Q*, t)  dr(P,t)
& d -

e - ](zo—zp)dla+

di(P, 1) (cos;zQA ’
+ e —
- 5[ xo )A(Zo lp)dlg

PeC désignant le point le plus proche du point intérieur A. D’apres la
tragsforma.tion (94), la limitation (95) et (98’) nous pouvons démontrer
l’ez'ustence d’une limite de la dérivée Z%(4,1) si le point A tend vers le
point PeC, et de plus la limitation (99).
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