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des seconds membres des 4 premiéres équations du systéme (7) satisfont
b lg condition de Hélder (cela résulte des cons1dérat10ns du travail [1]).
Nous en tirons 12 conclusion que la fonction [v*e* ‘w*] véritie la con-
dition de Holder dans tout domaine fermé D*C 1), et par conséquent
la fonction y*(4,t) admet des dérivées secondes en tout point intérieur
AeD, done elle vérifie I’équation donnée (1).

Nous pouvons ainsi énoncer le théoréme suivant:

TEBOREME. §¢ les fonctions qui figurent dans Uéquation (1) et la con-
dition (3) vérifient les hypothéses I ef III, si la courbe O limitant le domaine
D wérifie la condition 1 et si Vintervalle de temps est suffisamment petit pour
que les inégalités (23) soient satisfaites, il ewiste une fonction w(A,1) qui
satisfait & Péquation (1) en tout point intérieur AeD pour 0 <t < T, qui
vérifie la condition Limite (2) en tout point PeC, pour 0 <t < T, et qui
vérifie lo condition initiale (3) en tout point A eD-+0 et pour 1 = 0.
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La dérivée de Lie du comitant géométrique

par C. JANKIEWICZ (Wroclaw)

1. En 1931 W. Slebodzifiski [4] a introduit la notion qui s’appelle
maintenant dérivée de Lie. Cette dérivée est largement appliquée par
les mathématiciens et de plus en plus utilisée par les physiciens. Pour
ces derniers cependant, la dérivée de Lie du comitant géométrique pré-
sente beaucoup plus d’intéret. Le but de cette note est I’étude de certai-
nes propriétés de la dérivée de Lie d’un comitant géométrique.

2, Soit un espace analytique X, 4 » dimensions des variables a°,
qui seront appelées les coordonnées d*un point de X, (ici, et ailleurs, les
indices grecs prennent les valeurs 1,2,...,#n). Si & chaque point de X,
correspond d’une fagon univoque une suite de nombres 94 ('indice A
prend les valeurs 1,2, ..., N), nous dirons que dans X, on a défini un
champ de 'objet 24. Les nombres 24 sont appelés les composanies de cet
objet par rapport aux coordonnées z°. L’objet Q4 sera dit objet géomé-
trique de classe p, si les conditions suivantes sont satisfaites:

(i) Aprés un changement de coordonnées
(1) 2% = ¥ (2%

olt les fonctions % (x*) sont de classe r >p, les nouvelles composantes
oYU =1, 2 , V) de Pobjet 24 sont des fonctions de 94, de %,
de z” et des dérwées de #* par rapport & «® jusqu’s Pordre p. Nous écri-
vong cette circonstance sous la forme

(@ =1,2,..., ),

2) QY = FV(Q4, 0%, 0", 08", 04,00, 2% 5 .5 Dgiay. 0,0 ),
ol
(3) F) 0.0 9
A8 By Omy, Dy
ou, tout court, comme il suit:
(4) QY = FY(Q4, a", 1™

(ici, et a.i].leu.rs, les indices grees avec accent premlent les valeurs
1,2, ...,n, Pindice A’ prend les valeurs 1',2',..., N').
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(i) Les fonctions F4 satisfont aux propriétés des groupes
FYIRY(Q4, o°, o), 2%, o] = PA"(Q4, z°, ™),
(3) FALFY(Q1, 2°, o), 2, 2°] = Q4,
FAU1, 2%, o) = 4
(A" =1",2",.. ., N';a" =1",2",...,n").
Congidérons dans X, une transformation infiniment petite
(6) '8* = 2"+ w%,

oll w®(#”) est un champ de vecteurs contravariant, et ¢ une constante
infinitésimale. La dérivée de Lie de l’objet 24 relativement au champ
du vecteurs w® oun & la transformation infinitésimale (6) correspondante
est définie par

(7) DOt = '04(a7) — QM (a?),
olt «
(8) "R4a?) = FALRA('a%),'a%, 2°].

K. Yano [5] a montré que la dérivée de Lie de l’objet géométrique
24 peut &tre écrite sous la forme

d P
(9) Do — d_(gf‘—w) = 00,2~ ) F¥*0, 0",
& e=0 i=o
ol
00" = 0", By 0" = Oogor...0; @™
4 4
Feod or , ot — orF .
* 0’5" |e=0 * (9(09091‘__95'50“) £=0

1 2 M
3. Considérons M objets géométriques o™, %2, ...,y ol les
indices premment les valewrs A, =1,2,...,N;; A, =1,2,..., Ny; ceed
Ay =1,2,..., Ny. Supposons que les lois de transformation de ces
objets soient:

1

’ 1.1 . ' ’ !
i = P (M, g o) (43 =1",2', ..., Ny),

2, 2, 2
(10) PR = F2(y", 0% 0%) (4, =1,2,..., N},

R
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.o L I
Considérons en outre N fonctions de M objets géométrigues p47, I =1,
2,..., M, données sous la forme
1 2 M
(11) Q4 = GA("{)Als 'PA27 ) 'VJAM)'
Les nombres 24 sont appelés les composantes [1] du comitant géométri-

I I
que des objets y*7, si dans la transformation des objets I d’aprés(10),
ces nombres se transforment d’aprés la formule

(12) QY = FA’('QAy muﬂ wal)i
ot les fonctions P satisfont aux relations (5).
4. Nous étudierons maintenant la dérivée de Lie du comitant géo-

. I
métrique. Nous allons définir dans X, les objets ‘24, 'p* au moyen des
exypressions

(13) Q4('a") = F4['Q4(%), o*, '2°],
1 1 1 ,
v ('2%) = FA['p*(a7), o*, a1,
(14)
M M M
P ('0%) = FAU[y"M(a°), o7, ‘2",
En vertu de (11), (12) et de (13) on a

(15) Q400" = GALpA (), p (), ..., g ()],

(16)  FA['2%a"), %, '0°]
1 1 i M M
= GUEA['y" (2%, 2%, &), ..., PAU["paM (5%), o*, o]}

En développant en série de Taylor les expressions (15) et (16) on a

an4
A7) Q4(z") = Q4(a%)+ et
de |,
M Nr z
A4 Ar
=.QA(m")+2 067 ay e,
=1 a5 gy de |e=o
ar4|
(18)  FA['Q4(z%), 2%, 'a°] = 'Q4(a°) + T o-e—{-...

M N1 I
0G4 dr

de

= "Q4(a") + e,

gm0

1
I=1 Ar=1F41
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En tenant compte des relations

G4 0G4
(19) 61 = Cj
= apart
et en vertu de (9) on &
R
(20) Dot = Dy?I,

I
I=1 4r=19yr

Les relations (20) expriment la dérivée de Lie du comitant géométrique
par les dérivées de Lie des objets géométriques.

5. Un comitant géométrique est dit différentiel quand ses composan-

I I
tes sont fonctions non seulement de 4z, mais aussi des dérivées de I
par rapport & «° relativement jusqu’a Pordre p;. En vertu de cette défi-
nition on a

(21) A,___GA(IAI K] IAI o IAI)
- 1P H 211/] Yy lzloz...gplw M

1 I
Les dérivées 0, v, ..., 8, , plzp"—’ ne forment pas en général d’objet

géométrique, mais I’ensemble de ces dérivées forme un objet géométrique
avee les lois de transformation

(1) n @ .

(22) : = P4 (pr, 2%, 2%,
o, ), @ @,
qupI—FI(z,ul d, | v, *, 2%,
(Z3)
N B
3e192...g,,11l’ I = F(p, .. ael epr ¥ Ir z*, &).
I
Les fonctions ¥4I, .. Fnl o, 80Dt obtenues par la différentiation des

expressions (22) (l’mdlce I dans les parenthéges prend une valeur fixe).
Définissons les nouveaux objets par les expressions

!(I)A a (I)A (I)A ? ’
Ly (@%)] = FHU[yY('57), 'a%, 2°],

’ (I)A a (I)A (I)A ‘I 2 (I)A ! ’
(24) [0, 1 (a")] = F I [y ('0%), 0,y p™ ('0%),'a", 2",
) (1) (1) - : (I)A
(O V(0] = FEL (yr )y s Doy, qp ¥ (0% /0%, 01,
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En vertu de (23) on a

w0 %oy _ o (s
(0, 97T) = 0, ('p*D),
28) e

On en déduit que

(26)

@, o,
-D(ael...eplw I) = ael.,.epI(D'P 7).

En tenant compte de (20) et de (26) on a finalement

M N oor A :
(27 Do* = —— Ogy...c0 DV
I=1 Ar=1387=0 a(ae”meqwzl])
ol
1 I I I
(28) Doy = v, 9 D‘lPAI = Dyl

Les relatlons (27) expriment la dérivée de Lie du comitant géométrlque

différentiel Q4 par les dérivées de Lie des objets géométriques w
Nous appellerons dérivée partielle de Lie relativement & l’objet

1, i
™I D’expression

Ny 'S ”
DIQ" = ,w_gg—@

7 .

Az=127=0 § (aeo...oal'»”AI)

(29)

En vertu de (27) on peut écrire les relations (27) briévement

M
= >'D04.
I=1

6. En intégrant les équations (27) on &

(30)

M N1 w1 o N
) [Dotam = [ 0. DY (@),
=1 A1 sI=oa(ago“_ngAI)

olt (dw) est un élément de volume de X,. Les termes sous le signe d’inté-’
grale peuvent étre éerits
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oG4 I, 0G4 1
sy=20, 0 Dy = Dy,
(D5 v™) ayI
G4 I oG4 I
sg=1, __——_]——a@lD v = — [691 I Dwdl]+
(0, ™) ’ (8, v™) :
oG4 1 4
(32) 448, [“—1_ Dw"l] = (—1) [agl —BGT] D;A’Jr Gﬂ'éﬁf}:
(8, ) (9, 9™M)
aG(A I
sI = pl’ k—"——’_—I— 69!---0})11)1,)[1]

0(Buy...ep ™)

A I I
= (-1 [091-'&1-1 % 1 ]DWAI+ 621 (121)9:1151 '
, 0(Dgy...0p, ¥
Posons
I e A
oG
(33) Hip= —(=17 Yoo 0 — 2,
= 0(0y...0 ™)

. I or I

(34) @ﬁ; — 2(81)@;11;,

8r=1

I
Nous appellerons ’objet Ef,}‘. dérivée de Hamilton. Dans le cas particu-

lier oll l'objet £24 est une densité scalaire de poids (41), Pobjet éﬁ
représente une dérivée ordinaive de Hamilton (v. p.ex. [3]). En utili{
sant (33), (34) et en vertu de (19) on a

M Ny

(35) f DRA(dw) = — f Yy (ﬁglpifll-—aaég;) (dw).

I=1Ap=1

En supposant que le vecteur w® et ses dérivées par rapport a a° sont
nulles sur le bord du domaine d'intégration, le relations précédentes
deviennent

. M Ny I I
(36) f DOA(dw) = — f > 3 &4, Dy (dn).

Tml Ap=1
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En tenant compte de (9) et en intégrant (36) on a

P
(37) [{0.04 0~ Fto s 3] (0, o Fe 40} (d0)
8=1
M Ni
I I I I
= [ 3 3 {fs oo By Fort
I=147=1
u I I
+ 2 (621‘"QSIHﬁIFiL-.QslAI) wx} (d).
Posons s7=1
g I I
(38) TH = D D 0.0y (HA FE-201%),
Ag=18y=2
¥roror I
(39) Ih= D B4, (F4T—0,p"),
Ar=1
p
(40) - Zaqzmespfgz...gszi’
8=2
(41 it = F4—0,00.
En vertu de (38)-(40) la relation (37) devient
M
(42) f (8,8 — 2y o' ) — f S 0,18 — 740" (@)
I=1
Le vecteur o’ étant arbitraire, on a finalement
M
(43) 0,4 — it = X (0, T+ —JT4).
I=1

Les expressions (43) représentent n-N relations pour un comitant diffé-
rentiel. Dans le cas particulier otr Q4 est une densité sczlaire de poids
(+1), on en déduit facilement les identités de E. Noether [2].
L’auteur remercie M. W. Slebodziniski de ses précieuses remarques
au sujet de cette note.
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