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On démontre sans peine que la courbe € ainsi construiie jouit de Ia
propriété formulée au n° 2. Le théoréme se trouve ainsi démontré.

5. Remarque I La construction de la courbe ¢ suffit pour démon-
trer ’existence d’une au moing solution périodique de 1’équation (1) seule-
ment dang le cas de 'unicité des solutions de cette équation. Dans le cas
contraire, on devrait construire deux suites de fonetions {f, (@, v)}, {g.(2)}
de classe O' satisfaisant aux hypotheéses (2), (3) et (8) ot uniformément
convergentes vers les fonctions f(», v) et g(#). Alors chacune des équations

(1) ml/+fn(w, w,)wl + gn(m) = ¢(t)
admettrait au moing une solution m,(t) périodique de période w. Do la dé-

mongstration expogée aux n® préeédents il résulte que ces solutions pour-
raient étre choisies de sorte que l’on ait

e <I, | <L (=0, n=1,2,.)

ol L est une constante indépendante de »n. Des équations (1,) il suit que
on aurait aussi

lon () <L (=0, n=1,2,...).

De la suite {x,(f)} on pourrait donc extraire une suite partielle conver-
gente vers une solution périodique de 1’équation (1).

Remarque. IL. De la démonstration du théoréme il résulte 1mméd1a-
tement que, dans les hypothéses de ce théordme, toutes les intégrales de
Péquation (1) sont bornées avec leurs dérivées premitres dans tout Vinter-
valle (0, +-co). Cela cesse d’&tre vrai si, dans I’inégalité (8), on remplace
12 constante Ma+F par une autre plus petite. Bn effet, 'équation (1) ot

g@) = Ma+BE—Me, ¢e(t)=E et flw,a—e)=—M (#>0,¢e>0)

admet la solution #(f) = (a—é¢)t qui n’est pas bornde.
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Sur une inégalité différentielle

par C. OLECH et Z. OPIAL (Krakéw)

L. Supposons que la fonction f(z,y) définie dans l'ensemble B:
0 <o <h —oo<y << +4oo vérifie les conditions (0) de Carathdodory
(cf. [4], p. 665), c’est-a-dire:
(i) pour tout y f(x,y) est mesurable par rapport & z;
(ii) pour tout xe{0,n) f(»,y) est continue par rapport i y;
(iii) il existe une fonction mesurable M (z) telle on a pour tout point
(v, y)eB: .

oy [fle, I < M(@) et [ M(@)dw < +oo.

Envisageons 1'équation différentielle

(2) ¥ =fle,9).
Toute fonction absolument continue y(x) pour laquelle la relation

y' (@) = fle, y(2))

est vérifide presque partout dans Pintervalle <0, k) est appelée solution
de ’équation (2). On sait (ef. [4], p. 665-674 et [8], p. 140-146) que si
la fonction f(z, y) satisfait aux conditions (C), pour tout point (m,, y,) B
il existe au moins une solution de V’équation (2), définie dans tout 'inter-
valle {0, k) et égale & y, au point »,. En particulier, il existe une solution
de Péquation (2), définie dans I’intervalle <0, h) et égale & 0 au point 0.
Bien plus, de méme que pour les équations (2) & seconds membres conti-
nus, il exigte une solution supérieure & droite de 'équation (2), définie
dans Pintervalle <0, h) et égale & 0 au point 0 (cf. [3], § 1). Dans toute
la suite nous la désignerons par ().

2. Soit p(x) une fonction définie et continue dans l'intervalle {0,h).
Supposons qu’elle satisfasse presque partout dans D’intervalle envisagé
& Vinégalité différentielle

(3) D, p(@) < flv, p(2)
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ot D, ¢(») désigne le nombre dérivé inférieur & droite de la fonction ¢(wz)
au point a.

Dans certaines hypothéses sur les fonctions f(z, y) et ¢(») 1'inégalité
différentielle (3) a été déjh envisagée par plusieurs auteurs. Ainsi, par
exemple, B. Baiada [1], J. Szarski [9], S. Tchaplyguine [10] et T. Wazew-
ski [11] 'ont étudiée en admettant que la fonction f(x, y) est continue et
L. Giuliano [5] dans Phypothése que f(w, y) est une fonction linéaire par
rapport & y et satisfaisant aux conditions de Carathéodory. Entin F. Ca-
fiero [2] a envisagé le cas le plus général ol la fonction. f(z, y) vérifie les
conditions de Carathéodory. Dans tous ces cas on démontre que liné-
galité (3) (remplie partout §'il §’agit des noties [17, [10], [11], ou presque
partout avec quelques hypothéses supplémentaires sur la fonction ¢(w)
¢l s’agit des notes [2], [5] et [9]) & pour conséquence linégalité

(4) p(@) < p(@)

pourvu que ¢(0) < 0.
On démontre méme davantage: notamment on a non seulement
Pinégalité (4), mais aussi pour tout &0, h):

(5) o(@) < wlz; & ()

ot yx; &, @(&)) désigne l'intégrale supérieure & droite de 'éguation (2),
égale & (&) au point £ Nous pouvons done dire que la fonction ¢(2) est
non ecroissante par rapport aux courbes intégrales de I’équation (2). Pour
abréger, nous dirons dans toute la suite qu’une telle fonction jouit de la
propriété (K).

Oomme nous 'avons déja dit, dans le cas ol f(z, ¥) est une fonetion
continue, toute fonction continue ¢(») satisfaisant partout dans l'inter-
valle 0, k) & Dinégalité différentielle (3) jouit de la propriété (K). Il n'en
egt pas de méme si Pon suppose seulement que 'indégalité (3) est satisfaite
presque partout dans I’intervalle envisagé. Dans ce cas la continuité de
la fonetion p(x) n’est pas suffisante pour agsurer la propriété (K), comme
le montre 'exemple bien connu de la fonction de Lebesgue dont la dé-
rivée est presque partout égale i zéro et qui est pourtant une fonction
eroissante.

Dans la présente note nous nous proposons de résoudre, toujours
dang Phypothése que le second membre do Péquation (2) satisfait aux
conditions de Carathéodory et que Vinégalité (3) est satisfaite presque
partout dans D’intervalle (0, k), le probléme suivant:

Quelle sont les conditions nécessaires et suffisantes aumquelles doit
- satisfaire une fonction continue @ (x) pour que Uon puisse démontrer que Viné-
galité (3) entraine la propriété (K), quelle que soit U'équation (2)2%

(0 <@ <h)

(<o <h)
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3. La recherche des conditions nécessairves est bien simple puisque
Pon peut les obtenir en partant de inégalité (3) dans un cas particulier —
notamment dans Phypothése que la fonction f(z, y) ne dépend que de la
variable .

Soit done a(#) une fonction absolument continue dans Pintervalle
<0, h). Supposons que Pon ait presque partout dans cet intervalle
6) D, g(n) < ()
et que la fonction @ () jouisse de la propriété (K) par rapport aux inté-
grales de I’équation différentielle

y = d (x).

Cela veut dire que la différence a() —@(x) est une foncetion non dé-
croissante dans Pintervalle <0, 2). Elle est done & variation bornée dans
le méme intervalle. I1 en vient que la fonetion ¢(x) est, elle aussi, & varia-
tion bornée. D’aprés le théoréme bien connu de Lebesgue, ¢ (x) est la somme
d’une fonction absolument continue ¢,(2) et d’wne fonction singuliére
o(x) dont la dérivée est presque partout égale & zéro. Or, la différence
a(w) — ¢ (x) étant non décroissante, cette foncetion singuliére o(z) doit étre
non croissante, ce qui résulte immédiatement du lemme suivant:

LemMz. Soit A(x) une fonction absolument continue et o(x) une fonction
singuliére continue dans Pintervalle (0, k). Si la différence A(x)— o(x)
est mon déeroissante dans cet intervalle, la fonction o(®) est non croissanie.

En effet, sans restreindre la généralité on peut admettre que la fone-
tion A(x) est croissante au sens striet et gue ’on a presque partout A’ (z) = 1
(sila fonction A(x) ne satisfait pas & cette hypothése, on peut évidemment
la remplacer par I’intégrale de la fonetion [A'(x)|+1). On a par hypothése,
pour tout couple de nombres @, eb @, (#, << @y, 2y, B0, h)):

(M) 0 (%) — o{@;) < () — A(24).

La fonction ® = u(£), inverse de la fonction & = A(z), est absolu-
ment continue dans intervalle 4 = {1(0), A(h)>. En posant (&) = a(p(&))
on obtient une fonetion singuliére pour laquelle on a, en vertu de Viné-
galité (7):

(8) G(Ea) (&) < Ea— & (&1, Eaedy & < &)
De Pinégalité (8) il vient que pour tout £e¢d on a
D,a(é) <1.

Le nombre dérivé supérieur & droite de la fonetion (&) est dome
DLorné, d’on il vient que cette fonction singuliere doit étre non croissante
(cf. [6], p. 235).
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Le lemme se trouve ainsi démontré.

4. Remarquons que si la fonction ¢(#) satisfait pour une fonetion
fl@, y) b Pinégalité (3), elle vérifie aussi, pour o (z) = M (), I'inégalité
(6). Bien plus, si la fonction ¢(z) jouit de la propriété (K) par rapport
aux intégrales de I’équation (2), elle en jouit & plus forte raison par rapport
aux intégrales de I'équation y’ = M (x). En effet, en vertu de 1'inégalité
(1), pour toute intégrale y(z) de I'équation (2) et tout £¢{0, k) on a

y(@) = ?/(§)+f fls, y(s))ds S:I/(EH—fM(,S)ds (<@ h).
£ 5

On peut done énoncer le théoréme suivant:

THEOREME 1. S pour une fonction f(x,y) satisfaisant auw conditions
de Carathéodory de Vinégalité (3) il résulte que la fonction p(x) jouit de la
propriété (K) par rapport auw intégrales de Véguation (2), la fonction ¢(xz)
est & varigtion bornée dans Dintervalle {0, b et sa partie singuliére est non
crotssante.

5. 11 est immédiat que pour toute fonetion continue ¢(x) & variation
. bornée et & partie singuliére non croissante de Pinégalité (6) (ol «(w)
est une fonction absolument continue) il résulte que la différence a(w)—
—g@(») est non décroissante efi, par suite, p(») jouit de la propriété (K)
par rapport aux intégrales de I’équation y’ = «'(x). Done, pour les équa-
tions (2) dont le second membre ne dépend que de », la condition donnée
par le théoréme 1 est non seulement nécessaire, mais aussi suffisante.
Nous allons montrer au n° suivant qu’il en est de méme aussi pour ’égua-
tion. générale (2).

6. THROREME 2. S la fonction continue p(x) & variation bornée dans
Dintervalle <0, h) et & partie singulidre mon croissanie satisfait presque
partout dans cet intervalle & Vinégalité différentielle (3), elle jowit de la pro-
priété (K) par vapport auw intégrales de Véquation différentielle (2).

Démonstration. F. Cafiero ([2], cf. aussi [3]) a donné 1la démonstra-
tion de ce théoréme dans ’hypothése que la fonction ¢ () est absolument;
continue. Pour en obtenir une démonstration du théoréme 2 il suffit d'y
introduire quelques légéres modifications.

Sans restreindre la généralité nous pouvons admettre que ¢(0) < 0.
11 suffit de démontrer I'inégalité (4) puisque la démonstration de l'inéga-
lité (B) est tout & fait analogue.

Introduisons une fonetion auxiliaire

Y = (@),
¥ <g@),

i@, y) pour

7oy = {f(w, p@) powr
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qui vérifie évidemment dans Pensemble B: 0 < # < hy, —co <y < +o0
les conditions de Carathéodory. Désignons par ¢ (x) l'intégrale supérieure
& droite de l’équation différentielle

y = Flz,y),

issue du point (0,0). Il suffit de démontrer que dans tout l'intervalle
<0y B>:
(9) p(@) < pla)
puisqw’il en résulte immédiatement que y(x) = p(x) et, par conséquent,
l'inégalité (9) est équivalente & (4).

Pour la démonstration par ’absurde supposons que linégalité (9)
ne soit pas vraie. Il existe done un intervalle (&, %) C <0, h> tel que

(10) p@) > p(e) pour we(§,m) et @(§) = p(f).

Dautre part p(z) = ¢,(2)+ o(z), ol ¢,(#) est une fonetion absolu-
ment continue et o(2) (o(&) = 0) une fonction singulidre non croissante.
On a donc

o —p(n) = on)+edn)—a(n)
n 7
< [(v10)—Flo, p(@)dz = [ (¢ (2)— (s, o)) do < 0,
H &
ce qui est en contradiction avec 'inégalité (10).
Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

7. Une fonction continue ¢(x) satisfaisant presque partout dans
Pintervalle {0, ) & P’inégalité différentielle (3) vérifie & plus forte raison
l'inégalité
(11) D) < M(w).

Si 'on savait que la différence
z
8(a) = [ M(s)ds—g(a)
0

ost une fonetion non décroissante, on powrrait en conclure (cf. n° 3) que
o (o) est une fonction & variation bornée et & partie singuliére non croissante.
Done, afin de pouvoir appliquer & Pinégalité (3) le théoréme 2, il suffit
de savoir que Pinégalité (11) entraine la non-décroissance de la fonction
8(w). Autrement dit, chaque condition imposée 4 la fonction ¢ () qui nous
permettra de démontrer que l'inégalité (11) entraine la non-décroissance
de la fonetion d(z), constituera une condition suffisante pour P’applica-
bilité du théoréme 2.
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Voici quelques conditions de ce genve:

()  @(») est absolument continue;

(IT) (@) est absolument confinue, géndéralisée, ¢’est-a-dive Pintervalle
O, k> est une somme au plus dénombrable ’ensembles sur
chacun desquels la fonetion ¢(x) est absolument continue;

(ILL) Uensemble des points en lesquels Do p(@) = +oo est an plug dé-
nombrable;

(IV) @(z) est & variation nulle (ef. [7], p. 225) ¢’est-d-dire pour tout en-
semble H C <0, k> de mesure nulle et tout ¢ > 0 il exigtie une suite
d’intervalles digjoints (e, by,) tels que

o o
KC 2(”’117 bn): 2][)71**“71| < &,

E(’M"' i) < &
n=1 n=1 n=1
ot M, et m,, désignent respectivement les valeurs maxima et minima
de la fonction p(x) dans l'intervalle {a,, b,>.

En effet, si (@) est absolument continue ou absolument continue,
généralisée, la différence d(x) jouit de la méme propriété. Mais l'inéga-
lité (11) signifie que lon a presque partout dang l'intervalle <0, hd:
D, 6(x) =0, Aot il vient que &(#) est non décroissanto (cf. p. ex. [12]).

Si la fonetion ¢(r) satisfait & la condition (ILI), on a presque partout
dans lintervalle <0,h>: D, d(m) = 0 ot Iégalité D, d(x) = —oo n'esh
possible que dans un ensemble au plus dénombrable. Par conséquent,
d(») est une fonetion non décroissante (ef. p. ex. [6], p. 235).

Enfin, si () est & variation nulle, la différence 6(») lest aussi. Mais
toute fonction & variation nulle vérifie la condition (N) de Lusin. De
Pinégalité (11) il vient done que la fonction §(x) est non déeroissante (cf.
[127, p. 118).

8. D’aprés ce que nous avons démontré au n® préeédent on peub
énoncer le théoréme suivant:

TaGoREME 3. 8t la fonction f(x, v) satisfait auw conditions de Carathé-
odory et si @ (1) est une fonation continue satisfaisant & Vune des condilions
(I)-(XV) et vérifiant presque partout dans Vintervalle 0, > Vindgalité dif-
férentielle (3), lo fonction p(x) jouit de la propriété (K) par rapport auw
intégrales de Véquation différentielle (2).

9. Nous nous sommes bornés & nenvisager qu'une seule inégalité
différentielle (3), mais i1 est facile de voir que tous wos raisonnements
s'appliquent aussi, & de simples changements prés, aux systémes d’iné-
galités différentielles

Q+‘7’i(m)<fi(m7¢1(w)7-"77‘)n(w)) ('5:1:"'7“)'

icm

Sur une inégalité différentielle 258

[l faut seulement admettre (cf. [9] et [11]) que les fonctions f; (@, y,,
ceey lf’") (¢ =1,...,n) satisfont aux conditions qui assurent lexistence
des intégrales supérieures i droite du systeéme d’équations différentielles

:’/12 = f'L(my Yiyoeey Yn)

10. Au lieu de l'inégalité différentielle (3) on peut évidemment
congidérer d’autres inégalités du méme type en remplagant so0it le nombre
dérivé inférieur & droite de la fonection @(z) par nn nombre dérivé quel-
eonque, 8oit en changeant le signe d’inégalité < en . Tous ces cas se
raménent aisément & Pinégalité (3) (voir & ce sujet [11]) par un simple
changement des variables = et y.

Ainsi par exemple, pour I'inégalité

D_p(z) <fle, p(®))

les théorémes 1 et 2 restent valables et pour Pinégalité

(t=1,...,n).

(12) Dog(@) = (o, p(=)

on a des théorémes tout & fait analogues:

Si powr une fonction fm,y) satisfaisant aux conditions de Carathéo-
dory de Vinégalité différentielle (12), supposée satisfaite presque partout
dans Vintervalle <0, b, il vient que la fonction continue ¢(x) est non déerois-
sanie par rapport aus iniégrales inférieures & droste de Déquation (2), la
fonction ¢(x) est & variation bornée dans Vintervalle (0, h> et sa partie sin-
guliére est non déeroissamte. Inversement: si une fonetion continue ¢(x),
& variation bornée et & partie singuliére non décroissante, satisjait presque
partout dans Dintervalle {0, 1) & Vinégalité différentielle (12), elle est non
déeroissante par rapport aum intégrales (inférieures & droite) de Véquation
différentielle (2).
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On the uniqueness of the non-negative solution of the
homogeneous mixed problem for a system of partial
differential equations

by A. Pri§ (Krakéw)

In this paper we shall deal with the following system of partial Qif-
ferential equations of the second order:

m o m m n
Ous 0%y § 1 2 7 0y y

1 = VA D

W 0w Z Z(rﬁkq( )H?Ikayq * 7=1 k=1 “un(Z) 0y i 7=1 ),

=1 kg=1

(i=1,...,m; Z= (#, ¥) = (2, 4y, Y2y eey Un));
with vanishing initial and boundary data. It will be proved that u; =0
(¢ =1,...,m) is the unique non-negative solution of that problem. The
Cauchy problem for the partial differential equations of the first order
(Tyg = 0) was treated also in [1]. For m = 1, fing = 0%, g =0,
by, = 0 system (1) reduces to the heat equation. In that particular case
the regtriction to the non-negative solutions is unnecessary. For the gen-
eral case, however, it is essential as may be shown by a modification
of the example given in [2].

TrmorEM T. Let us assume that the coefficients rig, gy, by together
with  the  Aerivatives Oy (0Yx, 0*ring/0YL0ygs Otum/dys (B, =1,...,m;
kyq="1,...,n) are continuous(*) with respect to Y in the prism R {0 <
<Lyl <1(k=1,...,n) and the following inequalities are satis-
fied:

(2) Tagg =0 (i,§=1,...,m; b=1,...,m)
on the lateral boundary 8 of R (S = R—interior of R), and for certain con-

stant K (K > 0)
3) 027 41q <K, by<k, 2o g
Ody, T TS Ty, 7

for ZeR, i, =1,...,m; k,qg=1,...,n.

6@,,,

(*) This condition has been introduced for conciseness; it may be replaced by
a weaker one.
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