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Sur l'allure asymptotique des solutions de certaines
équations différentielles de la mécanique non linéaire

par Z. Op1AL (Krakéw)

Désignons par I la droite réelle et par B Despace euclidien & n dimen-
sions des variables #,,...,#,. Dans toute la snite nous nous servirons
de la notation vectorielle. Ainsi, nous écrirons X, X (f), X'(¢) ete. au lieu
de (@1, vy @)y (@108, -0\ 2u (D), (@1(8), ..., 2 (%)) ebe. et pour tout vecteur
X = (@1, ..., @) nous désignerons par |X| le nombre yzIi 142,

" Posons de plus 6 = (0, ..., 0).

Soit f(t, X, Y_) = (.fl(ty Dyyeeey Tuy Y1y ooey Yuds ooy Tulty @1y ooy By Y1y
...y ¥s)) une fonction définie et continue dans l'espace F = IxEX B,
dont les valeurs appartiennent & l’espace E.

Considérons le systéme d’équations différentielles du second ordre:

"l’i”=fi(t,ml,~--,Cl’}”-’lr‘;,---;ﬂ»';1,) (i=1,...,m)
ou dans le notation vectorielle '
1) X" = {3, X, X').

Dans le cas ol la fonetion f(¢, X, ¥) ne dépend pas de la variable ¢
on peut écrire

{2) X" =fX, X).
A c6té du systéme (2) envisageons le systéme
(3) X" = (X, X")+g(t),
olt g(t) = (g.(), ..., gu(t)) est une fonction vectorielle qui satisfait dans
lintervalle (0, +o0) ou bien & la condition
(4) [lgldr < 4o,
o
ou bien & l’inégalité
(5) [lag®)| < +o0;
0

¢’est-a-dire elle est ou bien absolument intégrdble dans Vintervalle (0, -+ o),
ou bien & variation bornée dans le méme intervalle.
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Dans certaines hypothéses sur le second membre du systéme (2)
et en supposant gue la fonction continue ¢(t) satisfait & la condition (4),
H. Antosiewicz [1], B. Manfredi [3] et P. Santoro [7] ont démontré que
toutes les solutions du systéme (3), ainsi que leurs dérivées du premier
ordre, sont bornées dans tout l'intervalle (0, +o0). Dans d’autres hy-
pothéses sur la fonction f(X, ¥) G. Sestini [8], [9] a établi qu'il en est
de méme si Pon remplace la condition (4) par Vinégalité (5). Enfin, dans
le cas d'une seule équation du second ordre, en modifiant légérement
les hypothéses de H. Antosiewicz et P. Santoro, Z. Opial [5] a démontré
que toutes les solutions de I’équation eorrespondante (3), ainsi que leurs
dérivées du premier ordre, tendent vers zéro lorsque # croit indéfiniment.

Dans la présente note nous nous proposons de généraliser considé-
rablement tous ces théorémes. Nous commencerons par établir, dans
la premiére partie, quelques propositions générales sur lallure asympto-
tigue des solutions d’un systéme d’équations différentielles du premier
ordre et, dans la seconde, nous les appliquerons & I’étude de I’allure asym-
photique des solutions des systémes (1) et (3).

Premiére partie

1. Envisageons le systéme d’équatlons différentielles du premier
ordre
(6) X' = F(t, X),

ol la fonction F(t, X) = (Fy(t, By eeuy B)y -ovy Fully @0, ..., 4,)) o8t dé-
finie et continue dans tout l'espace K = IXE. Supposons qw’il existe
pour le systéme (6) une fonction de Liapounoff, ¢’est-a-dire une fonction
numérique V(X) = V{w,, ..., ), non négative et de classe C* dans tout
D’espace E et telle que P'on ait pour tout point (t X) de l’espace K:

oV
= o Falt D)+ +

Supposons de plus que la fonetion V(X) satisfasse & la condition
(8) lim V (X) = +oo.
1X |00
I est facile de voir que dans ces hypothéses toute solution X(f)
du systéme (6), définie pour un ¢,, est bornée dans tout Vintervalle
(tg, +o0). On a en effet, en raison de 'inégalité (7):

(1) P, X)-grad V(X) 17' (1, X) <

d
ZEV(X(t)) = F(t, X) grad V(X) | x_xq< 0.

11 en résulte que pour tout ¢ >4, on a V(X (1) < V(X (%)), ce qui
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signifie, en vertu de I’hypothése (8), que la fonetion |X ()| est bornée
dans Dintervalle (f,, 4+ o).
A c6té du systéme (6) envisageons le systeme

9 X' =F(t, X)+6(t, X),

ol G(t, X) = (G1(8y @y, oevy )y onny Gulty 2y, ..
finie et continue dans tout Vespace K.

TEEOREME 1. Soit V(X) une fonection mon négative de classe C! sati-
sfaisant aux conditions (7), (8) et vérifiant l’inégalité

(10) |G (t, X)-grad V(X)| < oft, V(X)),

, @,)) est une fonction dé-

ol o(t, u) est une fonetion continue, non négative, des variables 1 et w > 0.
8i toutes les solutions de Uéquation différentielle

(1) w = g(t, u)

sont bornées pour t = 0, toute solution X (f) du systéme

un 1, = 0, est bornée dans Vimtervalle (t,, + o).
Démonstration. Soit X(f) une solution du systéme (9) telle gue

X(ty) = X, (to = 0). En vertu des inégalités (7) et (10) on a pour tout
1>t

(9), définie pour

a
——V(X(t) = (F(, X)+6(, X)) grad V(X ) x-x0 < eft, V(X))
La fonetion u(t) =

galité différentielle

V(X (t) satisfait done pour tout t >4, & 1'iné-

w (1) < oft, u(?) -

Il s’ensuit (voir p. ex. T. Wazewski [10]) que Pon a pour ¢t >,
u(t) < v(t), ol v(t) désigne 'intégrale supérieure a droite de 1’équation
différentielle (11), égale & V(X,) au point #,. De notre hypothése il vient
done que la fonction u(f) est bornée dans tout Vintervalle (f,, +oo) et,
par conséguent, la fonction |X (¢)| est aussi bornée,

2. Du théoréme 1 on déduit facilement le théoréme suivant:

THHEOREME 2. Soit V(X) une fonction non négative de classe O satis-
faisant auxs conditions (7), (8) et & Vinédgalité
(12) G, X)-grad V(X)| < p(t)e(V (X))

ol p(t) et o(u) sont des fonctions positives, continues et telles que

(13) fp(t)dt< F-00, f@% = too
[] 1
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Dans ces hypothéses toute solution X (1) dw systéme (9), définie pour
un ty >0, est bornée dans Vintervalle (ty, +oo).

Pour la démonstration il suffit de remarquer que les condltlons (13)
sont bien suffisantes pour que toutes les solutions de l'équation diffé-
rentielle

w = p(f)e(®)
soient bornées pour ¢ = 0.

3. Supposons maintenant que la fonction @ (¢, X) ne dépende pas de X.
On a done au lieu du systéme (9) le systéme suivant:

(14) X' = P(t, X)+6(1).

On a évidemment
|G(t)-grad V(X)| < |G(8)] |grad V(X)|.

Done, du théoréme 2 on obtient immédiatement:
CorOLLATRE 1. Soit V(X) une fonction non négative de classe O
satisfaisant auw conditions (7), (8) et & Vinégalité

lgrad V (X)) < o(V (X))

ot o(w) est ume fonction continue, positive, vérifiant la seconde des rela-
tions (13). 8t Don

(18) ~ [lemlar < +oo,
0

toute solution X () du systéme (14), définie pour un t, >
Vintervalle (f,, +oo).

0, est bornée dans

4. Les théorémes que nous venons de démontrer étaient tous de
earactére global. Mais & chacun d’eux correspond un théoréme analogue
de caractére local. On a par exemple:

TakoRBME 3. Soit V(X) (V(0) = 0) une fonction non négative, de
classe C' satisfaisant aum conditions (7), (8) et & Dindgalité (12), o les
fonctions p(t), o(u) sont non négatives, uo(u) > 0 pour u > 0 &

(186) fp(t)dt < o0, f.;(% = +oo

Dans ces hypothéses il ewiste un & > 0 tel que toute solution X (1) du
systéme (9) pour laquelle on a | X (8,)| < 6 pour un 1, > 0, est bornée dans
tout Dintervalle (f,, 4 oo).

8, de plus, la fonction V(X) ne s'annule que pour X = @, pour tout
&> 0 1l est possible de trouver un 8 > 0 tol que toute solution X () du
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systéme (9) pour laquelle |X (1,)|
(toy +00) & Vinégalité | X (1) < e.

Démonstration. Choisissons un nombre positif # de telle sorte
que 'on ait

(17 fg(u > fp(t)dt

ot désignons par D ’ensemble ouvert de l'espace B défini par linégalité
V(X) < . L’ensemble D contient dans son intérieur le point O, on peut
done trouver un & tel que la sphére |X| < ¢ appartienne & D.

Soit X (2) une solution du systéme (9) telle que Lon ait | X (f)| < &
pour un ¢, = 0. La fonction u(f) = V(X (1)) satisfait done aux inégalités

0<Su(ty) <6 eb 1) <p®olul®) (t=1).

f, O &

< 0 (t = 0), sotisfasse dans Vintervalle

Il en vient que pour tout £ >

u o

as) [

uley €%

Des inégalités (17) et (18) il vient gue wu(t) < 1 dans Pintervalle (t,,

—+o0) ce qui signifie que la solution X (t) est bornée dans cet intervalle.

La premiére partie du théoréme 3 se trouve ainsi démontrée. Pas-

sons & la démonstration de la seconde.

Prenons & cet effet un e > 0. Il existe un x > 0 tel que l'on a

(19) u < V(X) |1 X| > .

&
< [p@)ds.
g .

pour

Choisissons » de telle sorte que lon ait

Y odu >
f i f plo)dt
Jew
Il existe un & > 0 tel que Pon a V(X) < % dans la sphére | X| < 6.

De méme que précédemment, on démontre que toute solution X (¢) du
systéme (9), pour laquelle |X (t,)] < & pour un #, > 0, satisfait dans tout
Pintervalle (t,, +o0) & l'inégalité V(X (#)) < u ef, par conséquent, en
vertu de (19), & linégalité |X ()| < e :

5. Supposons que le second membre du systéme (9) sabtisfasse aux
hypothéses du théoréme 2. Soit X (¢) une solution de ce systéme, définie
dans lintervalle (f,, +oc) ol #, > 0. On a alors

d
%V(X(t)) = (F(t, X)+ Gty X)) grad V(X)| x_xq
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et, par conséquent, pour tout ¢ = 1,:

t
(20) V(X () = Vto)+ [F(s, V(X (5)))-grad V(X (s))ds+
tp

:
—l—fG(s, V(X(s)))~gra.dV(X(s))ds.
L)

Bu vertu de I'inégalité (7) la premidre de ces intégrales est une fone-
tion non croissante de la variable . Pour ¢ tendant vers Pinfini elle tend
done vers une limite finie ou égale & —oo. La seconde de ces intégrales
tend aussi vers une limite finie lorsque ¢ croit indéfiniment, car on a, en
vertu de 1’hypothése (12):

11 12 )
| [6(s, V(X () -grad V(X () ds| < [p(s)e(V(X(9) ds < M [p(s)ds
i I f

ol M est une constante choisie de sorte que l'on ait Q(V(X (t))) <M
dans lintervalle (f,, +oo). Le second membre de 1’égalité (20) tend done
vers une limite lorsque ¢ tend vers l'infini. Cette limite doit é&tre finie
puisque la fometion V(X (#)) est non négative.

Nous avons done démontré

THROREME 4. §i le second membre du systéme (9) satisfait aun hypothé-
ses du théoréme 2, pour toute solution X (1) de ce systéme la fonction V(X (t))
tend vers ume limite finie lorsque ¢ crott indéfiniment.

On démontre d’une maniére analogue le théoréme suivant:

THEROREME 5. Si le deumiéme membre du systéme (9) satisfait auw
hypothéses du théoréme 3, pour toute solution X (1) de ce systéme qui pour
un ty, =0 vérifie Vindgalité |X (t,)| < 8, la fonction V(X (.t)) tend vers une
limite finie lorsque t— +oo.

6. Revenons maintenant au systéme (14) et supposons gue son. second
membre satisfasse aux hypothéses du. corollaire 1. Du théoréme 4 on
obtient immédiatement:

COROLLAIRE 2. 8% les fonctions F(t, X) et G(1) satisfont aux hypothéses
du corollaire 1, pour toule solution X (t) du systéme (14), définie dans un
intervalle (to, +o00) 0% 1, >0, la fonction V(X (1) tend vers une limite
finie lorsque t — -+ oo.

7. Simplifions encore davantage le systéme (14) en admettant que
la fonction F(f, X) ne dépend pas de la variable £. On a alors au lieu
de (14) le systéme

(21) X' = F(X)+6Q).
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Supposons que les fonctions F(X) et G(t) satisfassent aux con-
ditions du corollaire 1. Comme la fonctions G(f) vérifie 'inégalité (15),
le systdéme (21) est presque autonome (voir Z. Opial [6]). Soit X (1)
une solution de ce systéme, définie pour un ¢, > 0. D’apres le corollaire
1, X(t) est bornée dans tout lintervalle (f,, +o<). Désignons par
X (oo) ensemble limite de la solution X (#), c’est-a-dire I’ensemble des
points X, de ’espace B pour lesquels il existe une suite de nombres
{ta} telle que

limt, = +oo et limX(t,) = X,.
N—00

N—00
L’ensemble X (co) est borné, fermé et connexe. En vertu du co-
rollaire 2 la fonetion V(X (#)) tend vers une limite finie ¢ lorsque t — -+ oo.
On a done V(X) = C pour tout XeX(oo). :
A c6té du systéme (21) envisageons le systéme autonome

(22) X = F(X).

Comme la fonetion F(X) satisfait & la condition (7), ot V(X) est
une fonetion non négative de classe (! vérifiant la relation (8), toutes
les solutions de ce systéme sont bornées pour ¢ > 0. Bien plus, pour toute
solution X(f) du systéme (22) la fonetion V(X(#)) est non croissante.

Dans le cas de l'unicité des solutions du systéme autonome (22)
I’ensemble limite X (oco) d’une solution X (?) du systéme presque auto-
nome (21) est composé (voir [6], théoréme 4) exclusivement de solutions
du systéme autonome limite (22).

De tout ce que nous avons dit on obtient

THEOREME 6. Supposons que les fonctions F(X) et G(1) satisfassent
auz hypothéses du corollaire 1. Soit X (t) ume solution du systéme (21),
définie dans un intervalle (fy, -+o0).

8i Pon a DPunicité des solutions du systéme (22), Densemble V(X) =
= lim V(X (1)) contient au moins une solution du sysiéme (22).

t—+4o0

Sans restreindre la généralité nous pouvons admettre que mE;'n V(X)) =

= 0. Pour tout nombre non négatif ¢ désignons par V, I’ensemble de

Pespace B défini par la relation V(X) = ¢. Remarquons que dans nos
hypothéses sur le systéme autonome (22) l'ensemble ¥, contient au
moins une golution de ce systéme. En tout cas, tout point isole de cet
ensemble est foreément un point singulier du systéme (22). On a de plus
la proposition suivante, facile & démontrer:

Admettons I’hypothése de l'unicité des solutions du systéme (22)
et supposons que la fonction F(X) satisfasse & la condition (7) pour une
fonction V(X) non négative, de classe (7, vérifiant la relation (8). Si
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aucun des ensembles ¥V, pour ¢ > 0 ne contient de solutions du systéme
(22), pour toute solution X(t) de ce systéme on a

lim V(X (3)) =
t->00

De 14 et du théordme 6 on déduit immédiatement le théoréme
suivant:

THEOREME 7. Supposons que les fonctions F(X) et G(t) satisfassent
aus hypothéses du corollaire 1 et admettons Vhypothése de Punicité des solu-
tions du systéme (22). '

8t aucun des ensembles V, (¢ > 0) ne contient de solutions du systéme
(22), pour toute solution X (3) du systéme (21), définie dans wun intervalle
(tg, +o0), on a

lim V(X () = 0.
t>too

En particulier, si Densemble V, se compose de points isolés, toute solu-
tion X (1) du systémé (21), définie dans un intervalle (to, -+ oc), tend vers
un point singulier du systéme (22), lorsque t — oo,

8. Au n° précédent nous nous sommes bornés & envisager le systéme
simplifié (21), mais il est facile d’étendre tous les résultats de ce n° aux
systémes plus généraux du type

(21) X' = F(X)+6(, X).

Aux hypothéses déja admises sur les fonetions F(X) et G(f, X) il
suffit d’ajouter I'inégalité
(23) G, X)| < p:(8) e (1X1),

ou la fonetion g,(u) est continue pour « >0 et la fonction p,(¢) admet
une intégrale finie dans I’intervaile (0, +-oo). En etfet, si lar condition (23)
est satistaite, le systéme (21') est presque autonome (voir [6], n°1 de la
deuxiéme partie) e, par conséquent, on peut appliquer & ce systéme les
mémes raisonnements qu'au systéme (21), de sorte que pour obtenir des
théorémes analogues aux théorémes 6 et 7 il suffit de remplacer dans
leurs énonecés le systéme (21) par (21'), la fonetion G (t) par G(t, X), 1

corollaire 1 par le théoréme 2 et enfm d’y ajouter 'hypothese (23).

Deuxiéme partie

1. Nous allons maintenant appliquer les résultats des n° précédents
aux systemes d’équations différentielles du second ordre
(24) X" =f{, X, X')+g(t, X, X),

ol les fonctions f(¢, X, ¥) et g(t, X, Y) sout définies et continues dans
tout l'espace F = IxExE
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Lo systéme envisagé peut étre remplacé par le systéme équivalent
d’équations différentielles du premicr ordre
(28) X' =Y, Y =ftX, V+gt 7).

Soit V(X,Y) = V(@, .0y By Y1y -, ¥n) une fonetion numérique
non négative, de classe (1, définie dans font I'espace EXE. Posons

v v v i‘i)
da,”"" o, T T

Supposons que l'on ait partout dans Iespace F':

grady V(X, ¥) = ( ), grady V(X, Y) = (

(26) Y-grade V(X, ¥)4+f(t, X, ¥)-grady V(X, ¥)
ot que la fonetion ¥V (X, ¥) satisfasse & la condition
(27) lim VX, Y) = +4oco.

1 X[+ F o0

Dans ces hypothéses pour toute solution X () du systéme (1), définie pour
un t, on a pour tout t =i,

a. ,
Zli‘ (X, X <o

La fonetion V(X (1), X'(t)) est done mon croissante et, en vertu
de 1a relation (27), X (¢) et X'(t) sont bornées dans l'intervalle (¢,, + o).

De méme que dans les n® 1 et 2 de la premiére partie, on démontre
le théoréme suivant:

TatorEME 8. Soit V (X, XY) une fonction non négative, de classe C*,
satisfaisant aux conditions (26) et (27) et vérifiant Vinégalité

lg(t, X, ¥)-grady V(X, T)| < oft, V(X, X)),

ot o(t, 1) est une jonction continue, non négative, définie pouwr 1 =0 et
i = 0.
8i toutes les solutions de Véquation différentielle w' = o(t,u) sont
bornées pour t > 0, toute solution dw systéme (24), définie pour um t, = 0,
ést bornée winsi que sa dérivée premiére dans tout intervalle (t,, + o).
En particulier, il en est ainsi si la fonction o(t, u) est le prodwit de deux
fonctions positives et continues p(t) ét o(u) qui satisfont aux relations (13).
Dans Uhypothése cue le fonetion g(¢, X, ¥) ne dépend que de la
variable t on obtient du théoréme 8 un corollaire analogue au corollaire 1.
CorROLLAIRE 3. Soit V (X, Y) uné fonction non négative, de classe O,
satisfaisant aux conditions (26) ¢t (27) et & Vinégalité

(28) grady V(X, ¥)| < o(V(X, T)),

Annales Polonici Matheinatici VIIL
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ol g(u) est une fonction continue, positive, vérifiant la seconde deés rela-
tions (13). Si Von a Vinégalité (4), toute solution du systéme

X" =, X, X)+gt),

définie pour un ty = 0, est bornée ainsi que sa dérivée du premier orvdre,
dans tout Vintervalle (ty, +o0).

(29)

2. De méme qu’au n° 5 de la premiére partie on démontre le théoréme
suivant:

TrRoREME 9. Soit V(X, ¥) une fonction non négative, de classe O,
satisfaisant anx conditions (26), (27), et wvérifiant l’iné_tmh?té

<pWe(V(X, Y)),

ot p(t) et o(u) sont des fonctions continues positives, définies powr t = 0
et u =0 et vérifiant les relations (13).

Pour toute solution X (1) du systéme (24), définie pour wi t, =0, la
jonetion V(X (t), X' (1)) tend vers une limite finié lorsque t croit indéfiniment.

Au corollaire 2 du n° 6 de la premiére partic correspond le suivant:

COROLLATRE 4. Si les fonctions f(t, X, X) et ¢(1) satisfont aux hypo-
théses du corollaire 3, pour toute solution X (1) du systéme (29), définie pour
un 4, = 0, la fonetion V(X(t), X' (t)) tend vers une limite finie lorsque
1> Jo0.

lg(t, X, ¥)-grady V(X, Y)|

]y

3. Passons maintenant & Pétude du systéme (3). En applignant
4 ee systéme le théoréme 6 on obtient le théoréme suivant:

TrBEOREME 10. Supposons que les fonctions f(X, Y) et g(t) satisfassent
aux hypothéses du corollaire 3 et admettons Z’M/potheae de 7’ummfé das solu~
tions du systéme autonome (2).

Soit X (1) une solution du systéme (3), définie dams wn intervalle
(to; +o0). L’ensemble V (X, ¥) =t1irf V(X(),x (1) contient an moins

—>+ 00 .

B

une solution du systéme autonome (2).

Admettons que IEmn V(X, Y) = 0. Pour tout nombre non nég;n.t'if

désignons par V, Vensemble de lespace HXH, défini par 1’équaytwn
V(X,Y) = ¢. Dans nos hypothéses sur le systéme autonome (2) Yen-
semble ¥V, contient au moins une solution de ce systéme. Tout point
isolé (X,, ¥,) de cet ensemble est forcément nn point gingulier du systéme
{2) et on a par conséquent Y, = 6.

Au théoréme 7 correspond done le suivant:

TrEOREME 11. Supposons que les fonctions f{ (X, X) et g(t) satisfassent
auw hypothéses du corollaire 3 of admettons l’hypothése de Vuniefté (Zos
solutions du systéme autonome (2). Si aucun des ensembles Vs (¢ > 0) n
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contient de solutions duw systéme autonome (2), pour toute solution X (t) du
systémeé (3), définie dans un intervalle (t;, +o0), on a

lim V(X (1)

t—oa

’ ‘Y'(t)) =

En particulier, si Vensemble V' se compeose de poinls isolés, powr toute

solution X (1) du- systéme (3), définie dans wn intervalle (t,, +oo), on a
im X(1) =X, e 1lmX'(t)=06,
F A=Y

ot X, est un point singulier duw systéme (2), €'est-d-dire un point pour
lequel f(X,, 0) = 6.

4. Nous allons maintenant montrer comment les théorémes de
B. Manfredi [3] peuvent étre déduits des théorémes généraunx que nous
venons d’établir.

Envisageons & cet effet le systéme

(30) o oy (X, Xei+k(X) = gi(t) (@ =1,...,m).

Dans le systéme autonome réduit (2) on a alors f(X,Y) =
= (71(1‘:: Y)y ooy fulX, Y)) ol
(31) filX, ¥) = —ep(X, D)y —k(X) (@ =1,...,m).

TrEoREME 12. Supposons que les fonctions continues (X, ¥) =
= (0, (X, XYy ooy (X, X)) @t R(X) = (B(X), ..., ha(X)) satisfassent
aux conditions swivantes:
(32) X, ¥) =0  pow tout (X, ¥) (i=1,...,n),
(33) h(X) = grad H(X),
ot H(X) est wne fonction de classe C* telle que
(34) H{(X)=0 e lm H(X)= +oo.

X >0

Supposons de plus que la fonetion ¢(t) = (§:(2), ..., ga(t)) vérifie la
condition (4).

Dans ces hypothéses toute solution X (1) du systéme (30), définie dans
un intervalle (t,, +o0o), est bornée aingi que sa dérivée du premier ordre
dans Pintervalle (ty, +o0). 8i Pon a Vunicité des solutions du systéme auto-

nome correspondant:

(30" oy 4 (X, X)ai+h(X) =0 (i =1,...,a),
si tous les points singuliers de ce systéme sont isolés et si, de plus
(33) w(X,Y)>0 pourtout (X,Y) (i=1,...,n),


GUEST


116 %. Opial

la solution X (t) tend vers un point singulier X, du systéme (30°) ot sa dérivée
X' (t) tend vers O lorsque t crolt indéfiniment.

8i de plus
(36) X)) #£60  pour tout X #0,
on ¢ imX(t) =0 e th'( ) = 6.

t—>00

Démonstmtlon_. Poaons V(X,Y)=Y>42H(X). En vertu des
conditions (34) ¢’est nne fonetion non négative, de classe (1, satisfaisant
4 Ja relation (27). On a de plug, en raison des conditions (32) et (33):

Y-grady V (X, Y)+7(X, ¥)-grady V(X, ¥) = 27 grad H(X)

W k2
—2 Yo X, V)gi—2 X h(X)y; =
=1 =1

n

—.42 w (X, Y)yy; < 0.

=1
D’antre part, on a évidemment
lerady ¥ (X, ¥)| = 2|Y] <2V (X, Y).

La premiére partic de la conelusion résulte done immédiatement du
corollaire 3.

De méme, du corollaire 4 il résulte gque pour toute solution X (1)
du systéme (30), définie dans un intervalle (#, +o0), la fonetion

(37) () = X'2(1) /2 +H(X (1)

tend vers une limite finie lorsque ¢ — 4 oo.
Si les fenctions w;(X, ¥) satisfont aux inégalités (35), on a

WOZ

pour tout Y = 6. Cela veut dire que les ensembles V (X, ¥) = const > 0
ne peuvent contenir d’autres solutions du systéme (30'), sauf des points
singuliers.

Si, enfin, la fonction 7 (X) ne s'annule qu’au point 0, le systéme (30°)
n’admet qu'un seul point singulier (6, ).

La seconde partie de la conclusion résulte done du théor(\mu 11.

Y-grade V(X, Y)+ (X, Y)-grady V (X, Y) (X, ¥)y; <0

5. Si les fonctions w;(X, ¥) satisfont aux inégalités (35) et les engem-
bles V(X, Y) =¢ (¢ > 0) ne conticnnent auncune solution du gystéme
autonome (30°), pour toute solution X(f) du systéme (30), définie dams
un intervalle (¢, +-o0), la fonetion U(¢) donnée par la formule (37) tend
vers zéro lorsque t croit indéfiniment. On a par suite

lim X'(t) = et lim H(X

t—>+ o0 t—>+ oo

(#) = 0.
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Done, si la foncetion H(X) ne s'annule que pour X = 0, il en vient
lm X () = 6.
-0
Les fonetions X (f) et X'(f) étant bornées dans Uintervalle (t5, - oo),
il existe un « > 0 tel que Pon a dans cet intervalle

(38) a < o X(0), X))

1y.eaym).

D’autre part

'l/]:

fl
-

U = =2 Y o X0, X)) +2 3 g ()i ()

T

of, par suite, en raison de linégalité (33):

i 12
~2a [ X2(s)ds+ 220 [ly(s)|ds,
fy. ty
oit M est une constante choisie de sorte que V'on ait |X'(f)] << M dans
Pintervalle (t,, +-oo). Il en vient, en vertu de l'inégalité (4), que I'on a
o0
[ xea < +oo.

)

(39)

Mais on a aussi Didentité suivante:

' n
(—;—w’*(f)) = wa(xu), X' () )xf(t — (X @)X )+ g ) X' (1)
i=1
Les deux premiers termes du second membre de cetbe relation sont
bornés dans Pintervalle (t,, +oo), tandis que le dernier admet une inté-
grale finie dans le méme intervalle. Il s’ensuit que l'inégalité (39) n’est
possible que dans le eas ol X'(f) tend vers @ lorsque ¢ croit indéfiniment.
Nous avons ainsi démontré
COROLLAIRE 5. Si les fonctions o(X,Y), h(X) e g(t) satisfont aux
yrpothéses du théoréme 12 et si Von a de plus (33), pour toute solution X (f)
du systéme (30), définie dans wn intervalle (fy, +o0), la fonction X'2(1)

admet une intégrale finie dans le méme intervalle et Von o Iim X' (f) = 0.
toroo

6. Au n° 4 nous avons démontré le premier des théorémes de B. Man-
fredi. La démonstration de son second théoréme est aussi simple. Envi-
sageons le systéme

(40) X (X + 0t X = g(t),

ot #(X) est une fonetion continue et « une constante positive. Remar-
quons que si 7(X)X > 0 pour tout Xe#, on a forcément r(0) =
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THEOREME 13. 8i la fonction r(X) = (9',(;3,'), ...,v',,,(X)) satisfwil
a la condition
(41) r(X) X >0 pour tout Xel

et la fonction g(t) = (g.(1), ..., gu(2)) vérific Vindgalité (4), toute solutivi
X (t) du systéme (40), définie dtms un intervalle (t,, +oo), est bornéde, ainsi
que sa dérivée premiéré, dans tout Vintervalle {1y, - oco).

8i Pon a Punicité des solutions du systéme artonome

(40°) XXV X =0
et si, de plus
(42) (X)X >0 powr tout X #0,
on o alors Hm X (t) = O et hm X' (t) = 0.
{—co

Pour la démonstla,tmn do, la premiere partie du théoréme il suffit
de poser V(X,Y) = Y24 0*X2 ¢t de vérifier que les hypothéses du co-
rollaire 3 se trouvent satisfaites.

Dans le cas oll inégalité (42) est vérifiée, toutes les solutions du sy-
stéme autonome (40') ainsi que leurs dérivées du premier ordre, tendent
vers © quand ¢ croit indéfiniment. D’aprés le théoréme 11 il en cst de
méme des solutions du systéme (40).

7. Pour toute solution X(#) du systéme (40) on a

F (A’ﬂ(t )F et X)) = —r(X'() A0+ g () A (1).

De méme qu'an n°5 on en déduit Pinégalité

f P (X' (1) X' (t)dt < +oo.

S

" Mads en vertu de l’megahté (42) ¢t de identité

X)) = — T(XI (t)) — X () + g(t)

ce n’est possible que dans le cas ol X'(f) tend vers @ quand ¢ -» -+ oco.
De la derniére formule il résulte que I'on doit avoir aussi lim.Y (1) = 6
=
On a en effet "
X(t) = Ci(t)coswt+ Cy(t)sinwt, X' (t) = — C, (t) sin ot -+ Cy () cos ot

ot les coefficients C,(t) et 0,(¢) sont égaux respcctivement :?

i
1
O+ "a‘)"i!.(T(X’(s))-—g(s))Silledﬂ, Cpt - j ) - {X( ))) 208 w8 d8,

O, ot C, étant des vecteurs constants. La f(mct;wn A1) tend vers. ©
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pour t — —}-oo et la fonction ¢(¢) admet par hypothése une intégrale finie
dans intervalle (0, 4-oo). Par conséquent, X’(¢) ne peut tendre vers &
que si on a simultanément

lm ¢ (t) =60 et 1LmCC,() =06

tsco o0

d’olt il résulte gue 'on a aussi Hm X (1) = 6.
{00
Nous avons ainsi obtenu une autre démonstration de la seconde
partie du théoréme 13, démonstration dans laguelle on n’a plus besoin

de 'hypothése de l'unicité des solutions du systéme (40').

8. Passons maintenant & ’étude du systéme (3) dans le cas ol la
fonction ¢(t) satisfait & la condition (5) ¢’est-a-dire est & variation bornée
dans Dintervalle (0, 4+-o0). Dans cctte hypothése, g(t) est évidemment
bornée dans cet intervalle ef, bien plus, ¢(¢) tend vers une limite finie
g(o0) lorsque ¢ croit indéfiniment.

Nous commencerons par le démonstration d’un théoréme analogue
aux théorémes de G. Sestini [8], [9]. Envisageons & cet effet le systéme

(43) : X7 +#{X)+(X) = g(1).
Pour ce systéme on a le théoréme suivant:

TuBorREME 14. Supposens que les fonctions continues v(X) et h(X)
satisfassent aux conditions suivantes:

(44) r(X) X =0 pow tout XeE,
(43) MX) = grad H(X),

ot H(X) est une fonction de classe C1 telle que

(46) H(X) = (jg(e0)i+24|X|  (¢>0)

pour |X| suffisamment grand. Suppospns de plus que la fonetion g(t) soit
& variation bornée dans Vintervelle (0, --oo).

Dans ces hypothéses toute solution X (1) du systéme (43), définie dans
un intervalle (o, <-o0) ol ty > 0, est bornde, ainsi que sa dérivée premiére,
dans tout Uintervalle (t,, +oo).

Dégnonstmtion. En vertu de (43) on a

(f‘f@ FH(X( )) = (X W)X W) +g() X (1)

of, par suite, en raison de linégalité (d44):

I3
3
A (t —{-H(l(t) <C-l—fg/(s)X'(s)d8,
to
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ot ¢ estb une constante. En intégrant par parties on en tire
i

At ) -
1) 2O L) < o4y XH~ | X)),
Ty
Comme llmg(i = g(o0), on peut trouver un tl > 1, tel que on ait
lg(t)] < ;I:—s pour tout ¢ > 1t,. L’inégalité (46 ) étant satisfaite pour

X asse’z. gra,nd, il existe une eonstante 4 telle que 'on & pour tout X ef:
(48) H(X)+4 > (jg(c0)|+ 2¢) | X].

On a done, en tenant compte de (47) cb (48):

- "“(t)

X )\ C"+le(s)| g (s)]
ty

On en tire immédiatement 'inégalité intégrale

) ldg ()|

pour tout ¢ >1,.

X’ A=) X’”(s

FelX ()] < 0"'+f( 21X (5)

Il en vient (voir R. Bellman [2], p. 33):

Yla(t)

17
+e |A()|<G’"'0hp( fm )g(}”‘ex])(;f\tlg(8)\)<+°°'
"0

Les fonctions |X(¢)| et |X'(?)] sont done bornées dans Lintervalle
(y; +o0) et le théoréme 14 se trouve ainsi démontré.

9. Dans le cas d'une seule équation du type (43):

(43") @ (@) +h(@) = g(t)

x
on peut évidemment poser H(z) = f h(s)ds. Alors pour ¢ue la condition

0
(46) soit vérifide il suffit d’admettre que

(49) Iliminfh(m)>|g(oo)| et llmmfh(w — ¢ (o0
— -} 00

—) o0

Du théoréme 14 on obtient, dans ce cas particulier, le théoréme sui-
vant:

THEORBME 15. §i les fonctions continuds r(x) et h(z) salisjont aux
conditions zr(2)-= 0 et (49) et la fonction g(1) est & variation bornée dans
Vintervalle (0, +oco), toute solution x(1) de Véquation (43'), définie dans
un intervalle (ty, +o0), est bornée dans cet intervalle et il en de méme de
sa dérivée premiére o' (1).
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Envisageons un cas particulier de I’équation (43') en admettant
que la fonction r(2) est identiquement nulle. On a done

(13") @' h(a) = g(1).

Supposons de plus que Pon ait zh(x) = 0 et lim H(z) = +oo. Dans

>0

le cas olt 1a fonetion ¢ (£) admet une intégrale finie dans 'intervalle (¢, - oo),
ees hypothéses suffisent pour que toutes les solutions de I’équation (43'")
soient bornées ainsi que leurs dérivées premiéres. Il est cependant facile de
mentrer gu’iln’en est plus ainsi dans le cas ot g () est & variation bornée dans
I'intervalle (0, +oo) etitend vers zéro lorsque ¢ croit indéfiniment. En effet,
soit k() une fonction égale 4 # dans Pintervalle {—1, 41> et & 1/z dans
les intervalles (—oo, —1) et (1, 4-oc0) et posons ¢(#) égal & 1/t pourt > 1.
Dans ces hypothéses 1’équation (43’') admet une solution qui n’est pas
bornée dans lintervalle (1, 4-o00), & savoir #(t) =1t (t > 1).

10. Considérons le systéme de deux équations
.1;1 +49:1 =0 et & +a,=0,

auquel s’applique évidemment le théoréme 14. Nous allons montrer
que méme une légére modification de ce simple systéme peut conduire
4 des systémes dont les solutions ne sont pas Dbornées. Envisageons
& eet cffet le systéme

(43"7) @ 4z, =0 et @y -+ (L+eplm))a, =0,

ot ¢ >0 et p(r,) est une fonetion continue, égale & x; pour |r,| <1
a4 1 pour 2, >1 et & —1 pour 2 < —1(1). Pour e < } la fonction
B(wy, ;) = (L+ep(2y)) 2, satisfait & Dinégalité |h(@y, z.)] > |@.][2.

La fonetion &,(f) = cos2t constitue une solution de la premiére
des éqnations (43'"’). En remplacant donc dans la seconde de ces équa-
tions «; par cos2t on en obtient Iéquation de Mathieu

+ (14 ¢ccos2t)p, = 0
dont les solutions non nulles ne sont pas bornédes si e est assez petib.
11. Revenons au systéme général (43) et supposons que la fonetion
r (&) satistasse & la condition (4£2). Powr toute intégrale X (#) du systéme
(43), définie dans un intervalle (t,, +oo), on a

12 1

(30)  U(t) = Ute)— [r(X"(s)) X" (s)ds +~g(t)xu)~j X (s)dg(s),

iy to,

() 11 on résulte, en particulicr, que le vectour h(s) =
satinfait pas & la condition (45).

(éxl,(l+ep(ml)) ) ne
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ol nous avons posé
U = X(n2+H(X Q).

En vertu de ’hypothése (46} la fonetion Y22 +H(X) est b(.)l‘lllée
inférienrement, il en est donc de méme de la fonction U(t). Le premier,
le troisiéme et le dernier termes du second membre de (50) sogxt tous
bornés dans Vintervalle (fo, +oc). Le second terme est une fonetion non
croissante dans le méme intérvalle. On a done

o0

(1) [ r(X7 () X (8)ds < +oo.
)

Mais le second membre de lidentité
X)) = —r(X'@)— (X)) +g()

est Dorné pour i == 1y, 'inégalité (31) n’est done possible que dans le cas
olt im X'(1) = 6.
100

Eerivons la relation (50) sous la forme

Ut)—g(=o) X (t)
1 ¢
= U(f,o)~f)‘(X’(s)}X'(s)d8+(g(‘t)«g(oo))X(t)——fX(s)dg(a).
. i b

Le seadn(i membre de cette identité tend vers une limite finie lorsque
t tend vers l'infini, car on a
lim (g —g(o0) X (1) =0
—>00

et pour tout t, et tye(ty, +o0):

i Iy

is )
| IRICLAS <[1X@)N1ag () < sup LX) f dg(s)]-

1
La fonetion U(t)—g(oco) X (f) tend done vers une limite finie quand
t - oo,

12. Envisageons le systéme autonome

(52) X 4#(X)+h(X) —g(o0) = 0.

Les points singuliers de ce systéme sont tous déterminés par 1’équa-
tion.

(33) h(X) = g(c0).
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Il est facile de montrer que dans les hypothéses du théoréme 14
Péquation (53) admet au moins une solution. En effet, en vertu de
Pinégalité (46), on a

lim (H(X)—g(o0)X) = +oo.
X |0
lza,r conséquent; la fonction H(X)- ¢g(co)X admet en un point X,
un minimum. absoln. On a done

grad (H(X) — g(00) X)| x_x, = h(Xy)—g(o0) = 0

ce qui signifie que le point X, constitue une solution de I’éguation (53).
Soit X (f) une solution du systéme (52). On vérifie facilement 1’iden-
tité

1] X ‘
(;t'( 2() +H(X(i))*!/(°°)X(t)) = —r(X )X ().

Done, dans I’hypothése que la fonction »(X) satisfait & linégalité
(42), la fonetion :

X2 () [2+H(X () —g(c0) X (1)

ne peut étre constante que dans le cas ou X'(f) = 0 c’est-d-dire pour
une solution singuliére du systéme (52).

13. Quand t tend vers linfini, le systéme (43) tend vers le systéme
autonome (32). Plus précisément, le systéme (43) est asymptotiquement
auntonome au sens de L. Markus [4]. Admettons Phypothése de unicité
des solutions du systéme (52).

Comme nous l'avons démontré au n° 11, dans I'hypothése que la
fonetion r(X) satisfait a la condition (42), pour toute solution X (¢) du
systéme (43) on a LmX'(1) = O et la fonetion ™ X"2(1)/2+H (X (1)) —

fwso00
—¢g(o0) X(t) e, par suite, la fonetion H(X(t))-—-g(oo)l’(t) tend vers
une limite finie lorsque t -+ +oo:

tlim (H(X (1) ~glex) X (1)) = .

Désignons par D Densemble de Despace I, défini par Péquation
H(X)—g(co)X = (. Daprés le théoréme de L. Markus (voir [4], théo-
réme 1) Pensemble D doit contenir an moins une solution du systéme
autonome (52); ¢’est-a-dire au moing une solution singuliére de ce systéme.

Done, si le systéme (52) n’a qu’un seul point singulier, par exemple
X = 0, toute solution du systéme (43), définie dans un intervalle
(1yy +o0), doit tendre, pour t — +oco, vers le point 6.

On obtient ainsi le théoréme suivant:


GUEST


124 %. Opial

THEOREME 16. Suppoesons que les fonctious r(X), h(X) et g(t) satis-
fassent aux hypothéses dw théoréme 14 et & la condition (42).
Si le sz/btenw auwtonome (32) W quwun seul point singulier X = 6

et 81l satisfait & Uhypothése de Vunicité des solutions, pour toute solution

X () du systéme (43), définie dans un intervalle (ty, +-o0), on

lmX({) =6 o LmA'(t) =06,

tsco oo
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POLONICI MATHEMATICI
VIII (1960)

Propriétés d’une intégrale de I'équation parabolique dans
un domaine non cylindrique

par A, PISKOREK (Warszawa)

1. Introduction. On désigne par (X, 1) les points de Vespace-temps,
X = (2, ..., ,) étant un point variable de espace euclidien E™ & »
(n = 2) dimensions, t — la coordonnée du temps.

Dans cet espace-temps nous considérons pour ¢ > 0 un domaine I)
& n+1 dimensions illimité dans la direction de 1’axe du temps ¢ (voir [3]).

La frontiére du domaine I est composée du demaine borné 2, &
dimensions, gui est contenu.dans le plan ¢ = 0, et de la surface s & n
dimensions (c’est-a-dire une variété i n dimensions dans eet espace-
-temps); (X, 1), (Y, 7), ... désignent les points du domaine D, et (P, 1),
(@,7),... —les points de la surface s. Pour abréger nous désignerons
le point (P, 1) (resp. (@, 7)) par P; (resp. Q.).

Pour un ¢, fixé nous identifions les points (X, #,) aux points X. Nous
désignons la distance de deux_points X, ¥ par |XY|.

Nous appelons D; un domaine borné, partiel du deomaine D, situd
entre les plans ¢ = 0 et t = const. Nous désignons par Q, nn domaine
borné & n dimensions, sitné dans le plan ¢ = const, qui est une portion
de la frontiére du domaine D,.

Nous appelons s, 1a portion fermée de la surface s, située entre les
plans ¢t = 0 et ¢ = const.

Enfin, désignons par §; la variété & n—1 dimensions, formée par
Pintersection de la swrface ¢ et du plan ¢ = const.

Seit T une constante positive, arbitraire, finie. Considérons le do-
maine Dy et supposons que la surface sy posséde, suivant la terminologie
de J. Hadamard, nne orientation du temps (voir [3]) relative & l’éqna-
tion aux dérivées partielles du type parabolique:

(1) H{u(X, )]
. 2 "y - du R Ju
= Zay(‘x,r,) e }1 B 1) o o e = 0

ol les coefficients ay (X, t), (X, t), ¢(X, t) sont continus dans le produit
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