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En posant g =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, ... nous avons
(10,¢9)=1,2,1,2,8,2,1,2,1,10,1,2,1,... et 10, = 1,2,1,2,52,1,2,
1,10,1,2,1, ... Done (10, g) = 10,, d’ol résulte I'égalité: or = 10/(10, g)
pour %k > u. Pourtant, pour m = 12 = 2%-3, un raisonnement analogue
donne:

g=1,2,345,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14,
):1 2,3,4,1,6,1,4,3,2,1,12,1,2,
=1,4,3,4,1,12,1, 4, 3,4,1,12, 1, 2,
On a done généralement: (12, ¢) # T_,,.
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Quelques propriétés des potentiels généralisés
relatifs a ’équation parabolique définie
sur une variété riemannienne

par H. MARCINKOWSKA (Warszawa)

Introduction. F. Dressel [2] a étudié la solution fondamentale de
Péquation générale du type parabolique

; 0%y 0w ou

ik
(0.1) @, 0) 5o +0i(t, @) s oty d)u— o =0,
oll les coefficients o, %, ¢ sont des fonctions suffisamment régulieres,
définies pour les valeurs de ¢ réelles appartenant & un intervalle borné
et pour & appartenant & un domaine de Pespace euclidien & » dimensions.
Dans le cas particulier de Péquation de la propagation de la chaleur cette

solution fondamentale admet la forme bien connue [6]

2 (@' =9y

@2Vr) ™" (w—y)™%xp | — E—W——;)——

(to<< 8 <t <ty ,yeB™).
W. Pogorzelski [7] a obtenu la solution fondamentale de I'équation (0.1)
en faisant sur les coefficients des hypothéses plus générales. S. It [5]
a donné une autre généralisation en construisant la solution fondamentale
dans le cas d’une équation définie sur une variété différentiable.

A raide de la solution fondamentale on peut définir les potentiels
généralisés de volume et de double couche relatifs & 1'équation (0.1).
L, Slobodeckij [10] a étudié ces potentiels dans le cas de 'équation para-
bolique considérée dans un domaine de l'espace euclidien sous des hypo-
théses un peu plus faibles que celles de Dressel. Le potentiel de simple
couche dans espace euclidien a été étudié par W. Pogorzelski [8] sous des
hypothéses trés faibles.

Dans cet article nous étudions quelques propriétés du potentiel
de volume et de double couche relatif & 1’équation parabolique définie
sur une variété riemannienne. Pour affaiblir la singularité des intégrales
qui font apparition aprés la dérivation, on utilise la condition de Holder
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et une substitution sous le signe d’intégration suivant le procédé appli-
qué par S. It6 [5] dans le cas le plus simple.

L’auteur tient & remercier MM. W. Pogorzelski, M. Krzyzanski
et K. Maurin de leurs précicuses remarques et de leur aide pendant la
rédaction de ce travail.

§ 1. Définitions et notations. Nous appelons variété & n dimen-
gions un espace topologique connexe V,, qui admoet une couverture dénom-
brable {U,}, chacun des ensembles U, (» =1,2,...) étant ouvert et
homéomorphe & un domaine borné de l'espace cuclidien E™. Alors nous
avons

WU)CE (v=1,2,..)
ol 7’ est un homéomorphisme. Dans la suite nous poserons

o =)
. (@eVy; @weB"; v=1,2,...)
= (' ey 7).

Supposons que le point # appartienne & la partie commune des deux
ensembles U, et U, (v 5 p). Les relations suivantes définigsent un ,,chan-
gement du systéme de coordonnées’’:

o) = W)™ ()

) 4 t=1,...,n)
e oo

(ryp=1,2,..

.Supposons définie sur la variété V, une fonction tensorielle b(w)
= b;} }g(w) covariante d’ordre ¢ et contravariante d’ordre p. Rlle définit
dans chagque domaine K (U,) (» =1,2,...) n®t? fonctions d’un poinb
de l'espace euclidien de dimension n; nous les désignerons par b}} }ﬂ
A <tiyenyipy iy ey g <)y o1

Bdp(e) = biirle)  (@eUy; 0 =1,2,...).

I1..0g
Soit 2, un domaine ot 2,1 une gurface & n—1 dimensions dans la
variété riemannienne I, les fermetures do £, et de Z,_; étant compactos.
On peut définir (voir [4]) lintégrale sur .Qn (ouw Z,_;) de telle manidre
quelle soit identique & lintégrale ordinaire do volume (ou de surface),
la fonetion sous le signe d’intégration étant donnée en coordonnées locales.
Soit b(z) une fonction vectoriclle de classe O et 0.2, une surface de clagse
C’lh (gn sait (voir [4]) que l'on a, en vertu du théoréme de Gauss géné-
ralis

[ Db @)dye = [ by(@)d,0,
n"l

8y
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ol )
n
(@) = > o)V gla)cos(a’, Ny(@) (v =1,2,...)
i=1
et N,(x) désigne la nmormale extéricure & la surface h'(38, ~ U,).
Dans la suite nous nous occuperons d’opérateurs différenticls du
second ordre dont les coefficients dépendent du point » et du parameétre ¢
parcourant un intervalle (i,,?,). Ces opérateurs sont de la forme

Aw = o™ (1, 1) Dhw+ b (L, ©) Dyw+c(t, 2)w
A*w = D (a™(t, 2)w)— D; (b (¢, x)w)+o(t, 2)w,
Iw = Aw—a—w

at’
ow
Ltw =A% —_—
w w+ i

(weCH Mo X (tg, 1y)); BeMy; fo <<t < ty)
b
ot les coefficients a'* (resp. b’, ¢) forme .t un tenseur contravariant d’ordre 2
(resp. 1, 0), D}, et D; étant les dérivées covariantes. A cause des notations
que nous introduirons plus loin on suppose f, < 0 et #; > 0.
Soit {y,} une partition de l'unité. En admettant qu’il existe une
matrice |a; (¢, #)|| inverse de la matrice la® (¢, )|} on pose par définition:

g(x) = det||g: (@),

() |
”(,m>=("~w) :
4 V()

wit,m) = [ exp(—au(t, @) 8 8,

En
i i ¥ K
A (2)9, () gz ( Wi (8 ) (27— (" — ))
. = DENBLY) -
2ty 425 85 ,Y) 205, ) (t—s) exp £(t—s)
»=1,2,...),
2(t, @58, 9) Zz,.t z;8,9),
y=1
filtyz58,9) = Lt,zz(ta @5 85Y),
i
filt, @5 8,9) = f ffl(trwi 7, E)fioalz, 58, Y dEdr (j=2,3,...),

s My
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7, &5 8, 4) 4y édx,

f,258,y) = Zf(t,W;S,’]/),
"
{t,@58,9) = f

ftmrf
My,

w(t, 3 8,y) = 2(t, @; 8, y)+us (b, 258, )

(B, yeMy; 39 <8 <t <1,

olt L, désigne Popérateur L agissant par rapport aux variables t,a.
L’égalité

14
= f ffi—l(tvmi 7, E)filv, &58,y)d, édv

s M,

B, 258, 9)

pour j = 2,3, ... est une conséquence du théoréme de Fubini.
En désignant par Dyr la dérivée covariante par rapport &4 y mous
définirons une fonction vectorielle

( y Yu(t, 5 s, q))—bi(s,y)u(t,m; $,9)
fh<s<t<ty

a'(t, @3 3, y) = Dyrld’
By YeMy; 1 =1,...,m).

Soient o(t, #) et u(t,») deux fonctions continues définies pour ¢, < ¢ < ¢y,
zeM, et soit Q, un domaine connexe sur la variété IM,. L'intégrale
m(t x) f f“(t ®58,9)e(s,y)dyyds

0

sera appelée potentiel généralisé de volume. L’intégrale

W(t, v) = f faNt ;5 8, y)u(s, y)d,yds
[T
sera dite potentiel généralisé de double couche.

Nous introduirons encore une notion. Deux points distinets de la
variété M, seront dits r-distants s'ils ont la propriété guivante: ’exi-
stence d'un nombre naturel vérifiant les conditions xe U, ol y < U, entraine
pour un certain ¢ (1 <4 < n) Vinégalité |a'— > 7.

§ 2. Hypotheéses. Soit M, une variété riemannienne de dimension n
et de classe 0% Nous supposons qu'elle admet une couverture finie {U,}
(» =1,...,p) et que les homéomorphismes »’ vérifient les conditions sui-
vantes:

1° les fonetions ‘¢¥ () sont continues dans la fermeture du domaine
B(UAU) (rop=1,..,p; i = 1,...,mn)
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’w“‘(
nées pour weh’(U,~ U#).
Quant aux coefficients de lopérateur A nous faisons les hypothéses
suivantes:
1° pour » =1,...

ava"ik (t) ,,zv)
at ’

2° les dérivées (vyu=1,...,p; i, k=1,...,n) sont bor-

, p les fonctions

azﬂa’ik(t, v@
700

,bi(t,,,m) (4, B, 5,1 =1,...,m)
vérifient la condition de Holder en tout point (t,,x) pour f, <i<<t, et
2eh’(U,),

2° pour » =1, ..., p les fonctions

0,6, ,m) 84", m)

0,,9?6,09’ !

9,0 (t, )
ot ’ a4

& ”aik(t’ W) azva'ikﬁ’ )

8,49,49 4™ otoF

a0, &

T(ﬁ’,,—), 0 (t )

yaik (&) ),

(@et ]| o™, @)

ybi(t,,,m), (i, k5,1 =1,...,m)
sont continues et borndes pour t, <t <t et weh’(T,).

La dernitre condition entraine l'existence de deux constantes a,, a,
qui vérifient pour v = 1, ..., p et pour tous les points £<E" et weh’(U,)
Tinégalité

a1l§| l'alk(.t7 vw) E)L azlﬁ] ’

ol
n

‘5[2 — 2 (.§i)2.

=1

Alors les opérateurs L et Lt sont du type parabolique.
Nous supposons enfin que le domaine O, gitué sur la variété M,
a une fermeture compacte et que sa frontiére est une surface de classe cs.
Sous les hypothdses citées on a les théorémes suivants diis & Tté [5]:
TmsorEME A. Soit o(t, %) une fonction définie dans Uensemdle (ty, ;) X
X 2., continue et vérifiant en tout point du domaine {to, )X 2, la con-
dition de Holder par rapport ausm deus variables. Pour ty <1 <1, e @ely
on & Dégalité

4 12
L [alt,z55,9) e, 0dyds = —e(t, a)+ [ [fult, 255, 9)e(s, 9)dpyds.
0 Gy 0 9,


GUEST


30 H. Marcinkowska

THEOREME B. Pour f, < s <t <<t et x,yeM, la fonction u, admet
des dérivées continues du premier ordre par rapport & t et des dérivées con-
tinues du premier et du second ordre par rapport & m. On évalue les dérivées
par rapport & © en dérivant sous le signe d’intégration. Les dérivées par
rapport & t vérifient Végalité

2
0 0
(21—l 035,9) =f, 058, 0)+ [ [ooett a0, 050, &5, 1),
s M,

TaROREME C. Pour ¢, < s <t < 1, et %, yeM, la fonction u vérifie par
rapport au premier couple d'arguments Uéquation

(2.2) Lw =0,
par rapport au second couple d’arguments Déguation
(2.3) Ltw = 0.
La fonetion u est dite solution fondam(;nta,le de I'équation (2.2).

§ 3. Enoncé des théorémes. On a, sous les hypothéses du paragraphe
précédent, les théorémes suivants:

TEAOREME 1. La solution fondamentale de Végquation (2.2) admet powr
hh<s<t<t, e a,yeM, des dérivées continues Dyxu(t,z;s,y),

0
D Du(t, x;8,9), _a‘t‘u(t;m§5'y")’ Dyru(t, ; 8, y), DgDyrult,»;s,y),

]
W eU(t, @3 8,¥); Dk Dy Dymu(t, w;8,v) (k,I,m =1,...,n). Dans les
dérivées ci-dessus on peut interverfir Dordre des intégrations.

TrEOREME 2. Soient %, et y, deux points distincts de la variété M, et
801t so un nombre quelconque de Vintervalle (,, ¢,). Les fonctions u(t, #; s, ),

0
Dok Doru(t, @5 8,4), —-ult,;8,Yy),

Doru(t,z;s,y), 9

Dyru(t, ; s, y),

0
Dk Du(t, 5 8,y), Dok DaDymul(t, ;5 s, y), Tﬁpuk“(t; @;8,4) (byl,m =

=1,...,1m) ont la limite 2éro au point (s,, %o} $oy Yo)-
TrsorEME 3. Soit u(s,y) une fonction continue définie dams Ven-
semble (ty, t;) X 002y, Le potentiel de double couche a les propriétés suivantes:
1° Pour t >0, ®,ed(2,, 2602, on o

(3.1) ]imQB(t, z) = W2, o) +nu(t, o),
)
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o
= 3 pour ®el2,,
—1 pour xeM,—8,.

2° Pour xeM, on a

(3.2) Lm%B (¢, #) = 0.
0

La convergence ci-dessus est guasi-uniforme dans le domaine M,—02,.

3° La fonction Q8 admet dans le domaine (0, 4,)X (M,— 02,) des déri-
vées continues du premier ordre par rapport & t, du premier et du second
ordre par rapport & x. Elle est la solution de I’équation (2.2) dans ce domaine.

THEOREME 4. Soit o(t, %) une fonction définie dans Uensemble (ty, t,) ¥
X M,, bornée et wvérifiant la condition de Holder par rapport aus deuwm
variables. Le potentiel de volume a les propribtés suivantes:

1° il vérifie Végquation de Poisson généralisée dans le domaine (0, t,) X 2,

(8.3) Iw = —p;
2° 4l vérifie la condition initiale
(3.4) LmM (¢, &) = 0;
10

3° ¢l admet dans le domaine considéré des dérivées continues du premier
ordre par rapport & t, du premier et du second ordre par rapport & .
Les démonstrations des théorémes 1-4 seront données au § 6.

§ 4. Nous considérons d’abord les fonctions ¥ et Dyi¥; (¢ =1,...,1n)
définies par les formules

Pty @58, 957) = ff;f(t7m§ 7, Efulr, &8, NdE (1=1,2,..).
My,

11 est facile de montrer, en s¢ basant sur les résultets de S. Itd [5], qu’elles
sont continues pour t, < s <t <<t<t et »,yeM,. Nous écrivons la
fonction ¥; sous la forme

»
@1 Yt ass,y50) = [(fitt,057,8—

=1 M,

»
_fi(t7w93’yo))Lr$zv(71 &58,y)dy £+ Zfi(ta @3 85 Ya) fLrezv(Ti &58,9)d, €,
y=1 M,
Y, 6tant un point fixé de la variété M, et nous dérivons I'égalité obtenue
par rapport & y au point y,. Dans la premiére somme on peut effectuer
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la dérivation sous le signe d’intégration en vertu de la continuité des
fonctions qui y interviennent. On montre, par un procédé semblable
3 celui qu’a ntilisé Dressel [2], que les fonctions f; vérifient une condition
de Holder de la forme

(4.2) LA, @57, 8 =St @5 8,.9)]
R (1 — 5)0 92 g — |1 |- & — (j =1,2)
)
< ")
R (t—s)0="" 3)/2[[13( )( o — s 4 Y\ £y Il“) (G=3,4,...)

=1,

R étant une constante positive. Dans la deuxiéme somme du second
membre de (4.1) la dérivation ne peut pas &tre intervertie avee l'intégra-
tion, mais on peut vérifier I'inégalité

(4.3) )

| Dy [ Liwalt, @58, 9)dyw| < P(t—s
My,
(r=1,..,p;i=1,...,n)

oiL P est une constante positive. La démonstration de (4.3) se fonde sur la
transformation

)1 2 Ck
qu'on applique & Pintégrale du premier membre, aprés quoi la dérivation

peut é&tre effectuée sous le signe d’intégration. En s'appuyant sur
Dégalité (4.1) et les inégalités (4.2) et (4.3), on obtient la limitation

A=y (t—s (h=1,...,m)

(4.4) | DyeW(t, %58, 95 7)|
j-2 1 .
v —
gt HB (5, E) =80~ (z—35)""™  pour s<7T L5+ —z—{,
v=1 ¢
S = v 1 —8
S"“H B (—2—, 5) (t— )" — )= pour s — <1<l
»=1 :
(G=21,2,..)

(8 étant une constante positive).

1
(*) On désigne par B(a,b) la fonction d’Euler [t*—1(1—1)*='dt (a,b étant
0
deux nombres réels positifs). I1 est facile de montrer que lim B(a, b) = 0.
broo

icm®

Quelques propridiés des potentiels généralisés 33

De ce que nous avons dit résulte:

LemME 1. Les fonctions f; (j =1,2,...) et [ admetient pour i, < s
<t<t, et m,yeM, des dérivées covariantes du premier ordre par rapport
& y. Ces dérivées sont des fonctions continues et on peut interveriir la déri-
vation avec Dintégration ow la sommation de la série. On a alors les égalités
sugvantes

[ fimaty @57, O2(x, & 8, y) dy Edr,

¢
D,if;(t, 25 8,9) f_Dyi
8 My

(i=1,...,m)

Dyif(t, m58,4) = ZDuifi<t7 3 8,9).

F=1

En soumettant les variables 1, 8, @ et y aun restrictions mentionnées ci-dessus,
on a les limitations

p0’+‘<t~s><""""*"” (j=2,3),

p(f’“nB(

a=1

1Dyif;(t, @5 8, )| )t_s)@—n—@/z (j =4,5,...),

Dyif(t, @58, y)| < O(f—s) 0

la constante C étant convenablement choisie.

Par un procédé semblable on obtient:

Levye 2. Les fonctions DgaDyf; (§=1,2,...) e DuDyf (k,1
=1,...,n) sont continues pour t,<s<t<t e @, yeM,. Hlles
admettent pour les valeurs des arguments oitées ci-dessus la limvitation suivante:

(4.5) l—Dzl-kafJ‘(t: @3 8,9)]
N(t—s) 2 (=1,
N (8—s)"0A" G =2),
< is .
-3 [[B (5 5) (=)l (= 3,4,...)

a=1

(N est une constante positive). On a ausst 1égalité

(4.6) DaDyf(t, w58,7) = 3 D Dyrf;(t, @55, 9).
j=1

La série du second membre converge uniformément dans Vensemble considéré.

Annales Polonici Mathematiei IX 3
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Par la méthode appliquée ci-dessus on peut aussi établir les limita-
tions

@7 | Dy [pltas7, OF(z, &8, 9)d,¢
M’I’L

1~
S(t—s) N2 (g gy~ <s <1< 123),

-8
jz:—<r<i)

<

S(t—s) "+ (g gy~ (

(=1,...,m;5 <8< T<t <ty @, Yely)

olt 8 est une constante positive et p(f, #;s,y) désigne une quelconque
des fonetions z(t, @;s,¥), 82(t, %; s, y)/0t, Dyz(t,s;s,y), DiaDmz(t, ;
8,9) (I, m =1,...,n). De (4.7) ot du Lemme 1 résulte:

LevmuMe 3. La fonction u, admet pour i, < s <t <t et @,yeM, des
dérivées continues Dyeu,(t, @5 8,y), DykDyiu (b, ©58,%y), DyeDytDymu, (2,
6“1(@;7__83}/‘) déri-

vations peut étre interverti.

25 8,9), Dyk (kyl,m =1,...,m), on Dordre des

§ 5. Dans ce paragraphe nous étudierons la fonction u; et ses déri-
vées, lorsque la différence {—s tend vers zéro.

Soient x, et y, des points distinets de la variété M, et soient w et r
des nombres réels de 1'intervalle (0, %). Nous supposons r choisi de telle
facon que les points #, et ¥, soient r-distants. Nous supposons aussi que
wmelU, pour ¢ <y <q1 et yelU, pour wo <v <wy (1 < qo, ¢1y Woy
w, < p). Enfin soit ¢(f,®;s,y) une quelconque des fonctions u, (¢, #;s,y),
Domy (8, %5 8, Y)y Dot Domny (t, 258, Y), dur(t, ®; 8, y)[0, Dyrw,(t, v58,9),
Dym Dy (8, @58, Y)y DptDgm Dy (b, 5 8,9), 0Dyeus(t, 258, 9)[0t (k, 1,
m=1,...,n). Ceci admis nous avons;

LEMME 4. On peut choisir les voisinages O du point x, et 5 du point 4,
de maniére que la_fonction @ admette pour 1y, < s <t <t, we®, ye& la
limitation

(5.1) lo(t, ©; 8, 9)| < c’r“(2”+4)/m(t_8)(1—5::1)/2

les points @ et y élant r-distants (C est wne constante positive).

Démonstration. Les cas @ =1u, ou ¢ =Dju (I=1,...,7)
ne présentent aucune difficulté. Dés lors soit ¢ une quelconque des fone-
tions du,[0t, DgaDymu, (I, m =1,...,n). On écrit lintégrale

My,

fz(t3m;77 E)f(zy §58,y)dg &
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sous la forme

0 n4s )

NS [altsa;n, O 65,006+ [alt @i, &) D fi(z, &8, 3)dy8)-
v=qy J=1 Uy U, J=n+6
Dans la premiére somme le domaine d’intégration U, sera décomposé
en les domaines 4,(x) et U,— 4,(®), ou 4,(x) désigne l'ensemble de tous
les points & du domaine U, qui vérifient D'inégalité

LE—al <a—o)7 (@ =1,...,n)

o étant une constante positive suffisamment petite. Ensuite on appli-
quera la substitution

B = g ()R (G =1,..,m)

®
5 lintégrale étendue au domaine A,(z), aprés quoi la dérivation pourra
atre introduite sous le signe d’intégration. Aprés quelques transforma-
tions on établit la limitation (5.1). Les cas restaats peuvent étre étudiés
d’une fagon semblable.

§ 6. Démonstration des théorémes. Le théoréme 1 est une consé-
quence immédiate du lemme 3 et du théordme B de S. Itd, le théoréme 2
résulte facilement du lemme 4. Le théoréme 4 se démontre simplement
en étudiant lintégrale

i
[ [ty @58, 9)els, y)dpyds
o 2y
de la facon expliquée au § 4 et en s'appuyant sur le théoréme A de S. It
et sur la limitation

\ fu(t,w;s,y)g(s,y)d,,y‘ < const.

Qn
Démonstration du théordme 3. D’aprés la définition de la fone-
tion o et en se basant sur le théoréme C de S. Ité on obtient en appliquant
le théoréme de Gauss au domaine £, et en intégrant par rapport a s:

t—e
f f“N(tym;'g:y)dayds
b oy,

t—s t—e

1]
— — [ [t mutt, 055, 0dppas— [ [ Goutt, o35, 02,ds
i 2, 0 Qp

(t >0, xeM,, ¢ >0).
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Sie—0, ona
¢
ff ay(t, 38, y)dyyds

b af,

¢
= —f fc(s,y)u(t,m;s,y)dyyds—!- fu(t,aa; 0, y)dyy + v (%),
0 O

Qp

(1 pour ey,
y(®) = 1 pour wedfy,
0 pour meMn——?J;,

d’ott résulte pour @ — &,

@ 12 12
(61) lm [ [an(t 258, 9)dyds = [ [ an(t, 2058, y)dyds+1.

T=TY 0 8y, 0 a2,
La propriété 1° peut étre démontré de méme qu'on le fait dans ’étude
du potienticl newtonien de double couche. .

Nous vérificrons maintenant la propriété 2°. L’égalité (3.2) pour
weM,— 80, ost évidente en raison du lemme 4 et pour wed£2, elle peut
atre vérifiée de méme que dans la démonstration bien connue des propriétés
du potentiel de double couche relatif & I’équation de la propagation de la
chaleur. Soit £, un domsaine arbitraire contenu avee sa formoture dans
le domaine £2,. Il existe un nombre réel » tel que deux points arbitraires
%, 2, et 1,02, soient r-distants. Il résulte du lemme 4 qu’on peut choisir
les entourages © du point #, et £ du point y, de maniére que pour ¢, < §
<t<t, 1O et ye 5 linégalité

(6.2) lax (t, @5 8, 9) (s, y)| < Or~EHAIC (g g)li=5®

soit remplie, O étant une constante positive. Les ensembles Q, et 49,
étant compacts, on peut facilement démontrer que linégalité (6.2) roste
vraie pour les points arbitraires zeQ, et y <92, 1a constante ¢ étant con-
venablement choisie. I1 en résulte la propriété 2°.

La propriété 3° peut &tre vérifiée en se basant sur les théorémes 1°
et 2°.
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