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Ein Problem der zweidimensionalen Minkowskischen
Geometrie

von L. TamAssy (Debrecen)

1. 8. Golab hat folgendes Problem gestellt: In welchen zweidimen-
sionalen Minkowskischen Geometrien sind alle drei Produkte: Seoiten-
linge mal Pseudohohenldnge fiir jedes Dreieck einander gleich. Herr
Golyb hat die Vermutung ausgesprochen, dafl dies in denjenigen Min-
kowskischen Geometrien gilt, deren Indikatrixen Radonschen Kurven ()
sind. Zugleich hat Herr Golab gezeigt, dal fiir konvexe und symmetrische
Indikatrixen die Bedingung notwendig ist. Diese Vermutung werden
wir in dieser Arbeit beweisen. Nachdem wollen wir einige Feststellungen
iiber das Inhaltsmessen in den hier behandelten zweidimensionalen Min-
kowskischen Réumen machen und beweisen, daf die oben erwihnte
Eigenschaft fiir drei Dimension nur dann besteht, wenn die Indikatrix
ein zentrisches Ellipsoid ist.

Betrachten wir einen zweidimensionalen Minkowskischen Raum,
mit einer orientierten, sternartigen, stetig differenzierbaren, (aber mnicht
notwendigerweise symmetrischen) Indikatrix I, deren Zentrum (Anfang)
mit O bezeichnet wird. Die zu einer beliebiger Richtung a (durch kleine
gothische Buchstaben werden immer Richtungen bezeichnet werden)
transversale Richtung ist die Richtung der im Punkt P genommenen
gerichteten Tangente von I, wo P der Schnittpunkt des aus O in der
Richtung von a ausgehende Strahles und der Indikatrix ist. Um iiber
transgversale Richtungen ohne Einschrinkung sprechen zu konnen, wer-
den wir fiir die Indikatrix I immer die oben erwihnten Eigenschaften vor-
aussetzen. (?) Eine gerichtete Gerade oder ein Strahl a* soll zu einem
anderen a transversal genannt werden, wenn die Richtungen a,a* in der
gegebenen Reihenfolge transversal sind. Eine Indikatrix I, die die oben.
angefiihrten Bedingungen erfillt, und auBerdem keine durch O gehende
Tangente besitzt, werden wir kurz reguldr nennen. Eine konvexe mib

(}) Fir den Begriff der Radonschen Kurven siehe die von J. Radon in [4]
behandelten Kurvenklasse.

(%) Die Orientierung wird in Fillen, wo sie keine wesentliche Rolle spielt,
weggelassen.
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Tangenten in jedem Punkt verschene Indikatrix ist offenbar reguldr.
Fiir regulsire Indikatrixen kann man fiir jedes Dreieck ABC, fir jede

seine gerichtete Strecke z. B. AB in eindeutiger Weise die (gerichtete)

Pseudohohe definieren und zwar folgendermafen. Zur Richtung ¢ = 4B
betrachten wir die transversale Richtung a*. Da a, ¢* voraussetzungs-
gem#B nicht parallel sind, so schneidet die Gerade durch ¢ mit der Rich-
tung o* die Gerade durch A, B genau in einem Punkt 0'. Die Strecke

0C" bzw. 0" 5, wobei die Reihenfolge der Punkte C, ¢’ so gewdhlt sein

soll, damit die Strecke die Richtung von a* habe, nennen wir die zu 4B
gehorige Pseudohohe. Diese Pseudohohe bezeichnen wir mit hg.

Die Minkowskische Léinge der gerichteten Strecke AB werden wir

mit LI(EE) oder (bei festgestellten Indikatrix I) kurz mit L(Z]—;’) bezeich-
nen. Fir eine mit regulidren Indikatrix ausgestattete Minkowskische
Ebene kann also die folgende Frage gestellt werden: Fiir welche Indika-
trixen gilt fiir jedes Dreieck ABC, die Eigenschaft

(B) L(AB)-L(he) = L(BO)-L(h4) = L(C4)-L(hg).

Fiir die euklidische Ebene ist bekanntlich die Eigenschaft (1) erfiillt.
Dieses Problem gehort also zum Problemkreis, in welchen Minkowski-
schen Geometrien bleibt der eine oder andere Satz der euklidischen Geo-

metrie noch giltig. Bin anderes Problem aus diesem Problemkreise wurde

unlidngst von S. Golgb und von mir geldst. ()

2. Nun wollen wir unseren Hauptsatz formulieren und den Beweis
geben.

_ Sarz 1. Ist die Indikatriz I der Minkowskische Ebene reguldr, so
besteht die Bigenschaft (B) fir jedes Dreieck dann wnd nur dann, wenn I
eine Radonsche Kurve ist.

Wir erinnern daran, daB eine Radonsche Kurve eine symmetrische,
geschlossene, konvexe Kurve ist, deren jedes Paar von transversalen
Richtungen a, ¢* konjugiert ist, d. h.

(@")* = —a
besteht. G. Pick war der erste, der bewiesen hat, daf fiir jede symme-
trische, geschlossene, konvexe und mit Tangenten in jedem Punkte
versehene Kurve mindestens ein Paar von konjugierten Richtungen
besitzt. Radon hat als der erste erkannt, dal es auBer Ellipsen noch
andere Kurven gibt, fiir welche jedes Paar von transversalen Richtungen
zueinander konjugiert ist. D. Laugwitz hat unlingst bewiesen, daB fir

(*) Siehe 8. Golab und L. Tamdassy [3].
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jede konvexe geschlossene Kurve mindestens zwei (wesentlich) verschie-
dene Paare won konjugierten Richtungen existicren.

Den Beweis des Hauptsatzes zerlegen wir in zwei Teile. Erstens
beweisen wir

A. Ist die Indikatriz eine Radonsche Kurve, so sind alle drei Produkte:
Seitenlinge mal Pseudohohenldnge fir jedes Dreieck einander gleich.

Da eine Radonsche Kurve eine symmetrische Kurve ist, so ist die
Linge einer Strecke beziiglich dieser Kurve als Indikatrix fir beide
méglichen Orientierungen der Strecke gleich. Daher sind auch die Pseudo-
héhenlingen fiir beide Orientierungen der Indikatrix einander gleich.
Daher kénnen wir die Orienticrung sowohl des Dreiecks, als auch der
Indikatrix in diesem Fall auBer Acht lassen.

Es seien die Seiten eines beliebigen Dreiecks ABC, mit a, b, ¢ und
entsprechende Pseudohohen mit hy, ky, he bezeichnet. Wir volliziehen in
unserer Ebene eine Zentroaffinitdt (in Bezug auf 0) welche die Paare
@,h, und b, h, in senkrechte Lage iiberfithrt. Bezeichnen die Zeichen
der Seiten und der Pseudohéhen gleichzeitig die mit euklidischom Maf
gemessene Liingen derselben und bezeichne A, die Hilfte der euklidischen
Linge des mit ¢ parallelen Durehmessers der Indikatrix I, so ist in der
transformierten Lage die Gleichheit der zwei
Produkte: Seite mal Pseudohdhe (in Min-
kowskischem MafBl gemessen) durch

¢ by b Iy
he g o Ay,

{1

ausgedriickt, wenn die transformierten Grofen
mit Strich bezeichnet werden. a'h, = b hy -
ist offensichtlich wahr, da die Grofen eukli-
dische Lingen bedeuten. So ist es zum Be-
stehen von (1) geniigend nur

2 Aarkng, = today,

Fig. 1

zu beweisen.

(2) ist aber wahr. Man kann némlich zu einem Stiitzelement (B, tg)
(siehe Figur 1) einer Radonsche Kurve R, der aus einem auf einem Durch-
messer ~ liegenden Kurvenpunkt R, und aus der Tangente iy besteht,
das zu ihm konjugierte Stiitzelement (P,t,) so erhalten, dal man den
Pol P von iz und die Polare tz von R bezliglich eines entsprechenden
Kreises mit Mittelpunkt O und Radius ¢ (welcher Radius nur von R
abhiingt, wihrend von der Wahl des Punktes R unabhiingig ist) bildet,
und diese dann mit dem Winkel <47/2 um O dreht.(?) Ist r L 4 so fills

(*) Siehe J. Radon [4].
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P an r, und dann ist OR-OP = OR-OP = ¢ J,, ist mit der Tangente
zur Indikatrix I’ im Endpunkt des Halbdurchmessers 1, parallel. 4,
ist ‘aber auf 1, voraussetzungsgemifB senkrecht und daher ist nach dem
oben erwihnten Ay A, = ¢'> Ahnlicherweise ist 4,1, = o2 Diese
beiden Gleichungen beweisen zusammen (2). )

Da die Affinitét die Parallelitit behilt, und an parallelen Geraden
jede Strecke mit demselben Faktor multipliziert wird, so ist die mit
Minkowskischem Mafl gemessene Léinge einer belichigen Strecke bozii-
glich der urspriingliche Indikatrix I gleich der Minkowskischen Linge
des affinen Bildes der Strocke beztiglich der transformierten Indikatrix I
So gilt auch

a
(3) T

. hb
Ty

Wir vollziehen jetzt an unserer Ebene eine solche Zentroaffinitét, welche
die Paare a, h,; ¢, b, 'In senkrechte Lage iiberfithrt. Wir crhalten hier
fiir diese eine (2) &dhnliche Relation. Indem wir mit der inversen Affinitit
in das urspriingliche System zuriickkehren, so bekommen wir

was zusammen mit (3) A beweist.

Jetzt gehen wir zum Beweis des zweiten Teiles unseres Satzes iiber:

B. Isi die Indikatriz keine Radomsche Kurve, so gibt es immer ein
Dreieck, fir welches die Eigenschaft (B) nicht erfiilli ist.

Beim Beweis unterscheiden wir die folgenden drei Falle: I. die
Indikatrix ist eine konvexe Kurve ohne einer geradlinigen Strecke;
II. die Indikatrix ist eine nicht-konvexe Kurve; ITI. die Indikatrix ist
eine konvexe Kurve mit einer geradlinigen Strecke.

B. I. Erstens erwihnen wir die bekannte Tatsache: ist die Transver-
salitdt zwischen zwei Geraden beziiglich einer Indikatrix ohmne Orien-
tierung immer eine symmetrische Bezichung, d.h. folgt aus dor Trans-
versalitit einer Geraden @ zu einer Geraden b immer auch die Trans-
versalitit von b zu a, so ist die Indikatrix eine Radonsche Kurve.

Nehmen wir jetzt an, daB die Indikatrix keine Radonsche Kurve
ist. 'Wir behaupten, daB es eine Richtung a, gibt so, daB (—af)* =4 q,
gilt. Nehmen wir (zwecks Zurfickfilhrung ad absurdum) vorldufig an,
daB (—a")* = a fiir jede Richtung a besteht. Die obige Relation schrei-
ben wir folgendermafBen um

(4) * =D (—h)* =a.
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Setzen wir in der obigen Implikation —b statt a und a statt b, so erhal-
ten wir
() (=B =a> () = —5
(4) und (B) ergeben zusammen

'a* = Bj(—a)* = —b = -—a*.
Die Relation (—a)* = —a* fiir jedes a besagt, daB die Transversalitit
die Symmetrieeigenschaft besitzt, was nach dem vorigen Absatz nach
sich zieht, daB die Indikatrix eine Radonsche Kurve ist, was der vor-

ldufigen Voraussetzung widerspricht.
Es seien also a und b zwei Richtungen fiir die

(—b)* #a

gilt. Es seien A und A die Punkte der Indikatrix, wo die Tangenten ?, v
die Richtung b bzw. —b haben, B und B bezeichnen die Punkte der
Indikatrix, fiir welche OB|b bzw. 0B)|—b gilt. ¢ und f seien die aus O
in den Richtungen (—b)* bzw,
b* ausgehenden Halbstrahle,
und F und P deren Schnift-

a* =0 und

punkte mit 1 baw. o. (Siehe
Figur 2.) Diese Schnittpunkte
existieren. Verschieben wir
nimlich die Halbstrahlen, die
die Indikatrix in Punkten des
Bogens beriihren, welcher sich
von A4 in der Richtung der
Orientierung bis A erstreckt,
in das Zentrum O, so fallen
diese Halbstrahlen auf die-
selbe Seite der Geraden BB,
auf welcher 4 liegh. Es seien
endlich ¢ und C zwei Punkte [

bl

v

an { bzw. an o die von A, B Fig. 2
bzw. A, F verschieden sind,
und fiir welche 671115 bzw. OA ||—b gilt. Wir werden zeigen, dalB entwe-
der fiir das Dreieck (m’A(ﬁ) oder fiir das Dreieck 0AC, die Bigen-
schaft () nicht besteht. Wir bezeichnen die euklidische Léinge von OB

%) 625 » bedeutet, daB die Seiten des Dreiecks in der Form C—)—A), 1—(:',2‘0 gerichtet
sind.
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mit 4y, und die euklidische Lénge von OB mit A_, (#hnlich wic im Punk-
te A). Daher bestehen gemif

(6) PN

die Relationen

(7
Im Fall A_y < A betrachten wir das orientierte Dreicck 040 A+ Wegen
a* = b gehort zu 04 die Pseudohohe (J_‘Z, und wegen (—~)‘.>)"'|[;:> gehort
qur Seite A0 die Pscudohohe OF. B ist wegen (—b)* £ a von 4 ver-

L(C4) £ L(40).

—

schieden, L(OF) ist also wegen der in B. I fiir die Indikatrix gemachten
Annahme grofer als 1. Daher ist aber
L(0A)L(04) < L(A0)L(0E),

weil L(0A) =1 < L(OE) und nach (7) L(CA) < L(AC) ist. Besteht
dagegen in (6) die Relation A_p >4, so erhalten wir fiir das Dreieck
040 » ein dhnliches Resultat. Némlich gchért jotzt zu 04 die Pseudo-
héhe C—Tzf, und zur Scite Eﬁ wegen b*][}; die Pseudohohe 52‘ ‘Weiterhin
ist L(@?) = aL(I }, WO ¢ wegen Ej HE_L_O’ das Verhiiltnis der ocuklidi-
schen MaBe von AC und CA bedeutet. Ahnlicherweise ist L(EZT;) =
= aL(O_Ji), wo o wieder den vorigen Wert hat, da die euklidischen
Lingen ./—1-6, 04 und C_TZ, AT einander gleich sind. Weiterhin ist wieder

L(aj) =1 und wegen der Konvexitdt der Indikatrix L(af’) =1.(%
Daher ist

L(0A)L(0A) = 1-0L(A0)
und
L(A0)L(0F) > o L(04)1,
‘Wa.s wogen. der in diesemn Fall nach (7) bestehenden Relation L(5Z)
> L(40)
L(A0)L(OF) > L(0A)L(CA)
bedeutet. Damit ist aber der Boweis im Fall B. I beendet.

(*) L(OF) = 1 kann nur im Fall vorkommen, wenn F mit 4 zusammentsllt,
was jedoch nicht ausgeschlossen ist.

icm®

Ein Problem der sweidimensionalen Minkowskischen Geometrie 45

B.II. Jetzt existiert fiir die nicht-konvexe Indikatrix sicher eine

Stiitzgerade E: welche die Indikatrix mindestens in zwei Punkten 7 und V

beriihrt. Sind die cuklidischen Léngen OT und OV voneinander verschie-
den, so bilden wir den Schnittpunkt T, der an V liegenden zu OT paralle-
len Geraden mit der an T liegenden und zu OV parallelen Geraden. (Siehe
Figur 3.) Es bezeichne weiter H, den Schnittpunkt der Geraden OV mit
der an T, liegenden nund mit s parallelen Geraden, und H, den Schnitt-
punkt der Geraden VT, mit der an O liegenden und zu s parallelen Gera-

den. Betrachten wir jetzt das Dreieck oﬁi - Die Pseudohdhe von O] 4
ist T,H, und die von VI, OH,. OVH,, und T,VH,, sind aber &hn-
liche Drejecke, und so wegen OY # VT, auch

8
Da aber O_fIZ”TTﬁl g—i_lj'i, ist

OH, # TH,.

L(T,H,),

_, ¥4
(0T = 2
T.H,

und so sind auch die Produkte

L(OV)L(T,H,) und

— . om
L(VT,)L(0OH,) = L(VT,)——
T, H

141

L(T, H,)

wegen L(0V) = L(0T) = L(VT,) =1 und
(8) ungleich.

Ist OT = OV 5o ist OVT, ein gleischenkliges Dreieck. Da die Indi-
katrix eine sternférmige Kurve und s ihre Stiitzgerade ist, so mufB der

Fig. 3

I
Bogen TV ganz im Innern des Drciecks OTV, liegen, und er mufl nach
dem Batz von Lagrange mindestens einen Punkt Z enthalten, wo die

Tangente zu s parallel ist. Wir bilden jetzt aus den Punkten O,T,Z
ausgehend den Punkt 7', auf dhnliche Weise, wie wir vorher aus den
Punkten O, T', V den Punkt T, gebilde thaben. Da Z im Inneren von OVT

liegt, so ist 0Z < OT, und es ist ebonso wie vorher einzusehen, daB im

Dreieck OZE’ZA die Produkte: Seitenlinge mal Pseudohohenlinge ein-
ander nicht gleich sind.

B. ITI. Dicsen Fall ist cs sehr einfach auf den Fall B. II zuriickzu-
fithren. Die geradliniege Strecke bildet nédmlich eine Stiitzgerade, und an
dicser gibt es sicher zwei Punkte T und V, fiir welche OT £ OV ist,
cbenso wie im Fall B. IL.
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3. Jetzt wollen wir iiber das Inhaltsmessen der zweidimensionalen
Minkowskischen Réume einige Feststellungen machen. Wir legen fir das
Tnhaltsmessen eines Dreiecks die folgende Definition zugrunde:

DrrmNrTIoN. Der Inhalt eines Dreiecks ist die Hilfte des gemeinsamen
Wertes: Seite mal Hohe.

Auf Grund des Hauptsatzes ist es offensichtlich, daf die Radonschen
Kurven die allgemeinsten Indikatrixen sind, fiir welche man den Inhalt
eines beliebigen Dreiecks mit Hilfe der obigen Definition messen kaa.m.
Diese Definition besitzt die Bigenschaft der Additivitédt. Es sei né’nmh_ch
ein Dreieck ABC, durch die Strecke CD, wo D ein auf dexi Sei?e AB 11<.3-
gender Punkt ist, in zwei Teile zerlegt. Falls wir in den Teildreiecken die
Seiten AD und DB wahlen, fallen die Hohen (Pseudohohen) zusammen.
Daher ist aber wegen L(AD)+L(DB) = L(AB) die Summe der Inhalte
der zwei Teildreiecke dem Inhalt des Dreiecks ABC, gleich. Aus diesem
Grund ist es leicht einzusehen, daB auch die MaBzahl des Inhalts eines
Vielecks unabhiingig davon ist, wie er in Dreiecke zerlegt wird. Diese
Behauptungen kénnen wir im folgenden Satz zusammenfassen.

Sarz 2. Die Radonschen Kurven bilden die allgemeinste Art von Indi-
katriwen, bei welchen in einer zweidimensionalen Minkowskischen Geomelrie
sich das Inhalismessen in der von der ewklidischen Geometrie her bekannien
Weise (das Inhaltsmessen von Drei-
eck, Parallelogramm, Trapez, Vie-
leck, usw.) auf dem Ldngemessen
griimden 1dft.

Dieses Inhaltsma8 unterschei-
det sich aber im allgemeinen von
dem von Busemann [2] einge-

4 filhrten InhaltsmaB, und ist nicht
auf den euklidischen Mal gegriin-
det. Nach Busemann ist der Min-
kowskische Inhalt gleich dem eu-
klidischen, multipliziert mit ei-

7, nem Taktor, wobei dieser Fa,ktqr

%, gleich w gebrochen mit dem .eul_zh~

dischen MaBe der Indikatrix ist.

DaB das nach unserer Definition

genommene Inhaltsmal von dem

Busemannschen wirklich verschie-

den sein kann, zeigh das folgende Beispiel. Es scien O, A,.B, ¢ die Eck-

punkte des Einheitsquadrats des Koordinatensystems, mit Ursprung O

(siehe Figur 4). Wir betrachten eine Kurvenfolge g, deren. Elemt'ante

konvexe differenzierbare Kurven sind, die in A die Gerade 4B, und in ¢

3 8

£ IF
TFig. 4.

icm®

Ein Problem der zweidimensionalen Minkowslkischen Geometrie 47

die Gerade BC beriihren, und welche Kurvenfolge gleichméBig zur gebro-
chenen Linie 4 BC konvergicrt. Jede g, bestimmt eindeutig eine Radonsche
Kurve R,. Nimlich man kann mit Benutzung des Kreises I, mit Mit-
telpunkt O und mit Radius 04 die Stiitzelemente der im II. und in IV.
Ebenenvierteln licgenden Teile von R,, auf die frither beschriebene Weise
erhalten, wihrend der im III. Ebenenvicrtel lisgende Teil von R, das
Spicgelbild des im I. Ebenenviertel liegenden Teiles ist. Diese R, kon-
vergieren zum Vieleck ABCDEFA. Der Inhalt dieses Vieleck ist 3. I,
sei jotzt ein solches Element der Kurvenfolgen NR,, dessen Inhalt sich
nicht mehr als um 0.1 vom Wert 3 unterscheidet. Daher unterscheiden
sich die Inhalte der Radonschen Kurven I, und I,, obwohl diese das kon-
jugierte Durchmesserpaar 4D, CF gemeingam haben. Folglich sind aber die
nach unserer Definition berechneten Inhalte des Dreicks OAC, in den
beiden mit Hilfe von I, und I, bestimmten Metriken gleich, wihrend
sie nach dem Busemannschen MaB verschieden ausfallen, was unsere
Behauptung bestitigt.

4. Endlich wollen wir unser urspriingliches Problem fiir dreidimen-
sionale Minkowskische Réume behandeln. Wir bewcisen den folgenden

Sarz 3. Die Eigenschaft (B) gilt in einem dreidimensionalen Min-
kowskischen Rawm fiir jedes Dreick dann wnd nur dann, wenn die Indi-
katriz ein zentrisches Ellipsoid ist.

Die E'gonschaft (B) gilt in einem dreidimensionalen Minkowskischen
Raum offcL.bar dann und nur dann, wenn der Schnitt der Indikatrix I mit
jeder auf dem Zentrum O liegenden Eb .ne eine Radonsche Kurve erg bt.

Wir worden zeigen, daf in dicsem Fzll die Indika‘rix eine solche
Eifldche ist, die von jedem umschricheren Zylinder lings einer ebenen
Kurve berithrt wird. Unsere Indikatrix ist zuniichst konvex. Wiirde sie
némlich eine Schmicgebene haben, die die Indikatrix schneidet, so kénnte
durch den Beriihrungspunkt der Schmiegebene und durch O eine Ebene
gelogt werden, welche die Indikatrix in keiner Radonschen Kurve schnei-
den wiirde, im Widerspruch mit unserer Annahme. Da die Indikatrix
auch geschlossen und differenzierbar ist, so ist sie eine Eifliche. Wir
betrachten jetzt zur Indikatrix einen belicbigen umschriebenen Zylinder.
Die durch O gehende, und mit den Erzeugenden des Zylinders parallele
Gerade p trifft I in den Punkten P und R. Es seien die Tangentialebe-
nen in P und R =z und o, und die mit ihnen parallele Ebene durch O sei e.
e schneidet I in einer ebenen Kurve %. Nehmen wir jetzt eine beliebige
Ebene a durch p. Sie schneidet I in einer Radonschen Kurve R. R wird in
P durch eine Gerade t beriihrt, die in = liegt. Die mit ¢ parallcle Gerade
durch O schneidet F und R in zwei Punkten M und N, wo die Tangenten
zu R parallel mit p sind, da R eine Radonsche Kurve ist. Daher sind aber
die Beriihrungsebenen in den Punkten M und N von & parallel mit p.
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Dies bedeutet aber, da o eine belicbige Ebene durch p ist, daB die Be-
rithrungsebenen in den Punkten von & parallel mit p sind, d.h. der von
dicsen Ebenen eingehiillte, mit p parallelo Erze -genden besitzende Zylin-
der beriihrt die Indikatrix in den Punkten der Kurve &. Daher bertihrt
ein beliebiger umschricbener Zylinder die Indikatrix in ciner ebenen Kurve.
Fine Eifliche aber — unsere Indikatrix ist eine Eifliche — die von
jedem umschriebenen Zylinder lings einer ebenen Kurve berihrt wird,
ist nach einem Satz von Blagehke(?) ein Ellipsoid. Damit ist unser Satz
bewiesen.
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Sur l’existence et l'unicité des solutions dun probléeme
de Mlle Z. Szmydt relatif a ’équation de la cerde
vibrante en fonction de la position du point initial

par A, Lasora (Krakéw)

Mlle Z. Szmydt [2] a posé pour I’équation
(1) Ugy = F(B3 Yy thy Usy Uhy)

un probléme aux limites général S, qui consiste & déterminer une solu-
tion de V’équation (1) satisfaisant aux conditions données

uz(w, a(w)) = g(wa u(‘”y a(m))7 uv(w; a(“’))))
4y (B¥),9) = k(5,2 (8®),9), w(8),9)),

L’existence et I'unieité des solutions du probléme S dépendent évi-
der.nment des propriétés des fonctions f, g, %, a, B et de la position du
point Py(x,, ¥,). Dans la présente note nous considérons cette derniére
dépendance.

%(@oy Yo) = Uo-

1. Nous nous bornons — pour simplifier — au probléme $, qui con-
stitue un ecas particulier du probleme 8.

ProBLEME S,. Soient F(z,y), G(z,u), H(y,u), a(z) et p(y) des
fonctions définies et continues pour .
el <4, lyl<B,
et satisfaisant aux conditions
la(@) < B, p)l <4.
Soit encore I7 le rectangle défini par les conditions:
o] <4, |yl <B.

Enfin soient #, un nombre réel quelcongue et Py(zg, ¥,) un point

arbitraire de II.

Cela posé, on cherche une fonction u(x, y) admettant des dérivées
Uy Uy, Ugy, continues dans le rectangle IT et satisfaisant i 1’équation

(3) Uy = F (@, )
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