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Ce travail constitue un abrégé de la thése que j’ai présentée & la Faculté des
Mathématiques, Physique et Chimie de I'Université Jagellonne de Cracovie pour
obtenir le grade de docteur és sciences mathématiques. Je dois le sujet de ce travail
4 M. le Professeur F. Leja; je me permets de lui exprimer mes affectueux remercie-
ments pour l'aide qu’il a bien voulu me préter.

1. Introduction. Soit R un espace topologique, z,,... des points
de cet espace, w(2, {) une fonction réelle continue de deux points quel-
conques -z et { de R, satisfaisant aux conditions:

(1) 0(z,{) 20, o) =ow,?), w(z,2) = 0.

Une telle fonction sera dite fonction génératrice.
D’autre part, soit B un ensemble compact, non vide, de points de R.
Désignons par ™ un systéme de n > 1 points &y, &, ..., &y de E,
par V(™) le produit :
@ VE™) = V(G by es b = [] ots &)
I<i<ksn
et par V,(E) la borne supérieure de ce produit, lorsque le systéme (™
varie arbitraireme.t dans E. I est clair qu’il existe un systéme de n
points 4™ = {7, 74, ..., 7,) de B pour lequel V(n™) = V,(B). Ce sy-
stéme st dit n*™e systéme de points emirémaun (libres) de ensemble B.
On sait que la suite

(3) v (B) = Vﬂ(E)zlﬂ(ﬂ—l)’ n=2,3,..
admet une limite non négative
(4) v(B) = v(B, 0) = im V,(B)*"",

qu’on appelle, d’aprés F. Leja [1], dcart (libre) de ’ensemble K par rapport
a la fonction génératrice w(z, £)(Y).

() Dans le cas od w(z, {) = |z— | I'écart est dit, d’aprés M. Fekete, diamdire
transfini de B [2].
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Supposons que l'ensemble E soit la somme de deux ensembles com-
pacts disjoints B, et B, et soit (™ un systéme de 2n points ;@M
= {f1, Cayveey Can}y dont Zy, Loy ..., {n appartiennent & B, et £y 1, fnyg,

vyl & Ey. Soit V,,(H,, B, w, $) la borne supérieure du produit
V(c®™), lorsque le systéme (" varie dans B,+FH, de manidre que n
points du systéme {®™ appartiennent & B, et n 4 H,. On sait [3] qu'il
existe une limite v(H,, B,, 0, }) = lLm Vy(B,, B,, 0, 37D dite

Ner00

écart restreint de la somme E,+FE, dans le rapport §.

" Le but de ce travail est de généraliser la notion de ’dcart v(E,, H,,
w, 3) & Vécart v(EBy, By, w, a), ol a est un nombre positif quelconque
appartenant & 'intervalle <0, 1), d’étudier la dépendance entre cet écart
et le paramétre a et d’introduire une fonction extrémale définie dang R.

2. Notations et propositions auxiliaires. Soit B, comme plus
haut, la somme de deux ensembles E, et B, compacts disjoints de l’espace
topologique R, a un nombre quelconque appartenant & l'intervalle ouvert
(0,1) et » un nombre entier plus grand que 1. Nous désignerons toujours
par n, le nombre entier satisfaisant & 1'inégalité na—1 < n, < na et par
{™ un systéme de n points ¢ = {¢1, &y, ..., &n) de B remplissant la
condition W(n, a), c’est-a-dire tel que m, points initiaux i, &sy ..., fnay
du systéme ¢(™ appartiennent & ensemble E, et les points restants & B,.

Boit w(z, {) la fonction génératrice définie plus haut. Le produit (2),
dans lequel le systéme (™ remplit la condition W(n,a), sera désigné
par V({™, a). Désignons encore par V,(H,, B, o, a), ou plus bridvement
par V,(a), 1a borne supérieure de V(£™, a) lorsque (™ varie dans B, -+,
en remplissant toujours la condition W(n, a)

(5) Vula) = Va(By, By, 0, a) = 8up V(C(n)7 a).

(MeB) B,
Comme la fonction w(z, {) est continue et les ensembles Z, et E, sont
compacts, la borne (5) est atteinte, c’est-d-dire il existe un systéme 7™
de » points de B,+H,
(6) 1™ = {01, 72y -y Ma)
remplissant la condition W (n, a), pour lequel V,(a) = V(n"™, a).

Le systéme (6) est dit 2™ systéme emtrémal restreint dans le rapport o
de l'ensemble E,+F, correspondant & la fonction w(z, (). Si a =0, le
gystéme (6) devient "¢ gystéme extrémal libre de Iensemble I, et si
a =1, il devient #*™° gystéme extrémal libre de H,.

Désignons par V(n), V,y(n) et Vy,(n) les produits

Vi(n) = V(ny, 7ay - 3 Mngdy Vz(”' = V(Wﬂ +19 Mgtz <o »

(7) Vlz(”‘ n ” w 771) 7719

i=1 k=ng+1

) M)y
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et introduisons les moyennes:

(8) Vala) = Vy (o)=Y,
©) vi(n) = Vi(n)"eCe, py(n) = V()0 "adt-na=)
V12(n) = Vqg(m)!itatt="a),

On a la relation suivante:

(10) V(a) =
I1 en résulte

V(1™ a) = Vi(n): Vy(n): Vig(n).

(11) v (a) = 7?1(77/)N1(n) Uy (n)Nz(n) V12 ('”')lem
olt 'on a posé
e (Mg —1) (n—mn,)(n—n,~1)
N = N =
) 1(n) n(n—1) ) 2(n) n(n—1) )
2m,(n—mng)
N —
12(7) n(n—1)

On constante aisément que les inégalités suivantes ont lieu:

(13) vy(n) < Vng(Bh)y  wa(n) <0y ng(H2)

ol les moyennes v, (H,), ¥n_n (B,) sont définies par la formule (3).

LeMME 1. 8¢ a appartient & Pintervalle (0, 1) et m et n sont deuzw nombres
entiers positifs remplissant les conditions m <mn et 1 <m—m, < m—1
on a Dinégalité

(14) 03 ()M 0y ()2 g, () V12 <, (a).

Démonstration. Introduisons les notations suivantes:
Mg\ [ N— 1, [ Ma—2)[n—mn,
S = (ma) (m""mu)’ Sl - (ma_ 2 ) (m—'ma),
N—ng— 2 _[Me—1)\[n—ne—1
8y = ( )(m Mg— 2) 81, = (m.,— 1)(m-'ma-—- 1)'
Du systéme extrémal (6) remplissant la condition W(n, @) on peut ex-
traire de § maniéres différentes un systéme de m points remplissant
la  condition W(m,a); désignons un de ces systémes par [n™],;
= {7, 5, ..., q®), oh i=1,2,...,8. Alors on a les inégalités

V(7™ )inzys @) < Vin(a) pour ¢ =1,2,..., 8. En multipliant ces § inéga-
lités membre 4 membre il vient

(15)

s .
TV (™ asys @) < Vi),

1=l
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Dans le premier membre de cette inégalité le facteur w (g™, n{M),
ot 1k, figure §; — fois pour chaque I,k =1,2,...,%, 8, —fois
pour chaque I, % = n,+1,...,n ot enfin 8, — fois pour chaque I =1,
2y iy gy b= n+1, ..., n On en déduit lidentité

H V(1™ ny @) =

=1

et par suite P’inégalité précédente prend la forme

(16) Vo(m) Va(n)2 Vg (m)22

(17) . 0y ()% 0y (0)*2 - 035 (R)12 K V()
ou y )
Ne{Ng—1 (n—mng) (n—mn,—1)
8y =28, (2 )7 z‘—sa”'—__*i"" —
m(m—1
= Bugtaln—ny), s — gD

En élevant les membres de la derniére inégalité & la puissance 1/s on
obtient l'inégalité (14), c. q. f. d.
Levme 2. 8% liminfv,(a) = ¢ >0, on @ liminfe, (n) > 0, hmlnf vy(0)

N—>00 N—00
> 0, iminfo,,(n) >0 e v(H,) >0, v(E,) >0, ot v(H,) et 'IJ(Ea) sont

les écarts libres des ensembles B, et H,.
Démonstration. Comme liminfo,(a) >0 et les suites {v,(n)},

{vy(n)}, {v42(n)} sont bornées, il T;'Z;Oulte de (11) que liminfw,(n) >0,
liminfw,(n) > 0 et liminfv,y(n) > 0. i
MmEn tenant comggamde (13) on déduit de (11) I'inégalité
0n(0) < Vng (B1)" 00y (B V2 01, ()12,
Posons liminfwv,,(n) = b. D’aprés (12) et (4), si n - oo on a N,(n) — a?,
No(m) = (1 @), Npa(n) —»2a(l—a) ot la dernitro inégalité donmo
O (By) +o(By) 00 b=

0 < a = liminfw,(a) <
N300

d’ot il s’ensuit que v(H,) >0, v(F,) >0 et le lemme ost démontré.
Il sera commode d’introduire les notations suivantes:

(n_na) (n_—’na_"l) nu(na_l)
1= )y  Up = ——
(m*mu) (m—ma——l) ma(mrx'—l)
(1) (=1 (n—n,—1)
= T 1) (m—m,—1) ’
(19) A = |up—wsl+ |[Ugy—%sl, B = uy—uy+4, = Ugs— U+ 4,
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4 B m,—1 ¢ m—m,—1

(20) a=-—, b=——'-¢——, - % =,
Uys Uy m—m, Us Mg

LEMME 3. Si les nombres entiers m et n satisfont auz inégalités m < n,
1<m—m, <m—1 et si liminfo,(a) >0, on a
N—>00

(21) O (VD ()™ 0 ()0 M < 0, ()Y,
\ k(k—1)
o N(k) = % (k:k )—, kE=m ow n, M =maxw(e, () pour zeB,, cH,.

Démonstration. Elevons les deux membres de Tinégalité (17)
Mg —2 )(”—""—2 )] En tenant compte de (8), (9) et

4 la puissance [1: (ma_g Mg —2
(18), il vient

Vi(n)*1- Vy(n )2 Vi (n)2 < Vi (a)1*2,
Les quantités A, B, 0 étant positives, on a d’a pres (13) et ‘d’aprés Lhy-

pothése
[Vi(n /Vnn(Eﬂ]B'[Vz(”)lvnwna(Ez)]a <1, [Vlg(n)/M"‘a(ﬂ -n“)]A <1.

En multipliant membre & moembre les trois dernidres inégalités et
en tenant compte des égalités %, +B = uy--C = u,+4 et (10), on
trouve

V(@) 244V (By) ™7V, (By) "0 M40 < 7, (a)f7 2,

Pour en déduire (21) il suffit d’élever la derniére inégalité & la puissance
{2/[u usmg(m—m,)]} et d’appliquer les notations (8), (13) et (3).

LevmE 4. Si les nombres a et ag > a appartiennent & Vintervalle (0, 1),
% est un nombre entier positif et n, > 1, il ewiste deux entiers positifs m et p
ne surpassant pas n et remplissant les conditions

(22) : M, P—Pa = N— Ny

Démonstration. La suite {ka}, ¥ =1,2,..., dont le premier
terme est plus petit que n,, tend vers Vinfini; 1a différence de deux termes
voising étant < 1, Pintervalle {n,, 7,+1) contient au moins un des termes
de la suite {kay}. Soit ma, le plus petit d'eux. Alors (m—1)a, < n, < Mma,
et comme m,, o8t aussi contenu dans lintervalle (ma,—1,ma,> on
& My = Ng. L’még lité m << n résulte immédiatoment de 1’hypothése

Pour prouver la seconde des égalités (22) il suffit d’appliquer le méme
raisonnement & la suite {k(1—a)+1}, k=1,2,...

= Mgy

3. L’écart restreint de I’ensemble # = E,--H,.

THEOREME 1. La suile
Oa(0) = Vu(a)™,  n=2,3,...

est convergente quel que soit ae(0, 1).
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Démonstration. Distinguons deux ecas: 1° liminfo,(e) = 0,

N300

2° liminfw,(a) = @ > 0.
Tom00

1° Nous allons démontrer que, si liminfe, (a) = 0, on & limwv,(a) = 0.
N>

T—>00

Sinon on pourrait extraire de la suite {v,(a)} deux suites partielles {v,, (a)}
et {o,,(0)} telles que my << m; eb

liminfo, (o) = limo,, (a) =0, limsupo,(a) = limw,, (a) = a.

N—rc0 koo N—>00 k—o00
Si la limite a était positive il résulterait de (11) pour n = n; et du fait
que les suites {v, (nz)}, {92 (nx)}, {v12{ny)} sont bornées que hmm.f@;l(%k) >0,

k=00

liminfo,(n;) > 0, liminfv,,(ne) > 0.
k-s00 k00
L’inégalité (14) donne pour n = ng, m = My
Uy (""k)NI(mk) '”2(”Ic)N2(mk) V12 ('nk)Nm(mk) < 'Umk(a) .

Lorsque my, — oo, 0D & Ny, — oo et 1a limite inférieure du premier membre
de la dernidre inégalité est positive, tandis que le second tend vers zéro,
ce qui est absurde. Par suite limw,(a) = 0.

N->00

2° Damns le cas ol liminfo,(a) > 0 il résulte du lemme 2 que v(H,) > 0
N—>00
et v(E,) > 0. Supposons que
(23) limsupv,(a) = b > a.
N—»00

On peut alors extraire de {v,(a)} deux suites partielles {vm,(a)} et {vn,(a)}
telles que © myp <my et ]iminfm(a) hmvmk( a) = a, ]1msup1;n( )
= limo,, (¢) = b. Posons dans l’méga,hté (21) m = My, B = Ng; 11 vient

k—rc0

- — — N
”nk(a)N("k)(H%)'”(nk)a(El) bk"vnkﬁ(nk)a(Ez) %k« M~ <’Um,,,(a) )

o ay, by, ¢, sont les valeurs des quantités (20) pour m = my, n = N
Lorsque my, — oo, on a ny — oo, a; — 0, by — 0, ¢, — 0 et en méme temps
N(my) > 1fa(l—a), N(n;) > 1ja(l—a); par suite la derniére inégalité
donne

bl/a(l—-u) < al/a(l-—u)

d’ot1 il vient b < a, ce qui est en contradiction avec (23). Par suite a = b
et la suite {'vﬂ( )} est convergente.

La limite de la suite {v,(a)} sera désignée par v(E,, B,, w, a) ou plus
briévement par v(a). Elle est non négative et sera appelée écart restreint
(dans le rapport a) des ensembles B, et E,. La fonction v(a) est définic dans
lintervalle ouvert (0, 1); nous la définirons aussi pour a = 0 et o =1
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en posant, conformément & la convention adoptée dans le paragraphe 2
et & la formule (4),
2(0) = 0(Byy 0) =0(By), o(1) =v(By, 0) =v(H,).

Finalement la fonetion »(a) est définie dans lintervalle fermé <0, 1.

Levme 5. 8 o < ay 6t 86 a et a, appartiennent & Vintervalle (0, 1),
on a les inégalités
(24) 0(a) < 0(ag) 0 -,
(25) v(ag) K (o) BN Jt-l1~eg)/(1-a)
o M = maxw(z, ) pour 2, e, +H,.

Démonstration. Considérons le systéme extrémal (6) remplissant
la condition W(n, a) et supposons que n, >1; en vertu du lemme 4
4 chaque nombre naturel n correspond un nombre naturel m <n tel
que m,, = n,. Il gensuit que m— My, < N—"N,, Par suite, on peut ex-

traire du systéme (6) un systéme de m points remplissant la condition
W (m; ap). Soit 7™ un tel systéme; alors

Vala) < V(g™, ap)- MOCe-D-mem-112 Vo (@) - M=) —mon—1)12
En élevant le premier et le dernier membre de cette inégalité & la
puissance 2/n(n—1) on obtient
D (@) < V(o )m(m inr=1) . rt—Imm-nmn-1]
a m—1

m a 3N -
Lorsque #n — oo, on a m — oo, — — —, — — et la derniére iné-
n a, n—1 a,

galité donne (24).

La démonstration de I’inégalité (25) est analogue.

Du lemme 5 résulte immédiatement:

THEOREME 2. Si v(a,) =0, okt a, est wn nombre five de Vintervalle
(0,1), on a v(a) = 0 pour chague nombre a de cet intervalle.

Pour démontrer ce théoréme il suffit d’appliquer linégalité (24)
si a < a, et inégalité (25) si q, < a.

De (11) et (13), du lemme 2 et du théoréme 2 résultent les corollaires
suivants:

CorOLLAIRE 1. 8¢ v(B,) =0 ou v(H,) =0, on a v(a) =0 pour
chaque ae(0,1). :

COROLLAIRE 2. 8%, pour un nombre naturel m, le systéme exmtrémal (6)
remplissant la condition W (n;ao) contient deuw poinis (n;, ni) pour les-
quels o(m, ni) = 0, on & v(ay) = 0 et en méme temps, daprés le théoréme 2,
v(a) = 0 pour chaque ae(0,1). .

COROLLAIRE 3. 8¢ v(ap) >0 0% a, est un nombre fivé de Vintervalle
ouvert (0, 1), on a v(a) >0 pour chagque o de Vintervalle fermé (0, 1>.
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4. La continuité de la fonction v(a).

TrioREME 3. La fonction v(a) est continue (a) dans l’intermlle ouvert

(0, 1) toujours, (b) dans Vintervalle fermé 0,15, st min w(z,8) =m >0
2eky, Laly

et 8%l emiste un nombre aye(0,1) tel que v(ay) > 0.

Démonstration. (a) D’aprés le théordme 2, la fonction v(a) est
continue en chaque point de lintervalle (0,1) si v(a) =0 en un seul
point de cet intervalle. Si v(a’) >0 en un point fixe a'e(0,1), on a, en
vertu du corollaire 3, v(a) > 0 en chaque point de cet intervalle. Soit a,
un point quelconque, mais fixe, de Pintervalle (0, 1). Si a < oy et a — ay,
il résulte de (24) et (25) que Lmsupw(a) < v(a) < liminfv(a) et par

a—rag—

suite limo(a) = v(ay). Si @ >a, 6t a — a, en déduit pareillement de

a—rag—

a->ap—~

(24) et (25) que limo(a) = v(a,) et par suite la fonction est continue au

a—»ag+

point a4 € (0, 1).
(b) Il reste & prouver que

(26) limw(a) = 2(0) = v(H,),

a~»0 -4

lmwv(a) =

a—rl—

(1) = v(H,).

Lorsque « est un point quelcongue de lintervalle (0,1) on a

! 7
V(@5 oney @nys Biy -y Brny)
Mg

n
V(o) < Vn,,(E Voo na n (N5 M),

i=1 k=ng+1

ol @,,...,5,, est un systime extrémal libre de H, et o, ...
systéme extrémal libre de H,, d’olt I’on déduit

4
y ®nn, UL

Vi By Vi (B)m® ") < Vo (a) < Vi (By)* Vg (Bo) M "),
ol m = min w(2,(), M = max (2, Q).
26Xy, Lokl 26B'y, telly

Elevons les membres de cette inégalité & la puissance 2/n(n-—1);
en tenant compte des notations (8), (3) et (12) on obtient
’”ﬂa(El)Nl(m‘”n_na(E )2 . N 120
< 0n(a) < Oy (B0,

d’olt il vient, lorsque n — oo,

nal By)N2™ . pri e

OB 0 (By)am - et~ < w(a) < 0(By)H v (B0 Maet=o

ce qui entraine (26), et le théoréme est ainsi démontré.

COoROLLAIRE 4. Si v(H,) = o(H,) = 0, la fonction v(a) est continue
dans Vintervalle fermé 0 < o <1, ce qui résulte du corollaire 1.
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5. Exemples. On a vu que la fonetion v(«) est toujours continue dans
Pintervalle (0,1); je vais donner trois exemples dans lesquels la fonction
v(a) est discontinue sux extrémités de lintervalle <0,1) ou continue
partout dans cet intervalle.

(a) Soit E, et H, deux ensembles de points du plan de la variable
2 = x4y définis comme il suit:

—(0<o<l,y=2), B=0<2<2,y=-2).
Soit la fonetion génératrice

lz—¢|-|limz|-|im¢}, lorsque 2, (eB, ou z, ek,

o(z, =
0, . lorsque zek, [eH,.
Alors on a v(a) = 0 pour chaque ae(O,_l), 2(0) =2
= v(H,)(®).
Cette fonction v(a) est continue dans Iintervalle (0,1) et discontinue
aux points a =0 et a = 1.
(b) Soient F, et E, deux ensembles de points du plan de la variable
2z = x-+14y Qéfinis comme il suit:

EB=0<s<

= o(By), o(1) =1

259=2), EB,=(@=-2;0<y<4)

et s0it w(z, &) = |¢— |- |imz—imZ| la fonction génératrice. Alors v(a) = 0
81 0 < ¢ < 1. La fonction v(a) est discontinue au point a = 0, ear limv{a )
a0+
=0 et v(0) = 1.
(¢) Supposons que les ensembles H, et E, soient les mémes que dans
l’exemple (a) et que
w(z’ C) — lz_‘cl g—lims—imll_

Alors, d'aprés le théoréme 3, v(a) est continue dans Pintervalle fermé
{0,1>. On peut prouver que (2e)"% < v(a) < 2, v(0) = 4, v(1) = 1.

6. Généralisation. Soit B la somme de p >2 ensembles compacts
et disjoints B, E,, ..., B, de Pespace topologique R et a;, asy ...y 0p-1,
p—1 nombres queleonques, mais fixes, de I'intervalle (0, 1) remplissant
la condition

(27 0 < aytagt...tapy <l
D’autre part, soit 7 un nombre naturel et n,, (k=1,2, ey p—1) 1a

partie entiére du produit n-ay. Il est facile de voir que 0 < 7%+ 7a,+
+...-\—nap~1 < N.

(') Les formules »(0) = 2, v(1) = 1 résultent du fait que le diameétre transfini
d’un segment de longueur d est égal & d/4 [5].
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Nous dirons que le systéme de » >1 points (™ = {,, &,, ..., 2,)
de lensemble E = E,+F,+...+F, remplit la condition W = Win;
Qg Ogy .ny Oy ), Si lensemble H;, contient My, Points du systéme Al
pour k¥ =1,2,...,p—1 ot los points restants de ce systdme appartien-
nent & ¥,. Soit encore w(z, {) une fonction génératrice des deux points z
et [ variables dans R. Désignons par V,(ay, as, ..., ¢y_;) la borne supé-

rieure du produit1 [Z w(&;, k), lorsque le systéme ¢ varie dans len-
<t<k<n

semble E en remplissant toujours la condition W. Los théorémes 1, 2, 3

démontrés plus haut peuvent étre généralisds comme il suit:

THEOR:EME 1. La suite

V(o azy ..ny ap-—l)zln(n_l)’ n=2,3,..

converge vers une limite mon négative v(ay, ay, ..., ap_y).

La limite v(ay, agy..., ay_;) est dite écart restreint de la somme des
ensembles B, B, ..., B, dans le rapport (ay, g, ..., o).

THEOREME 2'. Si v(af, o, ..., a5_1) = 0, oit les o} sont des mombres
Ppositifs satisfaissant & Vinégalité (27), on a v(ay, ayy ..., ap_1) = 0 pour
chaque systéme de valeurs positives (oy, ¢y, ..., 0p_,) Salisfaisant & (27).

THROREME 3'. Ldoart vestreint v(ay, agy ..., ap_,) est une fonetion
continue des paramétres ay, as, ..., ap_y () 86 ap >0 (k = 1L,2,...,p—1)
o 0<atat..tay<l, (b) s a=0 (k=1,2,...,p—1) e
O0<aoytapt...dap <1 la continuité a liew lorsque minw(2, {) =
=m >0 pour zeBy, [eBy, (L£m), l,m =1,2,...,p e en méme temps
i ewisie un systéme de mombres positifs af, o, ..., a%_,, remplissant la
condition (27), pour lesquels v(al, o, ..., d)_}) >0.

?. Une fonction extrémale. Soit B un espace topologique, w(z, ()
une fonction génératrice et E un ensemble compact de R, comme dans le
paragraphe 1. Supposons Iécart (libre) v(E, w) positif et soit ™ wun
gystéme de points £y, %s,..., ¢, de B, tels quon ait (i, Lx) 5= 0 pour
1 % k, et enfin soient 2z un point quelconque, mais fixe, de R et s,(z, )
la borne inférieure de I’expression -

et @(Ges &)

ki

8(z, ™) = [ﬁ ; w(z,ck)]’/“m*”

i=1

lorsque le systéme t™ varie dans Pensemble B. On sait [4] que si R est
le plan, si a.)(z, ) = |2~ (| ot I'écart v (B, |z—¢|) est positif, alors il existe
en tout point de B une limite finie

(28) lims,(z, B) = s'z, ).
f—->00
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En appliquant la méthode du travail [4] il est facile de prouver que
la limite (28) existe dans le cas général, ot R est un espace topologique
quelconque et w(z, () une fonction génératrice quelconque, pourva que
v(F, o) soit positif. On peut aussi prouver que la fonetion limite (28)
est positive, si (2, {) > 0 pour tout B et z n’'appartient pas & E.

Supposons maintenant que F soit la somme de deux ensembles com-
pacts disjoints B, et E, dont I'écart restreint v(e) = o(#,, s, 0, a) est
positif. Soit &% = {{;, &3, ..., L) un systéme de n points de ’ensemble
E,+F, remplissant la condition W(n, a) et tels que o(f;, {i) #* 0 pour
i = k. Désignons par 8,(2, ¢) la borne inférieure du produit

8(z, ™, a) = ”

i=1 k=1
ki

(2, Lx)

o (Lsy Lx)

orsque, # étaat fixé, le systéme (™ varie dans E,-+F,. Introduisons les
moyennes

Sa(2, ) = 8,(2, )™, n=2,3,..
. . k(k—1)
et soient r = min w(z, ), M = max (&, L), V&) = ————
leEy +Eg LieEy Lpely ku (k_ ka)
pour k = 2, 3, ... D’autre part, soient a, b, ¢ les expressions définies par

les formules (20).

LEMME 6. Si v(a) >0 et m et n sont des nombres naturels, tels gque
m<n, 1<m, <m—1 et siz est un point n'appartenant pas ¢ E;+E,
et tel que w(z, &) >0 pour tout (eB,+H,, on a

(29) w2y V- (r[M)® < sy @YD 5, (2, B) 8o (2) Ba)

Démonstration. Il résulte de ’hypothése v(a) >0 et du lemme 2
que v(E,) >0, v(E,) >0 et, comme w(z,{) >0 pour tout (B, +E,,
on a $(z, By) >0 et s(z, B,) > 0. Soit

(30) ™ = (&, Byy .0y Bn}

un systéme de n points de l'ensemble H,+F, remplissant la condition
W (n, a), pour lequel on a S,(z, @) = 8(z, 2™, a), et soient 8, 8y, 8a, S1»
les expressions définies par les formules (15).

Si m < n on peut extraire du systéme (30) de § manidres différentes
un systéme de m points remplissant la condition W(m, a). Soit [#"™ ]y,
ot 4i=1,2,...,8, un tel systéme. Alors
$1=1,2,...,8.

Sn(2zya) < S(z’ [m(m)](n,iﬁ a) pour
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En multipliant ces inégalités membre & membre et on tenant compte
de l’identité

nSﬂi[w( ](nt): )

1=1

| - - a)(z ml)

S 3,
= 8(zy @1y ooy D) 1 S(2) Bugpry ey ) 2[

(=, mk) }512

2
i=1 k=ng+1 [(J.)(-’.U” P ]

(analogue & I'identité (16)) on en déduit I’inégalité

B2, @)
< 8z, @y, . ,wn) 1-8(2y Bnygry -oey Tn) 1r1 [

(2, u;) 0 (2, wk)}su
i=1k=ng+

Lo () @4) 12
ou, en élovant les deux membres & la puissance [1:( me—2 ("’—”a“z ,
m,—2 )\ m—m, —2
la suivante:
Spn(2, a1

Ng

<8z, 2y, ...

w (2, @) (2, o) |22
,m,,a)"l-S(z,xnaH, L ’ ,

|
o)) [0 (w7, @) I

i=1 k=ng+1
Ol Uy, Uy, Uy, SONG définis par les formules (18).
Multiplions cette inégalité membre & membre par les inégalités
évidentes

(,r/]l[)ZAnu(n—nﬂ) < {

.
w(zy wi)w(zy mk)}"{
’
i=1 k=ng+1

Lo (@:, 2) ]

K 8(2, By ey @) Sy (2y BV [8(2) Bugrny ooy @) [Sucny (2, B) 1

En tenant compte des relations entre 4, B, 0, u,, u,, 4, définies par
les formules (19) et (20), on obtient 1'inégalité

B (2, @)1 (r| M) L 8, (2, @)12t 48, (2, By) P 8,n, (2, By)~C

d’ott résulte facilement l'inégalité (29).
THEOREME 4. 87 v(a) >0, il existe en chaque point 2z de Vespace R
une limite finie '
(81) lims, (2, ¢) = lim®8, (2, a)/™*V = s(¢, a).
N->00 n—-00

Démonstration. Nous allons d’abord prouver que la suite {s,(2, )}
esti bornée lorsque # et a sont fixés. Soit 4™ = {ny, 7, ..., 7.} UN systéme
extrémal restreint dans le rapport o de la somme H,-+E,. Alors

M’n(n—-l) Mn(n— 1)
Q) < = s =

Sl ) Vi ap . Va(ap

<S(z,17("),
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ot M = M(2) =maxw(z,) pour (eE;+H,. Il en résulte l'inégalité
0 < limsups, (2, a) < M/v(a)?, ce qui prouve notre assertion.

N—00

Pour démontrer que la suite {s,(2, a)} est convergente fixons le
point z et lo nombre ae{0,1). Deux cas peuvent se présenter: 1° L'en-
semble E,+E, contient un point Z,, tel que o (2, {,) = 0,2° w(z,{) >0
pour chaque (eB;+ FB,.

Deans le cas 1° 1a borne inféricure S,(z, a) est atteinte lorsque £, est
un point du systéme (™ ot on 2 8,(z, a) = 0 pour chaque n = 2,3,
par suite lims, (2, a) = 0.

N—+00

Dans le cas 2° il existe un nombre r >0 tel que w(z, )
tout eH,+ E,. Posons

]iminfs,,(z, a=a

= r pour

<b= h'msups,,,(z, a).

1 suffit de prouver b < a. A cet effet extrayons de la suite {s,(z, )}
deux suites perticlles {sm, (2, @)}, {sn,(2, @)} telles quion ait my <y et
lims, (2, a) = b, lims,, (2, a) = a. Posons dens Dinégalité (29) m = my,
] k—o0

n = 1y; il vient

S (85 @)V (| ME <
olt ay, by, ¢; sont los valeurs des quantités a, b, ¢ définies par les formules
(20) pour m = ng, M = My.

Faisons tendre my, vers Yinfini, alors ny — oo, a; — 0, by — 0, ¢, — 0
et N(my) - 1/a(l—a), N(ng) — 1/a(l—a) ot la derniére inégalité donne

'gnk(z7 a)N(nk)(l+uk) Sn, %) g (2, By)” ksnv(nk) (=, Bo)™ k,

bl/a(l —~a) < allla(l —a)

Par suite b < a, ce qui prouve que la limite (31) existe.

Le théordme 4 peutb &tre généralisé an cas olt ¥ est la somme de p = 2
ensembles compacts disjoints By, B,,..., B, dont 1'écart restreint
V(A day ---y ap_y) 085 positif.
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