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Sur les solutions presque-périodiques d’une classe
d’équations différentielles

par Z. Opiar (Krakéw)

Congidérons le systéme d’équations différentielles
(0-1) X’ =f(t’X)7

ol X désigne le vecteur (@,, @,, ..., 4,) et f(t, X) est une fonetion vectorielle
(Fo(ty @1y «oey By vy fulty @y, ...y ,)) définie et continue dans D’ensemble
R XD, R désignant la droite réelle —oo < ¢ < +oco et D étant un ensemble
ouvert de l'espace euclidien 4 » dimensions R™.

Dans 1a présente note je me propose d’établir, sous certaines condi-
tions imposées au second membre du systéme (0.1), qui vont &tre préci-
sées dans la suite, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
solution bornée X (f) de ce systéme soit presque-périodique. De ce théordme
général (théoréme 1) il sera facile de déduire un critdre (théoréme 2)
de presque-périodicité des solutions du systéme (0.1) établi récemment
par G. H. Meisters [7], ainsi que quelques autres théorémes de ce type.
L'un d’eux (théoréme 3) nous permettra ensuite de réduire certaing
problemes d’existence des solutions presque-périodiques & des problémes
topologiques relatifs & certaines suites de transformations topologiques.

I. Notions et propositions préliminaires

1. Une fonction vectorielle X () = (vy(t), ..., #,(t)), définie ot con-
tinue sur toute la droite réelle R, cst appclée presque-périodique si & tout
nombre positif & on peut faire correspondre un nombre I(¢) > 0 tel que
tout intervalle de longuer 1(z) contienne au moins une presque-période
de X(t), relative & ¢, c’est-a-dire un nombre r tel que l'on ait

IX@+1)—X(@) <& (—oo<t< +oo),

ol — comme d’habitude — |X| désigne la longueur euclidienne du vecteur
X. 11 est immédiat que si la fonetion vectorielle X (z) est presque-périodi-
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que, il en est de méme de chacune de ses composantes 2,(¢), ..., @, (),
et inversement.

Nous dirons pareillement qu'une suite de vecteurs {X,} = {({", ...,
a®)} (b =0, +1, £2,...) est presque-périodique si & tout nombre po-
sitif & on peut faire correspondre un nombre I(c), égalemont positif, tel
que tout intervalle de longueur I(¢) contienne au moins un nombre entier
7 tel que l'on ait

=Tl <& (B=0, %1, £2,...).
Pour qu'une suite {X,} de vecteurs soit presque-périodique, il faut et il
suffit que chacune des suites de nombres {#{”} (i =1, ..., %) soit presque-
périodique.

2. Dans toute la suite nous supposerons que la fonction vectorielle
f(t, X) satisfait & Phypothése suivante:

Hyrormizse (M). Pour tout point X,eD la fonction f(¢, X,) est pres-
que-périodique et pour tout ensemble compact B C D la fonction f (t, X)
est uniformément continue dans ’ensemble R xE.

On a la proposition suivante, facile & démontrer (cf. L. Amerio [1]):

ProrosiTIoN 1. 8¢ la fonction f(t, X) satisfait & Phypothése (M),
pour tout ensemdle compact T C D la restriction de f(t, X) & Pensemble
BXH est une fonction presque-périodique wniformément par rapport & I,
cest-a-dire & tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre un l{e) >0
tel que tout intervalle de longuewr 1(c) contienne aw moins un v tel que

[ft+7, X)—f(t, X)| <,

quels que soient X e B et teR.
Une fonction numérique f(#) d*une variable réelle 1, définie et continue
sur toute la droite R, est dite normale si de toute suite

FOA-ha)s f(E+ho), F(24 o)y o,

ol les h sont des nombres réels arbitraires, on peut extraire une autre
suite

FO+To), fE+ Ko, F(E+Ts), ...

qui converge uniformément dans lintervalle (—o0, -00) vers une fonetion.
limite. D’aprds un théordme bien connu de Bochner, toute fonction presque-
périodique f(2) est normale et réciproquement. Il est immédiat que le
méme théoréme est aussi valable pour des fonctions vectorielles
X (1) = (w,(t), ..., 2 (1), ’

En g'appuyant sur la proposition 1 et en répétant sans aucun chan-
gement essentiel la premidre partie de la démonstration de J. Favard
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du théoréme cité de Bochner (cf. J. Favard [3] ou [4], Ch. III, n* 6 et
7) on obtient la démonstration de la proposition suivante:

ProrosiTioN 2. 8¢ lo fonction f(t,X) satisfait & Vhypothése (M),
pour tout ensemble compact E C D la restriction de f(t, X) & Pensemble R X B
est une fonction normale uniformément par rapport & B, ¢est-a-dire de toute
suite

1.1 fl4hy, X), f(t4 bey X), f(E+ P, X), ..oy
oi les b sont des nombres réels arbitraires, on peut extraire wne autre suite
Flt+Ty, X)) f(t 4+ Fop X), f(E+ By, X)), .o

qui converge uniformément dans Vensemble R X E vers une fonction limite.

1.2)

3. Supposons, une fois pour toutes, que la fonction f(t, X) satisfasse
a 'hypothése (M). Soit %y, h,, hs, ... une suite de nombres réels telle que
la suite de fonetions f(t+4hy, X),f(t-+hy, X), ... converge dans RxD
vers une fonction limite f* (¢, X), uniformément dans tout ensemble R x F,
ol F est un sous-ensemble compact de ’ensemble D. La fonction limite
F*{(t, X) satistait évidemment & I’hypothése (M) et ’on peut, & coté de
T'équation (0.1), envisager le systéme

(0.1%) X = f*t, X).

Nous désignerons par 9 P’ensemble de tous les systémes (0.1*) obte-
nus de cette maniére du systéme (0.1).

301t hy,y hyy by, ... une suite arbitraire de nombres réels et B, By, By, ...
une suite de sous-ensembles compacts de l’ensemble D tels que

B

B, CE,CE,C... e D= >E.(

i

I
—

En vertu de la proposition 2, de la suite de fonetions (1.1) on peut
extraire une autre suite (1.2) qui converge uniformément dans I’ensemble
E X B, vers une fonction limite. De méme, de la suite (1.2) on peut extraire
une suite particlle qui converge uniformément dans l’ensemble R xH,;
de cette derniére suite on peut de nouveau extraire une autre suite qui
converge uniformément dans 'ensemble B X E, et ainsi de snite. La suite
diagonale convergera évidemment dans tout I’ensemble RxID vers une
fonetion limite f*(f, X) et cette convergence sera uniforme dans tout
ensemble E X E, H étant un sous-ensemble arbitraire compact de ’'ensemble
D. On peut done énoncer la proposition suivante:

(% Nous désignons par Eg Tintérieur de l’ensemble Fj.
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PrOPOSITION 3. Si la fonction f(t, X) satisfait dans Vensemble Bx D
& Uhypothése (M), de toute suite de fonctions (1.1) on peut emtraire une suite
qui converge dams cet ensemble vers ume fonction limite f*(¢, X), second
membre d'un sysiéme de Vensemble K. Cetie convergence est uniforme dans
tout ensemble B X B, quel que soit le sous-ensemble compact B de Iensemble D.

4. HypoTuBSE (K). Nous dirons que la fonction f(¢, X), définie et
continue dans ’ensemble RxX.D et y vérifiant ’hypothése (M), satisfait
4 Phypothése (K), si pour tout systéme d’équations (0.1*) de ’ensemble ¢
on a l'unicité des solutions, c’est-a-dire si pour tout point (¢, X) de len-
gemble Rx D chacun des systémes de l'ensemble 9 admet une solution
passant par ce point et une seule.

11 est facile de démontrer les deux propesitions suivantes:

ProPOSITION 4. St la fonction f(t, X) satisfait dans Vensemble R XD
& Vhypothése (M) et vérifie dans cet ensemble la condition de Lipschitz

(L.3) If (e, Xa)—F(t, Xo)l < A|X,—X,

ol A >0, X, X,eD et teR, la fonction f(t, X) satisfait & Vhypothése (K).
ProrosiTioN 5. 8t la fonction f(t, X) satisfait dans Pensemble RxD
& Phypothése (M) et remplit dans cet ensemble la condition de Osgood

(1.4) [F(t; Xa)—f(t, Xl < w(|X—X,),

ol w(u) est une fonction continue et positive pour u >0 et telle que
fl du
)
la fonction f(t, X) satisfait & Uhypothése (K).

) L.a proposition 4 constituant un cas particulier de la proposition 5,
1l suffit de s’occuper de cette dernitre. Or, on voit facilement que, pour
13031’5 systéme (0.1%) de L’ensemble ¢, son second membre (¢, X) satis-
fait également & la condition (1.4). Mais, avec (1.5), c’est une condition

suffisante de 1'unicité des solutions d’un tel systéme, et, par suite, la pro-
position 5 se trouve ainsi démontrée.

(1.5)

= —I—oo,

5. Le probléme se pose de savoir si I'unicité des solutions du gystéme
(0.1) n’entraine pas forcément Punicité des solutions de chacun des gystémes
(0.1%) appartenant 3 Pensemble G » O, ce qui revient an méme, si l'uni-
cité des solutions d’an moins un systéme de I’ensemble U n’a pas pour
conséquence l'unicité des solutions de tout autre systéme de cet ensemble,
Il‘ est facile de montrer qu’il n’en est rien, méme dans le cas le plus simple
ol le systéme (0.1) se réduit & une seule équation différentielle scalaire.
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En effet, considérons d’abord 1’équation différentielle

(1.6) o = git, 2)

ot la fonetion ¢(, #) est définie dans tout le plan (¢, »), continue, pério-
dique par rapport & ¢ de période = et telle que

H g2 =0
0 <<t < /2,
g(t, x) = 2x-ctgt
g(t, ) = 2sintcos?

pour —w2<t<K<0, |pj<doo et
<04

pour
pour

0<t<nf2 et
0<t <2 et

0 <z < sin?t;
sin®t << @.

De cette définition il résulte que g(¢, #) est une fonetion de classe C*
partout dans le plan P des variables ¢ et x, sauf l'ensemble G composé
d’une infinité dénombrable de points (kw,0), ot & =0, +1, 42, ...
11 est facile de vérifier que 1'équation (1.6) admet une infinité de solutions
passant par le point (0,0), qui sont toutes définies dans lintervalle
{0, =[2) par la formule

%(t, 0) = Osint* (0 < C < 1).

Il en est de méme de tout autre point de ensemble &, tandis que par tout
point de P’ensemble P—@ il passe une solution et une seule (localement)
de V’équation (1.6).

A coté de Iéquation (1.6) envisageons 1’équation

@' =g, x)+p @),

ot p(t) est une fonction continue dans tout lintervalle (—oo, 4-oco) et
négative en tout point de Pensemble @. Il est facile de voir que dans cette
hypothése il y a unicité des solutions de 1’équation (1.7). C’est évident
pour tout point qui n’appartient pas & ’ensemble G et, quant aux points
de cet ensemble, cela résulte du fait que, en vertu de la partie (i) de
1a définition de g(t, #), toute solution de I’équation (1.7) passant par
un point (kw,0) (b =0, +1, +2,...) doit satisfaire dans un voisinage
suffisamment petit du point kx & Iéquation z' = p(f).
Congidérons enfin 1’équation

o' =g, 2)+q(),

1.7)

(1.8)

oll q(t) est une fonetion définie et continue dans tout l'intervalle (—oo,
~+o0), périodique de période 2 et telle que

(1.9) g <0 (0<t<2);

(1.10) (0 <t < m/2).

Annales Polonici Mathematici IX. 11

q(t) = —sin®t
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11 est facile de vérifier que sous ces hypothéses 1’équation (1.8) admet
deux solutions différentes passant par le point (0,0), définies dans Lintor-
valle (0, =/2) respectivement par les formules

11 .
@, (t) = costsint >0, @y(f) = — [sindudu = —§+cost—3cos’t < 0
0

aingi qu'une infinité d’autres solutions x(t) satisfaisant dans 1’intervalle
(0, m/2) aux inégalités m,(t) < #(?) < w, (). En tout autre point de len-
semble ¢ il y a unieité dos solutions de 'équation (1.8) car, en vertu de
I'inégalité (1.9) et de Virrationalité du nombre =, on a g(kr) < 0 quel que
80it % entier.

Soit maintenant k,, k,, ks, ... une suite arbitraire de nombres enticrs
choisis de telle sorte que P’on ait, pour ¢ tendant vers V'infini:

(1.11) - kyw — 1(mod?2).
Cela étant, prenons la suite d’équations
(1.8, @' = g(t+km, 2)+q(+kin) = g(t, @)+ g6+ k).

En passant & la limite, pour ¢ tendant vers l'infini, on en déduit, en vertu
de (1.11), I’équation

(1.8%) @' = g(t, @)+ q(t+1).

Mais, il est aisé de voir, que la fonetion g(i-+1) est négative en tout
point kr, quel que soit % enticr. Done, d’aprés ce que nous avons dit &
propos de Déquation (1.7), il v a wunicité des solutions de 1’équation
(1.8%), bien qu’il n’en soit pas de méme de l'équation primitive (1.8)

6. Boit f(¢, X) une fonction satisfaisant dans ensemble B XD & I’hy-
pothése (M) et soit {X,} (k =0, 41, 42,...) une suite presque-pério-
dique de vecteurs de l'espace R™. Soit enfin ¥ un sous-ensemble compact
de ’ensemble D. D’aprés la proposition 2, la restriction de la fonction
F(t, X) & Pensemble RxE est une fonction presque-périodique uniforms-
ment par rapport & ¥, ce qui veut dire que l'ensemble des prosque-pério-
des, relatives & tout nombre & positif, communes & toutes les fonctions
f(t, X,) (XyeH), est dense sur la droite R. De 1a ot de la démonstration
du théordme que la somme de deux fonetions presque-périodiques est
également presque-périodique on déduit facilement la, proposition suivante
dont la démonstration détaillée a été donnde par G. H. Meisters dans la
note citée plus haut ([7], Lemma 2).

. PROP(\)SITION 6. 8i la fonction f(t, X) satisfait dams Densemble R xD
u.l hypothesta (M) et {Xy} (=0, 41, +2,...) est une suite presque-pério-
dique de points de Vespace R™, Dpour tout sous-ensemble compact B de en-
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semble D et tout & positif il emiste un 1(s) >0 tel que tout intervalle de lon-
gueur l(e) contienne au moins un nombre entier v tel que

(1.12) -+ O)—f, D) <e o | X,—X<e

quels que soient X ¢ B, k entier et teR.

Dans le cas particulier oli ’on prend une suite, manifestement presque-
périodique, de vecteurs qui sont tous égaux & un vecteur donné on déduit
immédiatement de la proposition 6 les deux propositions suivantes:

PRrOPOSITION 7(%). 8i la fonction wvectorielle X (t) est presque-pério-
dique, & tout e positif on peut faire correspondre un 1(e) positif tel que tout
intervalle de longueur 1(s) contienne au moins un nombre entier v tel que

X+ —X ()] <e,
quel que soit teR.
ProrosiTioN 8. 8i la fonction f(t, X) satisfait dans Vensemble R XD
& Vhypothése (M), pour tout sous-ensemble compact B de D et tout ¢ >0
il existe un 1(e) > 0 tel que tout intervalle de longuewr 1(e) contienne au moing
un nombre entier T tel que

fE+7, )—f@, X)| < &,
quels que soient XeF et teR.

IL. Critéres de presque-periodicité des solutions du systéme (0.1)

1. A D’aide des notions et propositions suxiliaires exposées dans le
paragraphe précédent il est facile d’énoncer et de démontrer un critére
général de presque-périodicité d’une solution du systéme d’équations
différentielles (0.1). On a notamment le théoréme suivant:

THEOREME 1. Supposons que la fonction vectorielle f(t, X) satisfasse
dans Densemble RXD auw hypothéses (M) et (K). Soit X(t) une solution
du systéme (0.1), définie sur toute la droite R et dont la trajectoire X = X (t)
(—oo <1< +00) est contenue dans un sous-ensemble compact E de Densemble
D. Dans ces conditions, pour que la solution X (3) soit une fonction presque-
périodique, il faut et il suffit que la suite de vecteurs X, = X (k) (k= 0,
+1, +2,...) soit presque-périodique.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, ce qui
résulte immédiatement de la proposition 7. Il nous reste done & demon-
trer qu'elle est suffisante. Admettons donc que la suite X, = X (k)
(=0, +1, %2, ...) soit presque-périodique et que 'on ait

(2.1) X(t)<B,

(?) Voir aussi A. 8. Besicovitch [2], p. 54.

‘
i
:
i
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quel gque soit teR. En vertu de la proposition 6, & tout & positif on peut
faire correspondre un I(e) >0 tel que tout intervalle de longueur I(e)
contienne au moins un nombre entier 7 tel que 'on ait les inégalités (1.12),
quels que soient Xe<H, k entier et te K. Nous allons montrer qu’s tout
positif on peut faire correspondre un & également positif de telle sorte
que l'on ait

X+ ) —X ) <n,

pour tout nombre entier = pour lequel on a les inégalités (1.12). Il en ré-
sultera que la fonetion X (t) est presque-périodique. Pour la démonstra-
tion par I’absurde, supposons le contraire. Il existe alors un #, positif,
deux suites de mombres entiers {k,}, {7} (» = 1,2, ...) et une suite (s,)
de nombres contenus dans Pintervalle {0, 1) telles que

(2.2) X (kptrptsp)—X(Ep-+sp)l Zn0 0 =1,2,...),
bien que I’on ait, pour tout X<¥ et tout te R, les inégalités
(23)  fl+m, X)—fE, X)<llp et |X(kpt)—X(hp)] <1fp

»=1,2,..).
Introduisons deux suites de fonctions en posant

Yu(t) = X(kp+1) ot  Z,(t) = X(ky+1p-+1).
On a alors, en vertu des inégalibés (2.2) et (2.3)

(2.4) | Yp(8p)—Zp(sp)l Z 7m0 (0 <8y <1,p=1,2,..)
et
(2.5) 1¥,(0)—Z,(0)| <1fp (p=1, 2,...).

D’autre part, en raison de la relation (2.1), on a évidemment
(26) " Yu()eB, Zy()eB (—oco<t< 4oo,p=1,32,..).

Les fonctions ¥,(1), Z,(¢) satisfont aux équations intégrales suivantes

t
Yp(t) = 19(0)+ff(k11+uJ Yp(‘“))d"!
@.7) !

t
Zy(t) = Zp(0)+ [ fllop+ vyt u, Z,(w)) du.

De Phypothése (M) et des relations (2.6) il résulte que les fonctions
sous les signes d'intégration sont bornées sur toute la droite R par une
constante indépendante de p, ce qui signifie que les fonctions Y,(t) et
Z,(t) sont équicontinues dans le méme engemble. Done, des suites | Y, (%)},
{Z, (1)} on peut extraire des suites qui convergent uniformément dansﬁtout
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ensemble compact. Pour ne pas compliquer les notations, admettons
que ce soient les suites {¥,(t)}, {Z,(f)} elles-mémes qui possédent cette
propriété. On a par conséquent
2.8) lim Y,(t) = ¥(1), lim Z,() = Z(2),
D—+00 P—>+o0

uniformément dans tout ensemble compact, done, en particulier, dans
Pintervalle {0, 1).

Dlaprés la proposition 3, de la suite de fonetions {f(t-+%,, X)}
(p =1,2,...) on peut extraire une suite partielle qui converge dans
Pensemble R x D vers une fonction limite f*(f, X), la convergence étant
uniforme dans ’ensemble R X E. Pour ne pas compliquer les notations,
supposons que ce soit la suite envisagée elle-méme qui est convergente.
De la premitre des inégalités (2.3) il résulte que la suite {f(t+ k,+17,, X)}
converge dans l'ensemble RXE vers la fonetion f*(¢, X) et que cette
convergence est uniforme. .

En vertu de I'hypothése (M) et des relations (2.6), les suites |f{k,+?,
Y, )}, {flks+ 1o+, Zp(2))} convergeront respectivement vers f*(¢, ¥())
et f*(t, Z(1)), uniformément dang tout ensemble eompact de la droite .
En passant & la limite dans les relations (2.7), on en obtient pour les
fonctions limites Y (f) et Z(¢) les équations intégrales suivantes

i 11
Y(t) = Y(0)+ [f*(u, T(w)du, Z(t) =Z(0)+ [f*(u, Z(w)du.

Mais, en raison des inégalités (2.5), on a évidemment Y (0) = Z(0).
Oela signifie que les fonetions Y () et Z(f) sont solutions du systéme
(0.1%), passant par le méme point (0, ¥ (0)) = (0, Z(0)); en vertu de L’hy-
pothese (K), il en résulte que ’on a Y (t) = Z(t) sur toute la droite R,
ce qui est incompatible avec les inégalités (2.4).

Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

2. Cest seulement dans la derniére partie de la démonstration du
théoréme 1 que nous avons utilisé ’hypotheése (K) de l'unicité des solu-
tions de tout systéme (0.1%) appartenant & Pensemble 9, hypothése qui
a mené 4 une contridiction avec les inégalités (2.4). Il est facile de voir
que Pon obtiendrait la méme contradiction si 'on savait seulement que
Y (t) = Z(t) pour tout ¢ > 0. Autrement dit, dans 1’énoncé de ’hypothése
(K) on pourrait remplacer la condition de l'unicité des solutions de tout sy-
stéme (0.1%) appartenant & 9¢ par celle de l'unicité & droite des solutions
des systémes envisagés. En changeant en peu la premiére partie de la dé-
monstration (notamment en écrivant dans les inégalités (2.2) (k,-41)—
—(1—s,) au leu de k,-+s, etc.) on pourrait, de méme substituer & I’hypo-
thése de l'unicité & droite celle de l'unicité & gauche.
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3. Dans le cas ol la fonetion f(, X) satisfait & la condition de Lip-
schitz (1.3), de la proposition 5 et du théoréme précédent on déduit le
théoréme de G. H. Meisters.

TrtorEME 2. Supposons que la fonciion f(t, X) satisfasse dans Pen-
semble R X D & Vhypothése (M) et & la condition (1.3). Soit X () une solution
du systéme (0.1), définie dans tout Vintervalle (—oo, +o00) et telle que la
fermeture de la trajectoire X = X (1) (—o0 <t < +o0) s0it contenue dans
Uensemble D. Dans ces conditions, pour que la solution X (¢) soit une fonetion
presque-périodique, il faut et il suffit que la suite de vecteurs X, = X (k)
(=0, +1, 42,...) soit presque-périodique.

Afin de pouvoir appliquer le théoréme 1, il.reste a montrer que la
fermeture de la trajectoire X = X (t) est un ensemble compact ou, ce qui
revient au méme, que la solution X (¢) est bornée sur toute la droite R.
Or, cette propriété de la solution X () a été démontrée par G. M. Meisters
dans la note citée [7].

4. Dans le cas ol la fonction f(#, X) satisfait & la condition de Osgood
(1.4), 1 proposition 5 nous permet de déduire du théordme 1 le théoréme
suivant: ‘

TreiorEME 3. Supposons que la fonction f(t, X) satisfasse dans Pen-
semble X D & Vhypothése (M) et & la condition (1.4) ot la fonction positive
w(u) vérifie la relation (1.8). Soit X () une solution du systéme (0.1), définie
dans tout Pintervalle (— oo, +-o00) et dont la trajectoire est contenue dans un
sous-ensnemble compact B de Vensemble D. Dans ces conditions, pour que
la solution X (t) soit une fonction presque-périodigue, il fout et il suffit que
la swite Xy, = X (k) (k =0, 41, 42, ...) soit presque-périodique.

II. Compléments des théorémes précédents

1. Soit f(¢) une fonction presque-périodique. On sait que la donnée
des valeurs de cette fonetion dans un intervalle (@, 4 00), a étant un nombre
fini arbitraire, nous permet de déterminer cotte fonetion damns tout Iin-
tervalle (—oo, 4-c0). I suffit de remarquer & cet effet que l'on & unifor-
mément dans tout cet intervalle

f@) ——lkliin flt+m), :
ol 7y, 7y, Ty e est une suite arbitraire de presque-périodes de la fonction
f(t), relatives & 1,3}, %, ..., respectivement et tellos que lim 7 = oo,

Autrement dit, pour une fonction presque-périodique, la smﬁfc 1cozmmjislsance
de sa restriction & n’importe quel intervalle infini suffit pour déterminer
la f;onotion elle-méme, ot, par conséquent, en déduire toutes ses propriétés.
Mais on doit savoir & avance que la fonetion donnée, définie sur un in-
tervalle infini, est une restriction & cet intervalle d’une fonetion presque-
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périodique, ou, ce qui revient au méme, qu'elle admet un prolongement
prosque-périodique sur tout l'intervalle (—oo, 4+oo). Cela nous méne
automatiquement au probléme de savoir quelles sont les conditions aux-
quelles doit satisfaire une fonetion définie et continue sur un intervalle
infini, pour qu’elle admette un tel prolongement. Nous allons montrer
que la solution de ce probléme est bien simple.

Par analogie avee ce que nous venons de dire & propos des fonctions
presque-périodiques on peut poscr un pareil probléme pour les solutions
prosque-périodiques d’un systéme d’équations différentiellés (0.1): quelles
sont les conditions sous lesquelles une solution X (f) de ce systéme, définie
dans un intervalle infini, se laisse prolonger sur tout lintervalle (— oo,
4-00) en une solution presque-périodique du méme systéme? Dans le
1n° 4 du présent paragraphe nous allons montrer comment la solution de
ce probléme s’obtient de celle du probléme précédent.

2. Pour fixer les idées, nous nous bornerons aux considérations rela-
tives & Pintervalle (0, +oc), mais il sera évident que des considérations
analogues s’appliquent aussi dans le cas d'un intervalle infini quelconque.

Nous dirons qu'une fonction vectorielle f(£) = (f1(8), ..., fa(?)) définie
et continue dans Iintervalle (0, + oo), est presque-périodique dans l'inter-
valle (0, +oo), 8i & tout e positif on peut faire correspondre un I{e) >0
tel que tout intervalle de longueur I(g), contenu dans l'intervalle (0, +oo),
contienne au moins un nombre z tel que

[ft+0)—FO] <e,
quel que soit ¢ positif.

A I’aide de cette définition il est facile de formuler, sous forme de la
proposition suivante, 1a réponse & la question posée dans le n° précédent.

PROPOSITION 9. Pour quune fonction vectorielle f(t), définie et continue
dans UVintervalle (0, +oco), admette un prolongement presque-périodique
sur tout Vintervalle (—oo, +00), 4l faut et 41 suffit qu'elle soit presque-pé-
riodique dans Uintervalle (0, 4-oo).

Cette proposition résulte de la théorie de M. Fréchet des fonetions
asymptotiquement presque-périodiques (ef. [5]). Il est aussi facile d’en
donner une démonstration directe (?).

La condition est manifestement nécessaire, il reste done & démon-
trer qu’elle est aussi suffisante. I suffit évidemment de démontrer que
chacune des composantes fi(t) (¢ =1,...,n) de la fonction veetorielle
f(t) admet un prolongemeni presque-périodique; c’est pourquoi nous
pouvons admettre sans restriction de la généralité que f(f) est une fonetion
numérique.

(%) Je dois cette démonstration & M. Cz. Olech.
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Supposons donc que la fonetion numérique f(t) soit presque-pério-
dique dans lintervalle (0, +oo) et choisissons de fagon arbitraire une
guite 7y, Tay Tsy ... des presque-périodes relatives & 271,272,279, ...
respectivement. Posons s, = 7y+...+7,. On voit aussitot (critére de
Cauchy) que, lorsque n tend vers I'infini, la suite des fonctions {f(t+s,)}
tend (uniformément dans tout intervalle (@, 4-oo), quel que s0it a) vers
une fonction

(3.1) fH(#) = Hm f(t+s,),

T—00
définie dans tout Vintervale (—oo, H-oco). Pour tout ¢ et toute presque-
période v >0 de la fonction f(t), relative & &, on a

(3.2) If (t+2) — ()| < limsup(|f* (¢ 7) —F 4+ 7 )| +1F* () — F(t + s0)| +
FIf -+ sn) —FE+su+ 7)) = Limasup |f (14 a) —f i+ 80+ 7).

Cela signifie que 7 est une presque-période de la fonction f*(¢), relative
4 . En remplagant dans (8.2) ¢ par {— on voit qu’il en est de méme du
nombre —z. Il en résulte que la fonction f*(f) est presque-périodique.
Cela étant on peut, en vertu du théordme de Bochner, extraire de la suite
{f*(t—sn)} une suite qui converge, uniformément dans tout lintervalle
(—o0, +00), vers une .onction presque-périodique F(t). Or, d’aprés la
relation (3.1), on a nécessairement f(¢) = f(t), quel que soit ¢ positif.

La proposition 9 se trouve ainsi démontrée.

Remarquons que le prolongement, dont nous venons de démontrer
Pexistence, est déterminé d’une maniére univoque, ce qui résulte immé-
diatement de la propriété des fonctions presque-périodiques rappelde
au début du n° précédent.

3. Un résultat analogue & la proposition 9 est aussi vrai pour des
suites presque-périodiques. Convenons de dire qu'une suite (X}
(k =0, +1, +2, ...) est presque-périodique si & tout & positif on peut
faire correspondre un I(s) tel que tout sous-intervalle de intervalle (0 , 00)
de longueur I(e), contienne au moins un nombre entier v tel que

[ Eppe— X <& (B=0, 41, +2,...).

PROPOSITION 10. Pour quune suite de vecteurs (X} (k =0, +1,...)
de Vespace B" admette un prolongement en unme suite presque-périodique
(X} (B=0,41, +2,..; X, =X, pour k=0, +1, +2, o)y Gl faut
et i suffit que la suite {X;} (k =0, 41, ...) soit presque-périodigue.

La condition est manifestement nécessaire. Pour démontrer qu’elle
est aussi suffisante, il suffit de se borner aux suites numériques. Admettons
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done que la guite de nombres {a;} (k =0, +1,...) soit presque-pério-
dique. En posant dans tout intervalle <k, k+1)> (k =0, +1,...)

f@) = &+ (t— ag) (@p1— @),

on obtient, comme il est facile de vérifier (cf. aussi J. Seynsche [8]) une
fonetion presque-périodique dans l’intervalle (0, -+oo). Désignons par

f(t) son prolongement presque-périodique sur tout I'intervalle (—oo, +o0)
et posons

asz(k) (=0, +1, 4+2,...).

En vertu de la proposition 7, les nombres @, ainsi définis forment
une suite presque-périodique, qui constitue manifestement un prolon-
gement de la suite donnée.

4. Revenons & ’étude du systéme d’équations différentielles (0.1),
dont le second membre satisfait & 'hypothése (M) dans un ensemble B X D.
Supposons que ce systéme ait une solution X (f), définie et presque-pé-
riodique dans I'intervalle (0, + o), et telle que la demi-trajectoire X = X (t)
(0 <t < +o0) s0it contenue dans un sous-ensemble compact ¥ de l'en-
semble D. D’apres la proposition 9, la fonction X (f) admet un prolongement
presque-périodique X (¢) sur tout 'intervalle (—oo, + o). On a évidemment
X (t)eB, quel que soit . Nous allons montrer que X (1) est, elle aussi, une
solution du systéme (0.1)».

En effet, soit {z;} (¢ =1,2,...) une suite arbitraire de presque-
périodes de la fonction X (¢), relatives respectivement & 1/k, et telles que
Pon ait

(3.3) lim v, = +oo.

k—-too
On a alors

(3.4) X () = lim X (¢4 1) .

k—stoo
uniformément dans tout V’intervalle (—o0, +o0). D’aprés la proposition
3, de la suite {f(t+- 74, X)} on peut extraire une suite partielle {f(¢-+ 1z, X)}
qui converge dans ensemble R x D vers une fonetion f*(t, X), uniformé-
ment dans I’ensemble B xE. D’autre part, en vertu de 'hypothése que
X (¢) est, pour ¢ > 0, une solution du systéme (0.1) et de la relation (3.3),
pour tout ¢ << 0 fixe, on a

t

X(+otm) = X(etm)+ [ fls+ o+, X(s+etm)ds (t>0),

0

(3.5)
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pourvu que k soit suffismmment grand. En passant & la limite dans la
relation (3.5), pour k¥ tendant vers linfini, on en tire, tenant compte

de (3.4)
:

X(t+o)=X(e)+ [f*ls+e, X(s+0)ds

0
ce qui signifie que dans lintorvalle (¢, 4-oc) la fonection X (t) est une
golution du systéme
(0.1%) X = f*¢, X).

Le nombre ¢ étant arbitraire, on en conclut que X () ost une solu-
tion du systéme (0.1*) dans tout lintervalle (—oo, +oa), c'ost-i-dire

(¢ =0),

¢

(3.6) X(t) = X(0)+ [f*(s, X(s))ds (—oc0 <1< +o0).
0

Mais leg suites de fonctions { X (t— 1)}, {f*(t— 1, X)} convergent, pour %

tendant vers 1’infini, respectivement vers X (t) ot (¢, X). Dong, en éerivant
Pégalité (3.6) sous la forme

i
X(t—w) = X(—m)+ [F*(s—k, X (s—i))ds

et en passant & la limite, on en tire -

12
X(t) = X(0)+ [fls, X(s))ds (—o0 <t < +o0)
0

ce qui veut dire que la fonction X (f) est une solution du systéme (0.1)
dans tout l'intervalle (—oo, 4-oo).

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:

THEOREME 4. Supposons que la fonction f(t, X) satisfasse dans un
ensemble RX D & Phypothése (M). Soit X (1) une solution dw systéme (0.1)
définie et presque-périodique dams Vintervalle (0, 4-o0), et telle que la demi-
trajectoire X = X (2) (t = 0) soit contenue dans wn sous-ensemble compacs
de Vensemble D. Dans ces conditions le prolongement presque-périodique
X (t) de la fonction X () sur tout Dintervalle (=00, +00) est une solution
presque-périodique du systéme (0.1).

- 5. Les propositions auxiliaires du présent paragraphe et le théoréme
4 nous permettent d’énoncer lo théoréme 1 sous une forme plus simple.

TeBorEME 5. Supposons que la fonction f(i, X) ) satisfasse dans Uen-
semble BxD auw hypothéses (M) et (K). Soit X (t () wne solution du systéme
(0.1), définie dams Vintervalle (0, +oo) et telle que la demi-trajectoire X = X (1)
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(t=0) soit contenue dams um sous-ensemble compact B de VPensemble D.
Dans ces conditions, pour que X (t) soit la restriction & Pintervalle (0, 4 oo)
d'une solution presque-périodique X (t) du systéme (0.1), il faut et ’bl suffit
que la suite de vecteurs X, = X(k) (k =0, +1, +2 ..) soit presque-
Dériodique.

- Démonstration. La condition étant évidemment néeessaire, il

"nous reste & démontrer qu'elle est suffisante, ce qui est bien simple, En

effet, en reprenant sans aucun changement les raisonnements de la dé-
monstration du théoréme 1, on démontre que la solution X (f) est une
fonetion presque-périodique dans I'intervalle (0, 4 oco). De 13 et du théordéme
4 il s’ensuit que son prolongement presque-périodique sur tout Pintervalle
(—oo, +oo) est une solution presque-périodique. du systéme envisagé.

Il va sans dire que 'on pourrait aussi modifier de méme les énoncés
des théorémes 2 et 3.

Les théorémes 4 et 5 nous permettent de remplacer la recherche des
solutions presque-périodiques d’un systéne d’équations différenticlles par
celle des solutions presque-périodiques dans ’intervalle (0, +o0), ou dans
n'importe quel intervalle infini. En d’autres termes, dans I'étude des
solutions presque-périodiques d’un systéme d’équations différentielles
on peut toujours se borner & lintervalle (0, - oo).

6. Dans les énonces des théorémes 1, 3, 4 et 5 intervient I’hypothése
que la trajectoire (respectivement la demi-trajectoire positive) de la so-
lution envisagée est contenue dans un sous-ensemble compact de ’ensemble
ouvert D. Il n’est pas difficile de voir que sans elle, par exemple, le théorsme
3 cesse d’8tre vrai. Cela tient au fait qu'une fonction presque-périodique
peut atteindre sa borne inférieure ou supérieure en un seul point, comme
le montre I’exemple de la fonction

@(t) = cost+cos 1/2_:‘,

qui est partout mfémeu.re & 2, sauf au point 0 oil elle est égale & 2. Dong,
si I'on envisage I’équation dﬁférentle]le

@' = —gini—V2sinV2t,

en ge bornant & 'ensemble: —oo <<t < o0, —2 < &< 2, on voit immé-
diatement qu’elle admet une solution presque-périodique dans Iintervalle
(1, +o0), & savoir la fonction ¢(t), dont le prolongement presque-pério-
dique sur tout lintervalle (—oo, +oo) n’est plus solution de cette équa-
tion.

Cet exemple nous montre de quel type sont les difficultés qui peu-
vent se présenter si I’on omet ’hypothése que la solution envisagée est
contenue dans un sous-ensemble compact de 1’ensemble D. Il est cepen-
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dant facile de caractiriser les systdmes d’égquations différentielles (0.1)
3 second membre presque-périodique, pour lesquels la solution X (f) est
contenue dans un sous-ensemble compact de D toutes les fois que la suite
de vecteurs X, = X(k) (k =0,1,2,...) posséde cette propriété.

Hyporakse (L). Convenons de dire que la fonction vectorielle
f(t, X), définie dans un ensemble R x D et y satisfaisant & Phypothése (M),
vérifie ’hypothése (L) si pour tout systéme (0.1*) appartenant & I’ensemble
% toutes ces solutions sont définies dans l'intervalle (—oo, 4-c0) tout
entier.

Nous allons montrer que si la fonetion f(¢, X) satisfait dans un en-
semble B XD & ’hypothése (L), aucune solution du systéme (0, 1) ne peut
s'approcher trop vite de la frontiére de l’ensemble D, ce qui peut étre
exprimé gous forme du théoréme suivant:

THEOREME 6. Supposons que la fonction vectorielle f(t, X) satisfasse
dans un ensemble R XD aux hypothéses (M) et (L). Soit {E,} une suite de
sous-ensemble compacts de Pensemble D tels que

(3.7) B,CHyy, D= Z‘E,‘; et A(By, D—Ey ) >0,
k=1

ol d(A, B) désigne la distance des ensembles A et B.

Ceci étant admis, pour tout nombre entier positif k et tout nombre po-
sitif T, 4l ewiste un nombre entier 1 tel que, quels que soient ¢ et la solution X (1)
du systéme (0.1) tels que X (c)eHy, on ait forcémont

XWeB, (¢ <t <o+ T).

Démonstration. Pour la démonstration par l'absurde supposons
le contraire. Il existe alors un indiee %,, un nombre positif 7, deux suites
de points {t,}, {t,} et une suite {X,(t)} de solutions du systdme (0.1) tels
que :

(3:8)  Xp(to)eBy, Xp(p)eD—Hy, b <t <t,+Ty (p ="k+1,...).

Pour tout couple p, g de nombres entiers supérieurs & k,, désignons par
(tpy tp+dpy) lo plus grand voisinage & droite du point ¢, dans lequel
X, (1)eB,. Dans chacun des ensembles R xH, la fonction f(¢, X) est
bornée, done, pour tout ¢ fixe, la borne inférieure des nombres dy, o8t
positive. Posons
dy =1gm+infdm (g = k41, ...).
De la remarque précédente il s’ensuit que Lon a d, >0 et, en vertu de la
premidre des relations (3.7)

Iy <dgpry (@ =To+1,...).

icm

Sur les solutions presque-périodiques 173

Sans restreindre la généralité nous pouvons admettre que

(3.9) lim d,y =d, (g="Fk-+1,...)

, D>t
sinon, on pourrait remplacer la suite { X, (f)} par une suite partielle choisie
de telle sorte que 1’on ait (3.9). Des relations (3.8) il résulte immédiatement
que pour tout ¢ >k,
(3.10) dy < limd, =d < Ty;

g->+00

d’autre part, quel que soit p >k, on a
11

(3.11) X, (t41,) = X, (t)+ [fls+1, Xp(s+1,))ds.
0

D’aprés la proposition 3, de la suite {f(t+ 1, X)} on peut extraire une
sous-suite qui converge dans tout 'ensemble R x D vers une fonction limite
F*(t, X), uniformément dans chacun des ensembles R X Ej. Pour ne pas
compliquer les notations, supposons que ce soit la suite {f(¢-1%,, X))
elle-méme qui posséde eette propriété. De la définition des nombres d,
de hypothése (M) et des égalités (3.11) il résulte que dans chacun des
intervalles <0, d,—1/2> (¢ = k,+1,...) les fonctions X,(¢+1¢,) sont
équicontinues et bornées dans leur ensemble. Done, en remplagant, s'il
Y a lien, la suite {X,(t+4¢,)} par une suite partielle convenablement
choisie, on peut admettre que dans tout 'intervalle 0, d) 1a suite {X (£ t,)}
converge vers une fonction limite X (z). Par un passage & la limite, de (3.11)

on tire
11

X)) = X0+ [f*(s, X(5))ds

0

0 <t < d).

D’autre part, en vertu de la définition des nombres d,, on doit avoir

(3.12) X (d,) e B(D—E,)
ee qui signifie que la suite de points {X (d,)} ne peut avoir de points d’accu-
mulation que sur la frontitre de l’ensemble D. Mais, des relations (3.10)

et de ’hypothése (L) il résulte que la fonetion X (f) est aussi définie au
point @ de sorte que 1’on doit avoir

lim X(d,) = X(d),

t>too
ce qui est en contradiction avec les relations (3.12).

?. Dans le cas ol ensemble D est identique & tout l'espace B, du
théoréme 6 on déduit immédiatement le corollaire suivant:
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COROLLAIRE 1. Si la fonction vectorielle f(t, X) est définie dans tout
Pespace R X R™ et y satisfait aus hypothéses (M) et (L), & tout couple (N, T)
de nombres positifs on peut faire correspondre un L > 0 tel que, quels que
sotent ceR et solution X (t) du systéme (0.1) satisfaisant & Vinégalité

(3.13) X ()l < ¥,
on ait Pinégalité
(3.14) XOI<L (e<t<etD).

8. Supposons que la fonetion f(t, X) satisfasse dans un ensemble & x D
aux hypothéses (M), (L), et soit X (f) une solution du systéme (0.1), définie
— par hypothése — dang tout lintervalle (—oo, +oo). Si la trajectoire
X = X(t)(—oo < t < 4o00) est contenue dans un sous-ensemble compact
B de 1'ensemble D, il en est évidemment de méme de la suite de points
X, =X (k) (k =0, +1, 42, ...). Inversement, si cette suite est contenue
dans un sous-ensemble compact E de l’ensemble D, on peut construire
3 partir de H; = F une suite d’ensembles compaets satisfaisant aux con-
ditions (3.7) et appliquer ensuite & cette suite et 7' = I le théoréme 6 d’oilt
il résulte que la trajectoire X = X (¢) est contenue, elle aussi, dans un sous-
ensemble compact de ’ensemble D, Nous pouvons done énoncer le théoréme
suivant:

TeBoREME 7. 8¢ la fonction wvectorielle f(t, X) satisfait dans un en-
semble B X D aux hypothéses (M) et (L), alors, pour que la trajectoire X = X (t)
(—oo < t< +oo) dume solution du systéme (0.1) soét contenue dans un
sous-ensemble compact de Vensemble D, il faut et il suffit gu’il en soit de méme
de la suite de points X, = X (k) (k =0, 1, 42,...).

IV. Quelques prolLlémes topologiques

1. Supposons pour l'instant que le second membre du systéme (0.1)
soit une fonetion périodique par rapport & ?, de période I. On connait le
rdle que jouent dans les problémes d’existence des solutions périodiques
d'un tel systéme les théorémes topologiques sur l'existence des points
invariants des transformations topologiques.

Pour simplifier, admettons que I'ensemble D soit identique & 1’espace
E" tout entier et que toute solution du systéme (0.1) soit définie dans
tout l'intervalle (—oo, +o0). En admettant de plus Ihypothése de 1'wni-
cité des solutions de ce systéme, désignant par S(t; X) la solution qui,
pour ¢ = 0, passe par le point X <R" et posant

(4.1) Y = 8(; X),
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on obtient une transformation topologique qui transforme tout Pespace
R™ en un sous-ensemble de celui-ci. Pour que le systéme (0.1) admette
une solution périodique de période I, il faut et il suffit que la_transforma-
tion (4.1) admette au moins un point invariant, c’est-d-dire qu'il existe
un X,eR" tel que

X, = 8(; X,).

2. Revenons maintenant au cas ol le second membre du systéme (0.1)
est presque-périodique. Le théoréme 5 nous permettra de réduire cer-
tains problémes d’existence des solutions presque-périodiques d’un tel
systéme & des problémes topologiques analogues au probléme d’existence
des points invariants d’une transformation topologique du type (4.1).
Nous allons d’abord formuler ces problémes tout & fait indépendamment
de la théoric des équations différentielles et ce n’est qu'alors que nous
montrerons leurs liaisons avee cette théorie. Nous nous bornerons a les
énoncer dans certaing cas particulitrement simples, sous quelques hypo-
théses supplémentaires non essentiolles, de sorte que leurs extensions aux
cas plus généraux seront évidentes. :

Convenons de dire qu'une suite de transformations topologiques
{U(X)} (k=0,1,2,...) de l'espace R en lui-méme est presque-pé-
riodique si & tout ¢ positif ¢t toub ensemble compact E on peut faire corres-
pondre un nombre I(e, B) tel que tout sous-intervalle de Dintervalle
(0, 4-c0) de longueur I(e, E) contienne au moins un nombre entier 7 tel
que
(4.2) | U2 (X)— Up(X)] <,
quels que soient X<F et % entier positif.

En partant d’une suite de transformations {Ux(X)} nous pouvons
enviseger la suite de transformations itérées {Ty (X)), définies par les
formules )

(4.3) Tp(X) = Up_o(X)... U (X) Uy (X) (B=1,2,...)

et par la convention 7 (X) = X.

Désignons par B la boule unité [X| <1 de Pespace B™ et par Uz'(X),
T (X) (k= 0,1,2,...) les transformations inverses de Uy(X) et Th(X)
respectivement.

ProBLBME 1. Soit {U,(X)} une suite presque-périodique de tramsfor-
mations topologiques de espace R™ telles que

(4.4) U.(B)CB (k=0,1,2,...).

Buiste-t-il au moins wn point X, appartenant & B tel que la suite de points
{Te(Xo)} (B =0,1,2,...) soit presque-périodique?
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Remarquons que §i, pour tout coupte de nombres entiers positifs %
et I, Up(X) = Uy(X), la solution du probléme 1 est affirmative, car de la
relation (4.4) et du théoréme bien connu de Brouwer il résulte P'existence
&’au moins un point invariant X,, commun 4 tous les Uyi(X), done tel
que

Xy = To(Xo) = Ty (X,) = To(Xo) = ...

PrOBIRME 2. Soit {U,(X)} une suite presque-périodique de transfor-
mations topologiques de Vespace B telles que

(4.5) Uw(B) DB (b =0,1,2,...).
Buiste-t-il au moins un point X, pour lequel la suite de points {Ty(X,)} soit
contenue dans la boule B et presque-périodique?

Dang' le cas ot la suite {U(X)} est composée de transformations
jdentiques entre elles, le probléme 2 est également résolu par le théoréme
de Brouwer, appliqué cette fois non pas & la transformation Uy(X), mais
3 U;'(X). I est & remarquer que, pour une suite quelconque de transfor-
mations topologiques, des relations (4.5) résultie Iexigtence d’au moing
un point X, pour lequel la suite [Th(X,)} est contenue dans la boule B.
Cela résulte du théordme bien connu que Pintersection

0= ﬁ Tii* (B)
k=0

d'une suite d’ensembles fermés et tels gque Til,(B)C T;*(B) ne peut
étre vide.

3. Dans le cas d'une solution négative des problémes précédents il ne
gerait pas dépourvu d’intérét pour la théorie des systémes d’équations
différentielles d’étudier les problémes suivants, qui en différent par quel-
ques hypothéses supplémentaires et qui, par conséquent, admettraient
une solution affirmative ¢il en était de méme pour les problémes 1 et 2.

ProsriMs 3. Soit {Up(X)) wne suite presque-périodique de transfor-
mations topologiques de Vespace- R™ dans lui-méme telles que Von ait les re-
lations. (4.3) et que pour tout couple de points Xy, X, do la boule B

(4.6) lim. |T5(Xy) — T (Xy)| = 0.
Fe>4-00
Dans ces conditions, ewiste-t-il dans lo boule B au moins un point X, pour
lequel la suite de points {T)(X,)} soit presque-périodique?

Notons que sous les hypothdses du probléme 3 il existe au plus un
point X, pour lequel la suite {T',(X,)} est presque-périodique, car pour
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deux suites presque-périodiques {7 (X,)} et {Tw(X,)} 'égalité
lin |73 (Xo) —T5(Xg)| = 0

k—>+4c0
n’est possible que lorsque ces suites sont identiques.
ProBLEME 4. Soit {Up(X)} une suite presque-périodique de transfor-
mations topologiques de Vespace R™ en Tui-méme telles que Von ait les relations
(4.5) et quil ewiste un point et un seul X, pour lequel

T(X)eB (k=0,1,2,...).

Dans ces conditions, la suite {Th(X,)} est-elle nécessairement presque-pé-
riodique ?

4. Envisageons enfin le cas ol R" est un plan ou une droite.

PrOBLEME 5. Soit {Up(X)} une suite presque-périodique de transfor-
mations topologiques de Vespace R* en lwi-méme, préservant Uorientation.
Supposons qu'il ewiste un point X, pour lequel la suite {Ty(X,)} est bornée.
Dans ces conditions, existe-t-il an moins wn point X, tel que la suite {Ty(X,)}
s0it presque-périodique?

8i toutes les transformations de la suite envisagée sont idenfiques
4 une transformation U(X), on a '

(4.7) TW(X) = U¥X) (k=0,1,2,...)

et la solution du probleéme 5 est affirmative, ce qui résulte d’un théoréme
de Brouwer sur les translations généralisées dans 'espace B2 (cf. J. Massera
[61).

Enfin, pour n = 1, posons le probléme suivant, qui semble beau-
coup plus simple que le précédent.

PROBLEME 6. Soit {Ui(X)} une suite presque-périodique de transfor-
mations topologiques de la droite B en elle-méme, préservant Vordre et telles
quil existe un point X, pour lequel la swite T\ (X,) est bornée. Ewiste-i-il
alors au moins un point X, tel que la swite {T1(X,)} soit presque-périodique?

Dans le cas ol on a les égalités (4.7), la solution affirmative au prob-
1éme 6 g’obtient par une légére modification d un raisonnement de J: Masgera
(6], Th. 1).

5. Revenons maintenant au systéme d’équations différentielles (0.1).
Supposons, pour simplifier, que la fonction vectorielle f(¢, X) soit définie
dans tout lespace & n-+1 dimengions RXR" et qu’elle y satisfasse aux
hypotheses (M), (K) et (L). Cela étant, par tout point (t,, X) de L'espace
R x.R"il passe une solution et une seule du systéme (0.1), et cette solution
est définie dans tout I’intervalle (—oo, +-o0). Désignons-la par S(¢; 4, X)
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et introduisons la suite { U, (X)} de transformations topologiques de P'espace
R" en lui-méme, définies par les formules

(4.8) Y= U(X) =Y =8(k+1;%,X) (k=0,1,2,...).

T s’ensuit que, pour la suite de transformations ainsi définies, les
transformations T, (X) peuvent &tre définies ou bien par les relations (4.3),
ou bien par des formules équivalentes

(4.9) Y =Ty(X), Y=2~8(k0,X) (k=0,1,2,..).

Notons que dans le cas particulier ot la fonction f(#, X) est périodique
par rapport & ¥, de période 1, toutes les transformations de la suite (4.8)
sont identiques & la transformation U(X) = U,(X), et , par conséquent,
les transformations T, (X) s'obtiennent toutes & l'aide de la formule
(4.7).

11 est facile de démontrer que sous les hypothéses que nous avons
imposées & la fonction f(t, X), la suite de transformations (4.8) est presque-
périodique dans le sens de la définition donnée au n° 2 du présent paragra-
phe. Il suffit & cet effet de montrer qu’a tout ¢ positif et tout ¥ > 0 on
peut faire correspondre un I(e, N) >0 tel que tout intervalle contenu
dans l'intervalle (0, +-oco) de longueur I(¢, N) contienne au moins un nombre
entier 7 tel que

(4.10) S(k+147; b+, X)—8(k+1; &, X)| < &,

pour tout |X| < N et tout nombre entier non négatif %.
D’aprés le corollaire 1, il existe un nombre L >0 tel que, pour tout
k entier > 0 et tout |X| << N, on a l'inégalité

(4.11) Sk+t5 %, D <L (0<t<1).

‘ ]:Dn vertu de ’hypothése (M) et de la proposition 8, & tout nombre 7
positif on peut faire correspondre un nombre I(x) tel que tout intervalle
de longueur I(y) contienne au moins un nombre entier = tel que

(4.12) [f(t+7, X)—f(t, X)| <,

quels que soient teR et |X| < L. Nous allons montrer qu'a tout s positif
on peut faire correspondre un 7, également positif, de telle sorte que
pour tout nombre entier positif v, Pinégalité (4.12) ait pour conséquence
Dinégalité (4.10). Supposons, en effet, qu’il n'en soit pas aing. Il existe
alors un e, positif, deux guites de nombres entiers non négatifs {vp} et

{ks} (p =1,2,...) et une suite {X,} de points de la boule | X| <N tels
que

(4.13) ls(kp+rp+15kp+7pixp)“‘g(kp+1§ bpy Xp)l 280 (p=1,2,...),
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bien que l'on ait
(4.14) fe+m, X)—fE XN <1p @=1,2,..),

quels que soient teR et [X| < L.
De la définition de 8(t;1,, X) il vient

S(kp+fp+t; kp+rp7 XZJ)
i
415) =Xyt [fllp+rp+8, Syt m+8; kit Xp)) s,

b
i .
S(ky+1; kpy Xp) = Xp+ff(kp+s7s(kp+s§ by, Xp)) ds,
b

et, en vertu de (4.11)
(4.16) 18 (kp 4 1 +15 Fop+ 7y Xp)| < L, |8 (T +15 Topy Xp)| < L
(0 <t <11).

En remplagant, s'il y a lieu, la suite de points {X,} par une suite
partielle, nous pouvons admettre que la suite {X,} converge vers un
point X, de la boule |X| < N. En extrayant de la suite de fonctions
{f(t-+%,;, X)} une suite convergente vers une fonction f*(t, X) (cf. pro-
position 3), en profitant des inégalités (4.14) et (4.16), de la méme fagon
que dans la démonstration du théoréme 1 en passant & la limite dans les
égalités (4.15), nous obtenons deux solutions du systéme d’équations
différentielles

X =f*t, X).

Elles passent, toutes les deux, par le point (0, X,) et, en vertu des inéga-
lités (4.13), admettent pour ¢ = 1 des valeurs différentes, ce qui est en
contradiction avec I’hypothése (K).

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:

TufiorBME 8. St la fonction vectorielle f(t, X) est définie dans fout
Vespace R X R™ et y satisfait aus hypothéses (M), (K) et (L), la suite de trans-
formations topologiques { Uy (X)}, définies par les formules (4.8), est presque-
périodique.

6. Grace au théoréme 8 il est maintenant facile de ramener certains
problémes d’existence de solutions presque-périodiques d’un systéme
d’équations différentielles & second membre presque-périodique aux
problémes topologiques formulés aux n* 2, 3 et 4 du présent paragraphe.
Chacun de ces problémes d’existence des solutions presque-périodiques
correspondra 3 un probléme d’existence des solutions périodiques d'un
systéme (0.1) & second membre périodique, déjd résolu par l'affirmative
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par les théorémes de Brouwer sur lexistence des points invariants deg
transformations topologiques.

Supposons une fois pour toutes que la fonction vectorielle f(t, X)
soit définie dans tout I'espace R X R" et y satisfasse aux hypothéses (M),
(K) et (L).

1. Admettons de plus que, pour tout point X de la boule unité B
et tout 4 > 0, on ait S(t; 4, X)eB, quel que soit ¢ >4, ou, autrement
dit, que pour ¢ >0 auncune solution du systéme (0.1) ne puisse quititer
lensemble B. Il est d’ailleurs facile de démontrer qu’il en est de méme
dans tout lintervalle (—oo, +-o00), puisque la fonction f(¢, X) satisfait
& I'hypothése (M). Dans ce cas la suite de transformations { U, (X )}, dé-
finies par les formules (4.8), est presque-périodique et vérifie les relations
(4.4). Supposons pour linstant que le probléme 1 admette une solution
affirmative. Cela voudrait dire, en raison des formules (4.9), qu’il existe
un point X,eB pour lequel la suite {S(k;0,X,)} (k = 0,1,2,...) est
presque-périodique. En vertu du théoréme 5, il en résulterait que la fone-
tion S8(t; 0, X,) est une solution presque-périodique du systeme (0.1).
On aurait done un théoréme d’existence des solutions presque-périodigues
analogue au théoréme bien connn d’existence d’une solution périodique
d’un systéme d’équations différentielles & second membre périodique
dans le cas ol les transformations U,(X) = U (X)) =UyX) =... sa-
tisfont & la relation (4.4).

?. Supposons que, pour tout point X appartenant i B et tout By 20
on ait 8(¢; %, X)eB, quel que soit te(0, %), ce qui signifie que pour ¢ > (;
aucune solution du systéme (0.1) ne puisse pénétrer dans la boule B.
Dans ces conditions la suite de transformations topologiques (4.8) est
presque-périodiques et vérifie les relations (4.3). Done, #i la solution du
probléme topologique 2 était positive, on pourrait en conclure, de méme
que dans le cas précédent, que le systéme d’équations différentielles (0.1)
admet au moins une solution presque-périodique, contenue dans la boule B.
On aurait alors un théoréme analogue & un théordme bien connu sur Pexi-
stence dune solution périodique d'un systéme d’équations différentielles
4 second membre périodique.

3.. Mais il peut arriver que les solutions des problémes 1 et 2 soient
négatwes. et, par conséquent, les théorémes correspondants sur l’existence
des solutions presque-périodiques du systéme (0.1) pourraient étre faux.
Dans ce cas on pourrait espérer obtenir des théordmes vrais en ajoutant
aux hypothéses déja admises d’autres bypotheéses supplémentaires. Aingi
par exemple, si la solution du probléme 4 était positive, de l’hypothésé
que le systéme (0.1) satisfait aux conditions formuléeg so,us 2 et n’admet
qu'une solutif)n X (¢) contenue dans la boule B, il résulterait que X (i)
est une fonctmx} presque-périodique. Rappelons qu’il en est bien ainsi si

icm®

Sur les solutions presque-périodiques 181

1a fonction f(¢, X) satisfait & I’hypothése (M) et si chacun des systémes
(0.1%) de Pensemble % n’admet qu’une seule solution contenue dans la
boule B (cf. L. Amerio [1]).

4, Une solution affirmative du probléme 5 conduirait au théordme
suivant: s¢, pour wn systéme de deuw équations différentielles

(4.17) w; = fa(t, By, 2a), "”; = fa(t, @1, @),

défini dans tout Pespace R X R, la fonction vectorielle f(t, X) = (fult, @4, 22),
Falty @y, @) vérifie les hypothéses (M), (K) et (L) et si le systéme (4.17)
admet une solution bornée dans Pintervalle (0, 4o0), il exisie au moins une
solution presque-périodique de ce systéme.

Ce théoréme constituerait une extension aux systémes presque-
périodiques (4.17) d’un théoréme de J. Massera (ef. [6], Th. 2), relatif
4 V'existence d’une solution périodique du systéme (4.17) & second membre
périodique.

5. Enfin, sile probléme 6 admettait une solution positive, on pourrait
en conclure que si la fonction f(f, ), définie dans tout I’espace R X R,
satisfait anx hypothéses (M), (K) et (L) et si I’équation différentielle

(4.18) o' = f(t, 2)

admet une solution bornée dans l'intervalle (0, +oo), il existe au moing
une solution presque-périodique de cette équation, ce qui donnerait de
nouveau une extension aux équations (4.18) presque-périodiques d'un
théoréme connu pour les équations & second membre périodique (ef. J.

Massera [5], Th. 1).
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