e ©
icm
ANNALES

POLONICI MATHEMATICI
IX (1960)

Das Doppelverhiltnis
als Losung einer Funktionalgleichung

von J. Acz#in (Debrecen), S. GoraB (Krakéw), M. Kuczma (Krakéw)
und E. Stwek (Krakéw)

In allen Lehrbiichern der analytischen projektiven Geometrie wird der
Begriff des Doppelverhiltnisses von vier Punkten einer Geraden in kin-
stlicher Weise eingefiihrt und zwar als Quotient der einfachen Verh#ltnis-
sen von zwei Punktetripeln. Als der natiirlichste, obwohl nicht der ein-
fachste, Weg scheint uns der folgende zu sein. Da nach dem Fundamental-
satze der projektiven Geometrie jedes Tripel (py, s, Ps) vor drei verschie-
denen Punkten einer Geraden in ein anderes beliebiges Tripel (pi, ps, Ps)
von drei verschiedenen Punkten durch eine projektive Transformation
tiberfithrt werden kann, so kann es keine skalare Invariante von kolinearen
Punktetripeln angesichts der projektiven Transformationen geben. Es
entsteht also die Frage nach der Existenz von skalaren Invarianten der
Quadrupel von kolinearen Punkten. Der natiirlichste Weg zur Lisung
dieser Frage ist wohl der folgende.

Es seien 4 verschiedene Punkte p; (i =1, 2, 3, 4) einer projektiven
Geraden gegeben. Wir bezeichnen mit #; die affine Koordinate des Punktes
p;. Bei einer beliebigen projektiven Transformation, die in der Form

, a-+ bw;
1 -
{1 %=,
mit den drei wesentlichen Parametern a, b, ¢ gegeben sei, geht das Quadru-
pel @(P1y Pay Doy Pa) i Q' (D1, P2, P3, i) Tiber. Setzen wir voraus, dal
I eine skalare Invariante von @ gegeniiber den Transformationen (1) ist,
so bedeutet es analytisch, daf eine Funktionen f von vier Verinderlichen

I = (@1, @2, B3, )
existiert, welche der folgenden Funktionalgleichung

at+be, a+bzy, a-tba, a,—{—bwd]
14cm, ' 14emy’ 14cmy’ 1+om,

(2) J(@1y gy @3, @) :f[
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geniigh. Genauer gesagt, wir setzen voraus, daB die Gleichung (2) fir alle
Zahlenquadrupel (,, ., #3, 4,) von der BHigenschaft

(3) @ £m, fir 4§ #£k  (i,k=1,2,3,4)

und fir alle Zahlentripel (a, b, ¢} von der Eigenschaft

(4) ac—b %0

erfiillt sein soll (die letzte Ungleichung folgt aus der Voraussetzung, daf
die Transformation (1) umkehrbar ist).

Die Funktionalgleichung (2) werden wir ohne irgendwelche Regula-
ritdtsannahmen iiber die gesuchte Funktion f 19sen.

I Methode. Wir setzen in (2)

() @, = —1, 2, = 0, s =1, By =&
und
be;
(6) SN (i=1,2,3,4)
14ex;
ein. Dabei setzen wir voraus, daB
(7) z 5 —1,0, 1
und

Uy #’M«]E fiir A #70

ist. Die Werte u; wollen wir nun als gegebene ansehen, wihrend a, b, ¢, @
als Unbekannten betrachtet werden sollen. Wir haben also dag folgende
System

a—>b a-+b a--bx
(8)

= U [ = U
1—¢ Y ¥ 14 I

= Uy

zu losen. Das geht einfach vor. Setzen wir ¢ = u, in die erste und dritte
Gleichung (8), s0 erhalten wir

9) Ug—b = Uy —Uye, Uytb = Uyt uye.

Da u; voraussetzungsgemif von u, verschieden ist, s0 bekommen wir
aus (9)

(10) b= l‘i@‘i@:ﬂl‘ﬂi, ¢ = 2a (Uat )
Uy — Uy Uy — Uy

Setzt man dies in die vierte Gleichung (8) ein, 50 erhilt man ohne Schwie-
rigkeit

(1) 5 (uq—”z)(us“ul)
(g + ) (U 4) — 2 (g Ug--rg,)
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Wir haben also
(12) Sty Uay gy ug) = f[—1, 0, +1, F Uy, Ug, Usgy %y)],
wo mit F die rechte Seite von (11) bezeichnet wurde:

(g — Us) (Ug— Uy)

ar
(13) Bl sy g, 1) = (thy =+ Ua) (Ut g) — 2 (Uy Ug+ Uy u,)

Setzt man kurz
(14) p(@) £ f(—1,0, +1,2),
50 kann die Gleichung (12) in folgender Form umgeschrieben werden
(15) Flatgy ey gy i) = @[F(Uy, Uy, Ug, U,)].
Bemerken wir, daB
2 (g — 1) (U — Ug)
Ug— Uy

(16) ac—b =

und folglich von Null verschieden ist. Um zum klassischen Resultat zu
gelangen setzen wir

ar [s+1
(17) qj(*):?’( % )

Die leichte Rechnung ergibt dann

(18) F41 (=) (05— ) L Ug— Uy Ug—U
2F (g—g) (g — ;) Ug— g Ug— Uy

Mann erkennt gleich, da8 die rechte Seite von (18) eben das Doppelverhilt-
nis von vier Punkten mit den Koordinaten (u,, #,, 4y, u,) darstellt

F41
(19) SF = D(ty, gy Uy, Uy).
‘Wir haben also
(20) I = fuy, ug, ts, uy) = O(D)

und folglich haben wir bewiesen, daB8 die einzigen skalaren Invarianten
von vier Punkten einer Geraden gegeniiber der projektiven Tramsformationen
die Funktionen des Doppelverhilinisses sind.

II. Methode. Statt Spezialisierung der drei Verinderlichen auf
der linken Seite der Gleichung (2) werden wir nun durch Spezialisierung
der Parameter a,b,c schrittweise die erwiinschte Formel gewinnen.
Zunichst setzen wir

a=—z, b=1, ¢=0 (es ist hier ac—b = —1 =£0).
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Dies ergibt
(21) © f@1s @y @ay By) = G(By— By, By— By, By— D)
wo kurz )

ar
(22) G(Uyy Uny Ug) = F(O, 2y, 1y, Ug)

gesetzt wurde. Durch Einsetzen von (21) in (2) erhélt man fiir g die fol-

gende Funktionalgleichung
§(Ba— @y, By— By, Ty— By)

B { a+bzy,  a--bm,
T 14 ca, 14cm,’

o by b,y

1+cwy 14c3,’

a+ b, a-- bml}
14 o, 1oy )°

Setzt man der Reihe nach

1 1

b= ¢c=0 ey igt hier ac—b =

o)
By— oy @y — By !

80 erhilt man daraus

By— B, By—
(28)  S(@y, @y 13, @) = g(@y— @y, W3 — 3y, 0, — ;) = h(m:—m:’ _99—2—0011)’
wo kurz
(24) h gy ws) = g (1, Uy, uy)

gesetzt wurde. Durch Einsetzen von (23) in (2) bekommt man

h[w3~m1 m4fm1] _h[l—l—cao2 Bg—a@, 1-t+ew, m4-m1]
b _ * . .
By~ By— 0 1oy #y—m 14+cm, @,—a@,

Jetzt setzen wir in die rechte Seite

(Ba— ) (%3 — @) — (165~ ) (ws—ay)
By (3 — o) (B4 — ) — @ (B, — ) (25— )

C =

ein, Dies ergibt

1 D
F(@ys @y, @3y 1)) = h(ﬁ’ ﬁ———_f)’

wo fiir D — wie frither — das Doppelverhiltnis von (@1, @y, B4, @,) steht.

Setzt man endlich

ar (1 %
20 :h(ZZ’ 2u—1)’

80 erhéilt man eben (20). Hiermit ist das Ziel unserer Note erreicht.
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Bemerkung. Bei beiden Methoden haben wir durch gewisse Aus-
driicke dividiert. Dies bendtigh die zusitzliche Voraussetzung, daB diese
Ausdriicke von Null verschieden sind. Diese Einschrinkung (die entspre-
chenden Ausdriicke verschwinden fiir gewisse Quadrupel (uy, 1, Ug, %,)
bzw. (1, #;, ¥s, #,) von Elementen u; bzw. z;, von denen jede zwei vo-
neinander verschieden sind) lisst sich beseitigen indem man die Speziali-
sierung der Veridnderlichen etwas modifiziert, z. B. statt (5) @, = 0, 2, = 1,
%3 = 2, %, = & nimmt.

Re¢u par la Rédaction le 8. 6. 1959
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