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Propriétés d’une classe de fonctions holomorphes
aux fonctions limites discontinues

par W. POGORZELSKI (Warszawa)

1. Introduction. Soit dans le plan de la variable complexe un do-
maine 8* limité par les courbes fermées Ly, Ly, ..., L, (n > 0). On admet
que les courbes Ly, ..., L, limitent les domaines bornés disjoints 87 ,..., S5
et.que la courbe L, renferme toutes les courbes L,, ..., L,. Nous désigne-
rons par Sy le domaine non borné, situé & extérieur de la courbe I,
par L et S~ les sommes suivantes d’ensembles de points:

L=IL+L+...4+L,, 8 =8 +8 +..+8;.

Remarquons que la ligne I, peut ne pas exister; dans ce cas le domaine
8t g’étendra & linfini. Nous admettons que les lignes L, ..., L, ont des
tangentes continues en tout point, sauf sur une suite finie de points
€1y Gyy -+ +y Cp, SibUés sur une au moins des lignes L, ..., I,, qui sont des
points anguleux ou de rebroussement de ces courbes. On admet ensuite
que le sens positif des lignes L,, ..., L, coincide avec le sens négatif de
rotation dans le plan de la variable complexe et que le sens positif de la
ligne L, coincide avec le sens positif dans ce plan.

Conformément & la définition que nous avons donnée dans les travaux
[1] nous appellerons classe

NO<a<l,0<h<l,a+b<1)

Tensemble de toutes les fonctions complexes ¢ (1), définies sur L, qui sont
continues en tout point ¢ différent des points de discontinuité ¢y, ..., ¢,
et vérifient les inégalités

const

» )
n ]t'—ov[a

r=1

(1) lp() <

const [t—1,|*

lp()) —@(t)] < Ti—all—a, T
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oiL t eb #, désignent deux points arbitraires d'une méme ligne I;, situés

4 Pintérienr d’on are E:cyl gur cette courbe, ne contenant pas d’autre
point de discontinuité et tels que % eic, .

Dans le cas ol une courbe I; ne contient qu'un seul point de discon-
tinuité ¢,, on admet que le dénominateur de la seconde des inégalités (1)
ne contient qu’un seul facteur [{—e,| tel que [t—¢,| < [¢,—c,| et, en outre,
que la longueur de l'arc it:, qui ne contient pas le point ¢,, est moindre
qu'un nombre positif inférieur & la longueur totale de la ecourbe I,. Dans
le cas oll une courbe I; ne contient aucun point de discontinuité, le dé-
nominateur dans la seconde des inégalités (1) ne contient pas les facteurs
[t—e,l et |ty—c, .

Les fonctions discontinues de classe D ont les propriétés suivantes,
qui jouent un réle important dans la théorie des problémes aux limites
discontinues de la théorie des fonctions analytiques.

PrOPRIETE 1. St la fonction ¢(f) est de classe S relativement auw
points de discontinuité ey, Cay ..., ¢, sur les courbes L, la fonction y(t), dé-
finde par Dintégrale singuliére de Cauchy

&
) puy = [ 2O
L

en tout point t £ ¢, des courbes L, est de classe O o% o = a 8i a >0 ot ¢
est un nombre positif arbitrairement petit si a = 0.
PrOPRIETE 2. Si la fonction o(t) est de classe O sur L, la fonction

_ (el)dz
(3) D(z) = Vs
£
holomorphe séparément & UVintérieur des domaines SV, 8y, Sy, ..., Sy,
vérifie Vinégalité & faible singularité
const
[
) 2@ <

(¢ ayant la valeur fimée précédemment) aw voisinage de towt point de disconti-
nutté ¢, et ses fonctions limites

(1) = lim & (2),

relatives aus domaines 8* et 8, appartiennent & la dlasse O sur les courbes L.

Nous avons domnné les démonstrations de ces propriétés dans les
travaux [1].
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DErINITION 1. Nous appelons classe S_'jff(ckl, ey 0p) (a2 >0) Ten-
semble de toutes les fonetions ¢(t) de classe H qui sont bornées, ou pres-
que bornées, dans les voisinages des points de discontinuité arbitrairement
distingués ¢, ..., ¢r, (g <p), c'est-d-dire vérifiant des inégalités de la
forme

const const jt—4 |*
e < — , o=@l < =6/ —o, [on*h
H }t—c,’lg” Y t "1
y=1

olt g, = 0 ou est un nombre positif arbitrairement petit, si » = &, ceey Ko
et p, = a, pour les autres points de discontinuité e,.

La définition 1 est un peu généralisée par rapport 3 celle donnée
dans notre travail [1]. Cette généralisation permet de conférer une plus
grande symétrie anx propriétés et aux problémes considérés ultérieurement.
Signalons que l’ensemble ¢, ..., ¢y, Peub étre vide.

ProprI&TE 3. Sila fonction ¢(t) appartient & la classe Sji"(ckl, “eey Crg)
la fonction y(t), définie par Vintégrale singulitre de Cauchy (2), appartient
‘aussi & la méme classe.

Cette propriété résulte de la propriété 1.

Remarque. Nous appelons clagse 9, (Cryy ey ckq) Pensemble de
toutes les fonctions de classe Sbf(ckl, ceey c,,q) qu’on obtient en admettant
pour paramétre h toutes les valeurs telles que 0 < a +% < 1. On définit
d'une fagon analogue la classe H(cy, ..., Cg)-

ProPRIETE 4. 8@ la fonction donnée o(i) appartient & la classe
bf,‘(ckl, «eey O la fonction @(v), vérifiant Uéquation (2) en tout point t 5,
des lignes L, existe et elle est donnde par la formule

1 T)dt
pl)=—— %;
L
elle est donc aussi de classe @f,‘(ckl, “ery Ogy) €1 unique dans la classe
S)(Ck” any qu).
On démontre cette propriété par un raisonnement analogue & celui
qu’on applique aux fonctions vérifiant une simple condition de Holder.

2. Fonctions holomorphes de classe H* et leurs propriétés.
DEFINITION 2. Nous appelons classe H* 'ensemble de toutes les fonetions
@(2), holomorphes ou séparément holomorphes dans les domaines S,

8,87,...,8;, dont les fonctions limites
(5) o) =Uimd(z) (¢ #¢,)
J-2%1
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sont de clagse H* sur Pensemble L, et qui vérifient 'inégalité & singula-
rité faible

const
(6) ‘ |P(2)] <|z—_"2y'|o
dans les voisinages de tous les points de discontinuité c,; 6 est un nombre
positif inférieur & 'unité, non fixé. .

Observons que la classe H» est un sous-ensemble de la classe H{;i
(a+h < 1) 8 a<ay,hy <h. Cette propriété résulte immédiatement
de Ia propriété analogue de la classe H que nous avons démontré dans
le travail [1].

TrgorREME 1. Toute fonction de classe H" sexprime par sa fonction
limite au moyen de la formule

1 [ oHe)de
@ Qw“ﬁjﬁff
si 2ze ST et par lo formule
' ' 1 O (z)dr
' - [T e
() 0@ = — 5 J —2Z o (0)y

86 287 (89 =1, 8 = &y = ... = & = 0), si Pon suppose Vewistence de la
courbe L, et la régularité de la fonction @ (2) & Vinfini. Dans le cas od il n’y
a pas de contour L,, on a les formules

1 oM7) .
(8) @(z)=% —r—(-_z)zj-{—@(‘oo), st zeST,
, =1 rO9-(n)ds . .
) q)(z)_.“_—mLf—r_z s el

Démonstration. On prouve facilement le théoréme en entourant
tout point de discontinuité ¢, d*une eirconférence C, de rayon & suffisamment
petit pour qu'elle ne contienne pas le point 2z du domaine 8* ou 8§~ et
qu’elle ne coupe la ligne L qu’en deux points.

D’aprés le théoréme classique de Cauchy, nous aurons alors (en suppo-
sant, pour fixer les idées, que zeS*)

Ot (Hdr 1 = [ B(v)dr
et e
L-3a,b, r=1 9

ol a,b, sont les parties des courbes L situées & lintérieur des cercles C,
et y, — les arcs des cercles qui joignent les points a,, b, et sont contenus

(9) 0@ =5 |
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dans §+. En vertu des inégalités admises (6) et (1), les intégrales étendues
aux ares y, tendent vers zéro, si le rayon s — 0, et la premiére des inté-
grales (9) tend vers une limite déterminée, si ¢ — 0; nous aurons donc
la conclusion (7). Les autres cas se traitent d’une fagon analogue.

DiFiNITION 3. Nous appelons classe Hff(c,,l, ...y¢; ) lensemble de
toutes les fonctions @(z) de classe H dont les fonetions limites @ (1)
appartiennent & la classe Sjﬂ(ckl, .+vy 0p,). Observons que Tensemble des
points distingués ¢, ..., Ok, peut &tre vide. Dans ce cas la nouvelle classe
est identique & la classe H". Nous appelons classe Ho(Cgyy .-y ) Len-
semble de toutes les fonctions de classe H,’:(ckl, ...,ckq) qu’on obtient
en admettant pour paramdtre h toutes les valeurs positives telles que
0 < a+h < 1. Par analogie on définit la classe H (e, ..., qu)-

TutorEME 2. Toute fonction O(z) de classe Hiloy,...,6,) (a>0)
vérifie dans les voisinages des points de discontinuité o, une inégalité

|2—c,|%

(10)
o% o, = a, 8t v F£ Ky, ..., by, 6t o, 6st un nombre positif arbitrairement petit,
st v =ky, ..., ky. Cette propriété résulte immédiatement de la définition de
la classe HL‘(%, “ees Cip)s du théoréme 1 et de la propriété (4) des fonctions
de classe DY

THEOREME 3. St la fonction o(t), définie swr L, est de classe

H* (Cyy ey Cip) (@ >0), la fonction définie par Vintégrale
1 p(7)dr
B(2) = —
1D @) 27:’L'L T—z2

pour zeST+ 8-, appartient & la classe Hf,‘(akl, ceey qu)-
Démonstration. La fonction ¢(z) vérifie une simple condition
de Holder dans toute partie fermée des arcs I ne contenant pas le points
de discontinuité e,.
Done, d’aprés les formules de Plemelj, la fonction (11) admet des
valeurs limites des deux cOtés des lignes I

a2 G (e) = () = & 5o+ 5 [ L

ost —2—7:—1:11 T—1

en tout point t£¢, sur L. Le signe + se rapporte au domaine ST et le
signe — au domaine S—. Il en résulte, en vertu de la propriété 3, que les
fonctions limites (12) appartiennent a la classe Sﬁf(ckl, ceey Oicghe D’autre
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part, en vertu de l'inégalité (1) et de la propriété 2, la fonetion (11) vé-
rifie une inégalité de la forme

0(E) <
7 oo
p=1

doune elle appartient & la classe Hf,‘(c,q, ceny c,ﬂq) c. q.f. d.

THEOREME 4. A. Pour que la fonction (1) de classe (e, ..., o)
(a>0), donnée en tout point t =~ ¢, sur L, soit fonction limite d’une fonctio(;a
holomorphe dans S* de dlasse 9t (ey,, ..., or,) (nulle & Vinfini dams lo cas
o il 'y a pas de contour Ly), il faut et il suffit que la fonction donnée p(t)
vérifie une équation intégrale

1 T)dr
—pl+— [ZDLE g

1) —
Lrt

(13)

en tout point t sur L différent des points ¢y, ¢y, ..., 0.

B. Pour que la fonction ¢(t) de classe 5:')3(%7 -0y (@ >0), donnée
en fout point t 7 ¢, sur L, soit fonction limite d’une fonction séparément
holomorphe dans S~ de classe Hﬁ(okl, cery Opg) (nulle & Vinfini dans le cas
ol le contour L, ewiste,) il faut et il suffit que la fonction domnée ¢ (1) vérifie
une bquation intégrale

(13" =0

1 d
o)+ = [HOI
[ T—1

L
en tout point t sur L différent des points c,.

Démonstration. Pour démontrer la partie A du théoré,me; re-

marquons que, §'il existe une fonetion holomorphe &(z)eH" dans S*
(nulle & Vinfini) telle que

lim & (e) = &+ (1) = g (1)

s>t

(t _+L C,),

celle-ci g’exprime, d’aprés le théoréme 1, par la formule

(1311) @(z) »_:—_l_ (P(T)d'l’

27 —z !
i T—2

en fout point z¢S*. Il en résulte, d’aprés les formules de Plemelj (12)
la relation (13). ,
Inversem(?nt, 8i la relation (13) est satisfaite en tout point ¢ s£o,
de.tL, la fonction (13”) admet, en vertu des formules (12), les valeurs li-
mites
En}Q(z) =O*(t) = o(1)
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pour ¢ = ¢, et appartient & la classe H’;(ckl, «ouy Ogy), @aprds le théoréme 3.
Cette fonction est unique dans la classe H”. La seconde partie B du théo-
réme se démontre d'une facon analogue.

THEOREME 5. Si la dérivée @une fonction &(2), holomorphe séparé-
ment dans les domaines 8%, 87, 87,...,8;, appartient & la classe H:

&' (z) < HY,
la fonction ®(2) elle-méme admet les valeurs limites O* (1) = Uim®(z) en
gt

tout point t des courbes I des deus cdtés de celles-ci, méme aux poinis de discon-
1NUité oy, Cay - - -, Cp, €t les fonctions limites vérifient une condition de Holder

|@* (8,) — = (1)| < const [t,—1,°

pour tous les points des lignes L, ot § = 1—a, si o >0, ¢t 6 est un nombre
positif arbitraire inférieur & Tunité, s a = 0.

Démonstration. Pour prouver lexistence d’une fonction limite,
par exemple @ (1), il suffit de démontrer 1'existence d’une limite de la
fonetion @(z), si le point 2e8* tend d*une fagon arbitraire vers un point
de discontinuité ¢,eL. Soit done un arc arbitraire z,c,, & tangentes conti-
nues, joignant un point #e8* 4 un point de discontinuité ¢, et contenu
4 lintérieur du domaine S*. Nous avons alors

B(z) = O(z)+ [ &'(0)dL,
%

z étant un point arbitraire & intérieur de I'arc z:cy. 1l en résulte, en vertu
de la propriété (6) des fonctions de classe H”, que Ia fonction @(z) tend
vers une limite déterminée

(14) lim @) = 0% (6) = Pla)+ | ()i

g0,
§i le point # tend vers un point de discontinuité ¢,. L'intégrale absolument
convergente dans la formule (14) ne dépend pas de la forme de larc zoﬁc,,
et 1a limite (14) ne dépend pas du choix du point #,. Pour étudier la conti-
nuité de la fonction limite O (f), remarquons que

14 .
ot (1)— B* (o) = [P (D)aL,
S
lintégrale étant prise le long d'un arc :::t sur L. Il en résulte, d’aprés le

théoréeme (2),

3

t
al
&+ (t)— DT (6,)] < const | ———— < constlt—oq,['"%
iC— cvig'
&
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@’ol on déduit la conclusion du théoréme 5. Celle-ci admet une excep-
tion dans le cas otlt les points ?; et ¢, sont situés des deux cdtés d’un point
de rebroussement ¢,; au lieu de la différence #,—1, il faut alors substi-
tuer la différence ¢, —s, des coordonnées curvilignes des points ¢, et ¢,.

. THEOREME 6. 8¢ la fonction ¢(t), définie sur L, est de classe
Daleryy - or,); toutes les fonctions D(2) de classe Hf(c,rl, <-4y Cir,) POUY les-
quelles la différence des valeurs limites o une valeur donnée

(14') B* (1) — B (1) = p(t)

en tout point t % ¢, sur L, sont emprimées par la formule

Lo e@de b,

T—%

(15) - @ =
z

o P(z) est une fonction entiére arbitraire.

Démonstration. D’apreés les propriétés citées 1 et 2, toute fonction
(15) est de classe Hf(ckl, .+vy Cg,); €n outre, en vertu de formule de Ple-
melj, elle admet des valeurs limites vérifiant la relation (14') en tout point
i # ¢, de L. Pour démontrer que la formule (15) comprend 'ensemble de
toutes les fonctions de classe Hf(ckl, “ev Org) vérifiant la condition (14'),
supposons que ¥ (2) soit une fonction quelconque de classe Hf,"(a,ﬂl, ‘

e O )
1 spe N » Uk,
vérifiant la relation ¢

()P (t) = o(1).

i :n résulte que la différence 2(z) = @ (2)—¥(2) est une fonction de classe
Hy (6 +ees okg), dont les valeurs limites des deux cotés de toute ligne
sgnt égales: Q% (f) = Q7 (1) en tout point ¢t de L différent des points de
discontinuité ¢,. La fonction £(z) est done holomorphe dans tout le plan,
excepté au plus aux points isolds ¢,. Mais, d’apres T’hypothése, cette fone-
tion vérifie dans les voisinages de cos points 1'inégalité

126 <t
’z—cv]

! fsjible singularité, done ces points gont réguliers et la fonction Q(z) est
entiére c. . f. d. ‘

T}DjflOREME 7. 8t la fonetion ¢(v) appartient & la classe D% (Chyy veny )y
la fonetion W (t), donnée par Vintégrale singulidre au sens de C’a'lbwhy !

‘P(t)zl](t—c,)wf __olde
O E [ e—e)e—y

(0 <0< 1)
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en tout point t ¢, sur L, est de classe HE (Chyy oo Ory); OB admet que les
constantes y; = vi-+1y; vérifient les inégalités

0y <1, st §=Tyy.ny Ky,

—-1<’}’;'<0, st j#klr-'ykq:

h—!—ma.xly,'-l<1, i j=1,2,...,p,

la constante o a les valeurs suivantes:

a, si  a >max|y]

(15") (§ F Fayoeny Bg)y

o=
maxly;, s a< max|yl;

en outre on a fiwé les branches continues des fonctions (t—¢;)"7 sur tout arc
composant de L.
Le théoréme est une conséquence de la propriété 3.

3. Théorémes sur certaines représentations intégrales des fone-
tions holomorphes H”. Nous établirons maintenant deux théorémes sur
les représentations intégrales des fonctions de classe H?, qui sont une
extension des théorémes démontrés par une analyse savante par Vécoua
[2] (voir aussi la monographie de Mouskhelichvili [3], pages 200-209).
Soit dans le plan de la variable complexe une seule courbe fermée L li-
mitant le domaine intérieur 8. Soit encore une suite finie de points
C1y Cay -+, Cp SUr cette courbe L rangés dans un ordre qui correspond
au sens positif de cette courbe, coincidant avec le sens positif de rotation
dans le plan de la variable complexe. On admet que la courbe L a en
tout point, méme aux points ¢y, s, ..., 6y, des tangentes continues qui font
avec une direction fixée un angle vérifiant une condition de Holder.

On admet notamment que ’angle A4 (i, ;) entre les tangentes en deux
points arbitraires ¢ et t; de la courbe L vérifie I'inégalité

(16) 148, 1))] << const[f—1,|*T

hy étant une constante positive, non supérieure & I'unité.

TutoraME 8. Toute fonction & (z) holomorphe dams le domaine S*,
appartenant & la classe HZ(ley ceny qu) relativement aum points de discon-
Hnuité ¢y, ..., ¢p sur L, peut éire exprimée d'une fagon unique par la formule

intégrale
u(t)do
17 D(z) = L
an @ =T +i0
i
ot ,M(T)ES)L"(%U -eey Oy) oSt une fonotion réelle définie swr L, C est une

constante réelle, o désigne Vabscisse curviligne dw point d'intégration T,
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Dorigine 2 = 0 est contenue & Vintériewr du domaine 8%, enfin la fonction
u(7) et la constante O sont définies @une fagon unique pour la fonction donnée
@(2) (on a désigné W = min(h, hy)).

Démonstration. On obtient la preuve du théoréme 8 en s’appu-
yant sur les propriétés des fonctions des classes H¥ et H" et en suivant
d’une facon abrégée un raisonnement analogue & celui qui & été donné dang
la monographie [3]. En posant

dr de |, dy de . dy

T A do 'LE;’ R do !

’

nous pouvons écrire la formule demandée (17) sous la forme

(18) 1 f 2mip(r) T 440

@(z) = % ———%—:‘;——*" dT.
L
En tenant maintenant compte de la représentation (7) d’une fonction
donnée P(z) de classe Hfj(c,cl, ceay 0/.:4) et du théoréme 3, mous pouvons
affirmer que si la représentation (17) est vraie, il doit exister nne fonction
Q(z) de classe Hﬁ'(c,cl, . qu), holomorphe dans le domaine extérieur
8~ et nulle & P’infini, telle qu’on ait

(19) 2mip(7) 17 + 90 = OF (7)— Q- (7).

En introduisant la nouvelle fonction inconnue
(@) = Q()+10,

nous voyons que cette fonetion doit vérifier la condition limite

_ 1 1
(20) Te [;_:-,— 0; (z)] =Te [-_ﬁ [ (z)] = ¢(7)

et a.dmettrehjme valeur purement imaginaire & l'infini. La fonction 2,(z)
d? c]ast.se H, (le., ey ckq) est done une solution du probléme aux limites
discontinu iie Riemann dans le domaine §-. Observons que la fonction
d’onnée 1/t7’ est continue sur I et vérifie la condition de H8lder avec
1 eﬁ{posa,nt hz, et que la fonetion donnée ¢(v) est discontinue sur I, de clagse
e (Grys +eey Cx,)y OU B’ = min(h, hy).

On voit que I'indice du probléme homo

‘ géne est nul, done, d’aprés la
théorie du pr.obléme non homogéne discontinu de Riemann (x’roir travail
[1]), 1a solution générale du probléme (20) aura la forme

(21) 2y(2) = 0(2)+ Adwy(2),
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ot w(2), de classe Hﬁ’(akl, -oey Ogy)y €86 UnE solution particulidre du prob-
léme (20), w,(2) une solution particulitre du probléme homogéne continu
de Riemann

Te [17' wl(r)] =0

ot A est une constante réelle arbitraire. On la choisit de fagon que la fone-
tion re[2,(2)] soit nulle & linfini et on arrive, Q’aprés la formule (19),
3 1a fonetion unique u(r) de classe S)f,"(ckl, ceey ckq) et & la constante réelle
unique C, correspondant & la fonction donnée @(2). En substituant la
fonction u(7) et la constante C obtenues dans Vintégrale (18), on obtient
1a fonction @(z) donnée. L’existence de la représentation (17) est dome
démontrée.

THEOREME 9. Si la dérivée d’ordre m (=1) d'une fonction P(2), ho-
lomorphe dans le domaine 8%, appartient & la classe Hﬁ(ckl, “eey O

(22) B (2) e Hy (6ry -+ Orp)

relativement aus points de disconIinuilé ¢y, ..., Cpy O PEUL représenter @une
fagon unigue cette fonction par la formule intégrale

m—1
@23) O() = Lf (%) (1—%) log(l—-—j—) do+ Lf u(z)doHiC,

oty u(z) est une fonction réelle de classe @f,"(ckl, vy c,,q) et B = min(h, hz).
O est une constante réelle et Von a choisi la branche continue de la fonction
logarithmique qui s’annule aw point z = 0, contenw & Dintériewr de S*.
Tout d’abord remarquons que, en vertu du théoréme 3, les dérivées
Lordre inférienr & m et 1a fonction ®(z) elle-méme ont des valeurs Limites
déterminées en tout point ¢ de 1a ligne L, méme aux points de discontinuité
¢,. En outre, les fonctions limites vérifient une simple condition de Holder.
En s’appuyant sur les propriétés, précédemment citées, des fonctions
des classes O et H”, on peut démontrer Vexistence de la fonetion u(z)
et de 1a constante C, correspondant d*une fagon unique & 1a fonction donnée
@(z), en suivant un raisonnement tout & fait analogue 4 celui qui & été
donnée d'une fagon trés précise et compléte par Vécoua (voir [2] et [3]).
Sans reproduire cette démonstration, signalons seulement que, Ve-
xistence d'une fonetion u(r) de classe 5’;'(0,‘1, oevy Oy étant admise,
nous tirons de la formule (23) Lexpression suivante pour la dérivée d'ordre m

(24) O™ (2) — (—1tm—1)! [ D%
£ (r—2)

(1 mey [P

A T (7 —2)
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En faisant tendre le point # vers un point arbitraire ¢ # ¢, sur L, on aurs,
d’aprés les formules de Plemelj, pour la fonction u(r) une éguation inté-
grale de la forme

1 ftm_lt',u('r)dcr N ™1 ™ (1)

(25) s+ T lp—1) (=1 (m—1)lmi

w0
L
D’aprés la théorie de Vécoua, cette équation est équivalente 3 1’4-
quation intégrale réelle

m lt/

@) uio [ o| oty w0

dont le noyau admet une faible singularité. Elle met en évidence le fait
que la fonction u(r) appartient & la classe H (Crys - 7%1) si la dérivée
@™ (z) de la fonction donnée appartient & la classe H” (Cryy -~ <3 Cry)-

tm—ltl @(m) (t)
=TO |
[(—1)7"7”«(%——1)!,
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Le triédre de Frenet aux points d’inflexion d'une courbe
par S. GorAB (Krakéw)

Les démonstrations de Pexistence des notions classiques de la géo-
métrie différentielle des courbes et des surfaces exigent certaines hypo-
theéses. Ces hypothéses présentent, dune part, le caractére d’une certaine
régularité de la représentation analytique de ’&tre envisagé, d’autre part,
elles possédent le caractére de certaines inégalités servant & exclure les
points singulicrs qui peuvent se présenter malgré la haute régularité de
la représentation analytique. A titre d’un simple exemple, rappelons
que pour assurer I'existence d'une tangente au sens ordinaire en un point
donné (le contingent au sens de M. G. Bouligand doit contenir en ce point
deux rayons opposés) il suffit de supposer que la représentation analy-
tique (sous forme vectorielle) de la courbe

(1) T =r(u)

(ol r désigne le rayon-vecteur du point mobile de la courbe et « est un
paramétre arbitraire) est de classe Cf, c’est-a-dire que la dérivée dr/du
est continue et qu’on a, en outre,

(2) |dr jdu] > 0.

L’hypothése C,, admise sans que la condition supplémentaire (2) soit
satisfaite, n’exclut pas l'existence d'un point singulier ol la tangente
peut ne pas exister. D’une fa.gon analogue, pour l'existence du triédre de
Frenet (dans ce but il suffit qu'en plus de la tangente existe la normale
principale) il suffit que la représentation soit de classe (3F, c’est-a-dire que
la seconde dérivée dr[du® soit continue et que les vecteurs dr/du,
d*r [du? soient linéairement indépendants.

Si la courbe (1) est de classe O] et C,, mais n'est pas de classe CF*
au point u = u,, c¢’est-a-dire si le produit vectoriel

ar  d*r

3 o=
(3) duxolu2
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