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1. Un multigroupoide ([1], p. 183) est un ensemble M muni d’une
opération binaire qui, & tout couple ordonné d’éléments z,yeM, fait
correspondre un sous-ensemble CM. Un semigroupe ([3], N° 10, p. 162)
est un groupoide satisfaisant & la loi d’associativité (ay)z = x(yz). Un

- élément x est idempotent par rapport & la loi (-) ([3], N°1, équ. 1, p. 153)

si -2 = x. Deux groupoides définis sur le méme ensemble E par les lois
(x) et (x) sont isotopes ([3], N° 15, p. 164) si (2 xy)l == w&*yn, ol les
composantes (£, n, {) de lisotopie sont trois permutations de 1’ensemble
E. Un ensemble d’éléments E = (z,%,2,...) muni de lois de composi-
tion (¢y, @s, s, --.) = D, binaires, xp;y = 2, s’appelle un systéme demosien
de groupoides, noté (B, D) [4].

Si un tel ensemble satisfait & la relation associative particuliére

(1) V&, Y, 2e B, Vo, 0P, Hese P, (@01y)par = 93 (Yps?),

cette relation définit une loi de compositi on (-) sur ’ensemble D, ¢, @, = @;.
La loi (*) ne sera pas uniforme en général, car 1’équation (1) pourra avoir
plusieurs solutions en ¢;, et le systéme (B, @) sera un multigroupoide
par rapport & (-).

Un groupoeide est diagonal ([5], N°12), 5si VaeG, H un seul z, 2z = a.

Un systéme (G, K, T), o K et T sont deux sous-groupes d'un groupe
@, est 'ensemble des quasigroupes G (&, 6), isotopes du groupe G par les
isotopies xXy = xfyl, oi feK et 0T

L'identité de Bol-Schr dder est a(ba) = (ab)a.

2. La condition nécessaire et suffisante pour que Uélément p; soit idem-
potent par rapport & (-) est que le groupoide E(p;) soit un semigroupe.

Preuve. La relation

(@@:y) @iz = 0g; (Ypi?)
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exprime en méme temps que le groupoide H(p;) est associatif et que
o = @i, C'est-a-dire que g; est idempotent par rapport & la loi ().

3. (i) Si un systéme de groupoides (B, ®), muni de la loi (-), posséde
une unité droste, @, le groupoide B(p) est un semigroupe. Si tous les F(¢p')
du systéme sont des semigroupes, celui-ci se réduit & son umité.

(i) 8i (B, @) admet wn zéro & droite, ¢y, celui-ci est associatif et si lo

systéme ne se réduit pas & E(p,), ce dernier, ¢y, est isotope par la distorsion.
(E=n=1, { arbitraire) ([2], p. 420) du semigroupe de Thierrin x Xy = y.

Preuve. (i) Supposons que ¢ soit unité & droite du systéme S(-).
Alors, @y = @, ou :

(@12 = 20, (Yp,2) .

Vo, y,2¢8, V@,

Si @, = g, cela devient (wpy)pe = wp(ypd); done ¢ est associatif. Si
tous les groupoides F(p;) sont des semigroupes, on a

Vo, y,2e B, (@p1y)pr = 29, (Yp:2) = (0, Y) .2,

donc, en posant zp,y = t, on aura Vi<H, lpz = lp;2 et @, = ¢; le sys-
téme S(-) se réduit au seul élément neutre F(p).
(ii) Si g, est zéro & droite de S(-), on a

V&, Y, 2¢ B, Ve D, (@pY)pe = wpy(Ypo2),

et 'on voit, comme ci-dessus, que @, est associatif. Ensuite 1'égalité
(@p1Y)p02 = (2poy)pe# entraine ou bien g,y = apyy eb ¢, = ¢y, ce qui
signifie que §(-) se réduit & son idéal nul, ou bien yzeH, tp,z = ' 9o,
et H(p,) est isotope du semigroupe & translation identique mp,y =y ([4],
[6], p- 178) par une distorsion ({ =5 = 1, ¢ arbitraire) ([2], p.420).

4. On peut définir un systéme demosien de quasigroupes, noté
(@, K, T}, en soumettant un groupe G & toutes les isotopies de la forme
oy = 2b;y0i, &K C @ 6;eTCG, ou T et K sont deux sous-groupes
de & ([4], N°19.2). Un groupoide est diagonal ([5], N° 12, [3], équ. 62,
D. 156), si I'équation # x4 = a admet toujours une solution en x quel que
soit ¢ dans le groupoide.

Pour guun systéme (G, K, T) satisfasse & (1), il Sfaut et 3l suffit que T
et K soient diegonaus et contenus dans le centre de G.

Preuve. Si la relation (1) est véritiée, on a ici

(2) V5,Y,2eG,  0F 90, £20, = nfyyk, 200,

En prenant pour y et z Punité 1 du groupe, on a

51015202 = £§0§
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Si 2 seul est neutre, on a
£,90, 6,0, = fa?lfaﬂg
ou &Ey = y&, 02070 £7167, done

(3) 5;1 51‘30-
Siy=1ona &6 20, = E&20; ou & 0,62 = 2626;", done
(4) 626, ¢ 3g.

Si ces deux conditions sont vérifides, (2) devient
& E1y0, Eap = yE20305
ou, d’aprés (3) et (4), y& & 0,62 = y& 036,72, ou
(5) £,0,8,0, = &6,

seule condition & satisfaire, avec (3) et (4). Si ¢ et g sont deux éléments
centraux quelconques, pris respectivement dans K et T, alors (3) et (4)
expriment que

(6) £ = &0,
(M 05 = g,

et (5) devient £,6,£,0, = & ¢7'£,c7 gh,, ou, en cancellant par £, et 6,
et permutant les éléments centraux ¢ et g, 6, £, = &,g¢7° ou

(8) V0,8, = gt e g

Cette condition d’appartenance au centre devant avoir lieu vé,,
61, &, on en conclut, en choisissant deux des trois facteurs dans 3g, que
le troisidéme est toujours dans 35, done K et T'C 34. Les conditions. (3)
et (4) sont alors nécessairement vérifiées et il reste seulement (5). Celle-ci
peut recevoir la forme £;%&, £, = 656,76, <K ~ T = I. Cette intersection
n'est jamais vide et si e est un élément arbitraire de I, on aura

0; = e6,0,, & = o¢"1f&,.
" Pour que ces équations aient des solutions, il faut et il suffit que
K et T soient diagonaux. .
5. Dans un systéme (G, K, T) muni de la loi (), (1), chaque B(p) est
idempotent par rapport & ().
Preuve. Il est facile de voir, en effet, que tous les groupoides E (¢)

du systéme, & cause de la condition fe 3g, sont alors des groupes [4].
Done, en vertu du N° 2, tous les ¢; sont idempotents par rapport & (-).
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6. (i) Aucun systtme S(G,K,T) ne peut éire un semigroupe par
rapport & la loi (-).

(i) Tout systéme S(-) satisfait & Didentité de Bol-Schréder ([3], N°2,
équ. 8, p. 183) et est abélien par rapport & (-). ‘

Preuve. Silaloi (-) est associative sur (¢, K, T'), on aura (¢, p,) ¢,
=5y Q1" P2 = Poy P1 (P2 Ps) = P, P2 Ps = P5 6 @5 = @7, AVeC

865 = 810,50,  £05 = &0,8,0,
6 = £,0,6,60,, 167 = £0,50,.
Une élimination facile conduit a
£10:620,£105 = E161£,0,8,0,
et, par cancellation, £,0, = £,0,. On a done
oy = @byl = ay&, 0, = oyé, 0, = xéy0, = xpy,

dolt ¢, = ¢,. Ainsi Videntité (@, @,) @; = ¢,(ps ;) N'est vérifide que si
¢, = ¢,. Elle n’a donc pas lieu yo,, @,, ¢, et §(-) n’est pas un semigroupe.

(i) Par contre, l'identité de Bol-Schréder (p;«p,): g, = @y (P2 ¢y)
est toujours vérifiée. Elle résulte d’ailleurs immédiatement de la commu-
tativité de S(-). On a

(201Y) pa2 = 0&,Y0, 8,20, = wyzé, £,0,0,,
() 12 = @&, y0, 6120, = wyz€,£,0,0,,
cest-a-dire p; ¢, = @z ¢;.
2. La relation K ~T =1 est la condition nécessaire et suffisante
pour que
(i) (@, K,T) soit idempotent,
(i) (G, K, T) soit cancellable.
Preuve. (i) Si g,-¢ = @,, on aura &0,&0, = £26° I
r 1610 = &0; ou L& =
= 6%612 ?feszT. Done & =f&, 62 =f162. 8 szzz’ - 1,lf 3
et & = 52,‘ 01. = 6;. Comme K et T sont diagonaux, & = &, 0, = 0,,
P1= gp Ainsi (&, K, T) est idempotent par rapport i (). Réeiproque-
nient, 7811 ie systéme est idempotent, & = & ot 02 = 62; mais & = f&
0; = 7" 03, done f = 1. Tout élément feK ~ T est neutre, done K ~ 7' =1’
(i) Boit ¢ @y = @1 gy, done £.0,8,0, =
. " 2 10:8,0, = £10,8,0;, ot £,0, = £,0
Qott &5 = 0,07 =feK T, 8i (G, K, T) est cancellablo a% =3tpﬂ,
§z=§3, 02=03 et 5353—1=639;1=1=f ’ >

Bif=1,o0naé==¢,0,=>0,p,= pg et le systéme est cancellable.
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