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It is obvious if « has a precedent, for a being a limit-number, it follows
from the equality
ﬂV(Ep) = mV('Eﬂ)

B<a B

and from the compactness of X.

(il) If for some y the sets V(&) with &<I” are defined, then the family
{ MV (&): £’} contains a subfamily of cardinal 27 consisting of disjoint
By

sets. Indeed, if two sequences &', & ¢I” differ in the g-th position, and
is not a limit-number, then the sets V(£5) and V(&) are disjoint; hence
ﬂV &) and ﬂ V(&) are disjoint.

3
Let y be the first ordinal number such that the set V(&) is not detined
for £ I'*!. Then for some £¢I” the set (M) V( (&) contains less than two ele-
By

ments. Hence, by (i), we get

NV(&) = (p).
B<y
3 The last equality implies &(p) <7 and, if &(p) =m, we get, by (ii),
f > o7 > 98(®) > om
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SUPPLEMENT A L'ARTICLE
,SUR DEUX PROBLEMES D’ANALYSE NON RESOLUS”

PAR
M. FRECHET (PARIS)

1. Une modification d'une démonstration. Dans la réeiproque
de la p. 39 de mon travail [1], on suppose ,,que la somme de deux courbes
ne soit définie que dans le cas ol ces deux courbes sont des lignes poly-
gonales orientées”. Cette supposition n’ayant pas €té respectée dans la
démonstration, il y a lieu de modifier celle-ci de la maniére suivante.

On aura
(@) Qo) = (Pu+ P, Py +-Py) = [[(PotPo)+ (—1)(Po+ Pyl
= [[(Po+ (—1)Pu) + (P4 (1) P,)
o KNP+ (1) Pof| 1P+ (1) Pofl = (Ps,Pa‘,H(Pé,P;)-
T

(P Po) < (P., 0)+ (¢, P,) <eto.

De méme pour les P’. On a done

(8) (@, Q) <

comme dans le texte déja paru. D’aprés ce méme texte: ,,L’espace I, con-
sidéré comme espace distancié, (...) est complet”. Dés lors, il résulte de
la formule (8) que ¢, tend vers une courbe déterminée o quand &— 0.
Cette courbe limite ne dépend pas du choix des lignes polygonales
P,, P,. Si on leur substitue deux lignes polygonales orientées Do, P 06
gi ’on pose g, = p.+ p:, on aura (mais ici nous modifions encore une
foig les formules):

(Qs’ QB) = (P5+P;’pe+p:) = !]P5+P;+(
= ”(—Pe"*'("'])pz)’!”(-P;'l”('—1)p:)”
SNPA (=D)pll+HIP A (—D)pill = (Poy p)+ (Pr, p)-

<2420

—1) (P22l
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Or
(Pu! ps) < (Psy O)"{‘ (Olpe)

ot de méme (Pi,p,) <2, dol (Q,q) <de et (0,q) < (0, @)+4e
Done ¢, —+ o.

Nous pouvons maintenant répéter la suite du texte déja imprimé,
toutefois en y supprimant les deux mots ,telles que” (qui le rendent in-
compréhensible) juste avant ,,1° leur somme ...”.

Aucun énoncé de résultat n'est finalement & modifier.

II. Remarque sur le deuxiéme probléme. Une premiire élimination.
La deuxidme question posée & la page 36 (et préeisée p.37) du travail
cité n’est pas résolue, mais nous allons éliminer la solution qui serait la
plus simple, en démontrant que l'espace I" des courbes n’est pas un espace
vectoriel distancié () tendu.

Nous avons dit, il y a bien longtemps, qu'un espace vectoriel distancié
est tendu, si pour tout couple d’éléments x, y de cet espace, il est équi-
valent de dire qu'un élément quelconque z de cet espace appartient au
,segment xy”, c’est-a-dire que l'on a la relation

(#,2)+(2,9) = (T, )

entre les ,,distances” mutuelles de ces points, ou de dire q11 il mpparbicnt
au ,,vecteur xy”, ¢’est-a-dire qu’il existe deux nombres a, f (a = 0,8 =
a+ B =1) tels que 2z = ax+fy.

Nous allons démontrer un

THEOREME. L'espace I’ des courbes de Jordan n'est pas un espace
vectoriel distancié tendu (2).

En effet, nous avons démontré ([2], p. 227) que si un espace vectoriel
distancié est tendu, tout systéme Z (constitué de deux éléments @,y de
cet espace et de deux nombres p,q (p = 0,9 > 0,p+¢ = 1)) a un centre
de gravité y et un seul.

(Nous disons que y est centre de gravité de Z, si c'est un élément du
méme espace tel que (v, y)+ (v, 9) = (2,9), (@, %) = ¢(1, ).

Or, d’autre part, nous avony démontré ([2], p.250) que sio ety

sont deux &léments de I' réduits & deux segments orientés 4B, 4'B’, un
systéme correspondant Z(x,y; p, ) a une infinité de centres de gravité
(sauf dans le cas ol le produit pg(z, y) est nul). Le théoréme énoncé
plus haut résulte immédiatement de ces deux propositions.

(1). 'g}'n espace est dif distancié vecioriel (lindaire normé suivant Michal) s'il verifie
les conditions imposées & un espace de Banach, sauf la condition qu’il soit complet.

(*) Nous supposons que, dans cet espace, 0, ||(|| et a-C ont 6té choisis comme
4 la p. 37 du travail [1].
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Un procédé de démonstration. Nous allons indiguer une maniére d’abor-
der indirectement le second probléme.

Soit D un espace distancié; en appliquant & un cas particulier une
définition générale donnée par 8. Doss, nous dirons gqu’un systéme
Z(®,y;p,q) possede dans D une moyenne (T'), soit J, §'il existe un élé-
ment & de D tel que, pour tout élément a de D

1) (0,a) < ple,a)+ 4y, a),
en désignant d'une facon génerale par (x,y) la ,,distance” dans D de «
et de y.

Nous avons déjh signalé la proposition suivante:

Si Vespace distancié (D) est un espace ,,vectoriel distancié”, alors,
pour cet espace, tout systéme Z(x, y; p, q) posséde dans D au moins une
moyenne (T), & savoir la moyenne classique

6= pw+qy-

Puisqu’elle est imumédiate, répétons la démonstration. On a ici

(6, @) = llpz+qy—al = llp(z—a)+q¢(y—a)i
' < lip(e—a)ll+llgly —a)ll = p(w, a)+ qly, ).

Soit alors, I', l'espace distancié des courbes de Jordan. Deux cas
sont & examiner, en particulier:

I. Ou bien on peut trouver au moins un systéme Z(x, y; p, ¢) parti-
culier ne vérifiant pas (1) pour au moins un élément a de I', et alors cela
suffit pour prouver que ’espace I" n’est pas un espace vectoriel distancié
(et en particulier n’est pas un espace de Banach).

1I. Ou bien on peut prouver que dans Vespace I', pour tout systéme
Z(x, y; P, q), 1y a au moins une moyenne (T), soit d, de ce systéme, c’est-
-h-dire qui vérifie (1) quelle que soit la courbe a de I

Hypothése A. Supposons méme qu’on ait pu prouver que pour tout
systéme Z(z,y;p,q) de I', il y a une moyenne (T) et une seule.

Sans savoir encore si I' est un espace vectoriel distancié, on peut
adopter dans I' des définitions naturelles pour les symboles 6, |z, 1-.
On prendra comme élément neutre, &, une courbe réduite & un point
(choisi arbitrairement); pour norme de z la ,,distance’” & @

loll = (z, )
et enfin pour 1.z homothétique de la courbe # & partir du centre O,
avec le rapport d’homothétie A. ‘

Ceci étant, si Pespace I" est un espace vectoriel distancié (ot 0 lel] ot
J-x ont leg significations eci-dessus), la moyenne (7) (supposée existante
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et unique), soit 8, du systéme Z(x,y; P, ) serait d’aprés ce qui préedde
d=pa+qy.

En particulier, pour p = ¢ = %, la moyenne (I') qui peut alors
atre appelée le ,,milien (7')’ du couple «, y serait

m = fo-+3y.

Ta somme s de » et de y sera égale & 2m. Mais maintenant, inverse-
ment, sans savoir si I" est vectoriel distancié, si 'on se donne deux élé-
ments #,y de I, on peut définir leur somme de la fagon suivante.

En vertu de Ihypothése 4, il existe ,,un milien (7)”, soit u, et un
seul du systéme Z(z, y; %, 3), c'est-d-dire tel que

(u,0) < 3z, a)+ 3y, a)

quelle que soit la courbe a de I

Alors, par définition, nous appellerons somme (7) de = et de y lo
produit par scalaire 2-u, c'est-i-dire I'homothétique de la courbe x dans
Thomothétie de centre 0 et de rapport 2.

Sans savoir si I est vectoriel distancié, notre hypothése A sur I
(que tout systéme Z(z,y; p, ¢) & dans I' une moyenne (7') et une seule),
nous garantit donc que tout couple =,y a une somme (I') unique, qui
coincide nécessairement avee sa somme définie d’avance dans le cas ol
-I' est vectoriel distancié.

Finalement, notre second probléme est ramené au probleme suivant:

P 298, Y a-t-il un systéme Z(z, y;p, ¢) qui n’ait pas de moyenne
(T) dans I'?

P 299. Tout couple x,y de I'" a-t-il une moyenne (7) et une seule?

Dans ce second cas, on sait définir une somme de z et de ¥, ot il ne
restera plus qu'a vérifier si le systéme, maintenant complet, des symboles
0, ||, A-», x|y satisfait aux conditions imposées & ces symboles dans la
structure des espaces vectoriels distanciés. (I1 est certain, avant toute
étude particuliére relative & I', que ce systéme vérifie plusiewrs de ces

conditions).
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CONVERGENCE DU TYPE L
PAR
J. KISYNSKI (LUBLIN)

Dans tout espace du type L, la convergence donnée a priori permet
d’une maniére naturelle de définir les ensembles ouverts, & Iaide desquels
on peut ensuite tenter de définir une nouvelle convergence comme on le
fait dans les espaces topologiques de Hausdorff. On aboutit ainsi & la
notion que Urysohn [4] a appelée convergence a posteriori. Bn généralisant
les résultats de Fréchet [2] et d’Urysohn [4], je vais démontrer que
dans tout espace du type L la convergence & posteriori fournit la moin-
dre extension de la convergence donnée a priori & la convergence du
type L*.

Je tiens A remercier M. J. Mikngitski et M. R. Sikorski dont les
conseils m’ont permis d’améliorer la rédaction de ce travail.

ESPACES DES TYPES L BT L*

On appelle espace du type L tout espace X dans lequel, parmi tou-
tes les suites de ses éléments, la classe des suites convergentes est distin-
guée et qu’d toute suite convergente on fait correspondre univoquement
un élément de Lespace X, appelé limite de cette suite, de fagon que

I. pour tout élément X la suite & terme constant # est convergente
et 8a limite est ’élément z,

II. si la suite «,, «,, ... est convergente, chacune de ses sous-suites
est aussi convergente et notamment vers la méme limite.

Lorsque la suite @y, ,,... est convergente et que sa limite est
1’6lément , nous disons briévement que la suite @,,a,,... converge vers @
et noug écrivons légalité » = lima,.

N0
On appelle espace du type I* tout espace du type L tel que la condition:
(*) toute sous-suite =, , ®ny, ... de lz suite x,, @,, ... contient une
gous-suite By s Bngys -- convergente vers
entraine la convergence de la suite @, @z, ... Vers .
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