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et unique), soit §, du systéme Z(z, y; p, ¢) serait Qaprés ce qui précdde
d=patqy.

En particulier, pour p = ¢ = %, la moyenne (I') qui peut alors
atre appelée le ,,milien (7')’ du couple «, y serait

m = fo-+3y.

Ta somme s de » et de y sera égale & 2m. Mais maintenant, inverse-
ment, sans savoir si I" est vectoriel distancié, si 'on se donne deux élé-
ments #,y de I, on peut définir leur somme de la fagon suivante.

En vertu de Ihypothése 4, il existe ,,un milien (7)”, soit u, et un
seul du systéme Z(z, y; %, 3), c'est-d-dire tel que

(u,0) < 3z, a)+ 3y, a)

quelle que soit la courbe a de I

Alors, par définition, nous appellerons somme (7) de = et de y lo
produit par scalaire 2-u, c'est-i-dire I'homothétique de la courbe x dans
Thomothétie de centre 0 et de rapport 2.

Sans savoir si I est vectoriel distancié, notre hypothése A sur I
(que tout systéme Z(z,y; p, ¢) & dans I' une moyenne (7') et une seule),
nous garantit donc que tout couple =,y a une somme (I') unique, qui
coincide nécessairement avee sa somme définie d’avance dans le cas ol
-I' est vectoriel distancié.

Finalement, notre second probléme est ramené au probleme suivant:

P 298, Y a-t-il un systéme Z(z, y;p, ¢) qui n’ait pas de moyenne
(T) dans I'?

P 299. Tout couple x,y de I'" a-t-il une moyenne (7) et une seule?

Dans ce second cas, on sait définir une somme de z et de ¥, ot il ne
restera plus qu'a vérifier si le systéme, maintenant complet, des symboles
0, ||, A-», x|y satisfait aux conditions imposées & ces symboles dans la
structure des espaces vectoriels distanciés. (I1 est certain, avant toute
étude particuliére relative & I', que ce systéme vérifie plusiewrs de ces

conditions).
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CONVERGENCE DU TYPE L

PAR
J. KISYNSKI (LUBLIN)

Dans tout espace du type L, la convergence donnée a priori permet
d’une maniére naturelle de définir les ensembles ouverts, & Iaide desquels
on peut ensuite tenter de définir une nouvelle convergence comme on le
fait dans les espaces topologiques de Hausdorff. On aboutit ainsi & la
notion que Urysohn [4] a appelée convergence a posteriori. Bn généralisant
les résultats de Fréchet [2] et d’Urysohn [4], je vais démontrer que
dans tout espace du type L la convergence & posteriori fournit la moin-
dre extension de la convergence donnée a priori & la convergence du
type L*.

Je tiens A remercier M. J. Mikngitski et M. R. Sikorski dont les
conseils m’ont permis d’améliorer la rédaction de ce travail.

ESPACES DES TYPES L BT L*

On appelle espace du type L tout espace X dans lequel, parmi tou-
tes les suites de ses éléments, la classe des suites convergentes est distin-
guée et qu’d toute suite convergente on fait correspondre univoquement
un élément de Lespace X, appelé limite de cette suite, de fagon que

I. pour tout élément X la suite & terme constant # est convergente
et 8a limite est ’élément z,

II. si la suite «,, «,, ... est convergente, chacune de ses sous-suites
est aussi convergente et notamment vers la méme limite.

Lorsque la suite @y, ,,... est convergente et que sa limite est
1’6lément , nous disons briévement que la suite @,,a,,... converge vers @
et noug écrivons légalité » = lima,.

N0
On appelle espace du type L* tout espace du type L tel que la condition:
(*) toute sous-suite =, , ®ny, ... de lz suite x,, @,, ... contient une
gous-suite By s Py 2o convergente vers

entraine la convergence de la suite @, @z, ... Vers .
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11 est évident que sila suite @, @, ... A’éléments d’un espace du type
L converge vers un élément x, de cet espace, la condition () est satisfaite,
et que pour toute suite @, x,, ... d’éléments d'un espace du type L, il
existe an plus un élément x, de cet espace satisfaisant & la condition (x),
En suivant Urysohn [4], on peut done, dans tout espace du type L, étendre
la classe des suites convergentes en admettant que la suite w,,x,, ...
converge, dans le nonveaun sens, vers Pélément &, si et seulement si cette
suite et 1’4lément x, vérifient la condition (%). On obtient aingi la
moindre extension de la classe des suites convergentes dans cet espace
fournissant la convergence du type L.
Exemple 1. Si la convergence des suites de nombres réels est dé-
finie par la condition '
. 1
¢ = limaz, = |[z,—2| <--  pour tout
T—>0Q w
la moindre extension & la convergence du type L* conduit & la convergence
ordinaire.
Exemple 2. Pour la convergence presque partout des suites de fone
tions mesurables sur un intervalle fini, la moindre extension # la con
vergence du type L* conduit & la convergence en mesure sur cet intervalle

LE DERIVE D'UN ENSEMBLE DANS UN ESPACE DU TYPE I

Soit 4 un sous-ensemble d'un espace du type L. L’'élément = de cet
espace sera dit élément d’accumulation de 'engemble A ¢l existe une suite
d’éléments de 'ensemble A distincts de # qui converge vers z. On appel-
le dérivé A’ de l’ensemble A Pensemble de tous ses éléments d’accu-
mulation. Des axiomes I et II résultent les propriétés suivantes du dé-
rivé d'un ensemble dans les espaces du type L:

1° &i Vensemble A est fini ou vide, on a 4’ = 0,

2° (A+B) = A'+B'.

. LeyME 1. Soit oy, @y, ... une suite d'éléments dun espace dw type T
8i welwy, @y, ...}, lo suite x,, @, ... contient une sons-swite @, ,a.vﬂ‘ g ons
convergente vers x et telle que By 7 Ty, POUr ¢ £ k. v

Démonstration. Si we{w, s, ...}, il existe une suite de nombres

naturgls D1y Pa, .- telle que la suite wy, , 4, ... converge vers ot Dy, F O
pour 7 =1,2,... 8i elle contenait une sous-suite Ly 5 Ly s -« AYANE U
1 2

terme constant égal & ¥, on aurait en vertu des axiomes I et 1I,

o = lima, = limg, =
Py oo Diy, Y,

i—s00

icm

©
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et par conséquent @y, = © POUT k=1,2,..., ce qui est impossible.
Done, aucun terme ne figure dans la suite @, , 25, ... une infinité de
fois et par eonséquent cette suite contient une sous-suite xp, , 2y, ;...
telle que Lpg, 7 Ly q, POUT i 5 ket que py, < pg, <... En vertu de axio-
me II, cette sous-suite converge vers z. En méme temps, elle est une
sous-snite de @, x,, ... Done, il reste & poser ny = Py, .

RNSEMBLES OUVERTS DANS UN ESPACE DU TYPE L

Le sous-ensemble @ d’un espace du type L sera dit ouvert si, pour toute
suite d’éléments de cet espace convergeant vers un élément de &, tous
les termes de cette suite sauf un nombre fini au plus, appartiennent
3 Pensemble @. La classe d’ensembles ouverts aingi définie dans un espace
du type L a les propriétés sunivantes:

39 la somme d’un nombre quelconque d’ensembles ouverts est un
ensemble ouvert,

4° le produit d’un nombre fini d’ensembles ouverts est un ensemble
ouvert, )

5° pour tout couple d’éléments z, eb @, il existe un ensemble ouvert
contenant m, et ne contenant pas z, ('espace tout entier, dont on a exelu
1’élément x,, en est un exemple).

Nous entendrons par voisinage de 1’élément z appartenant a4 un

. espace du type L tout ensemble ouvert contenant l’élément x. Il résulte

des propriétés 3°-5° des ensembles ouverts que tout espace du type L
est un espace du type 7,, dans ce sens que les voisinages définis dans un
espace du type L satisfont aux axiomes de Fréchet par lesquels Alexan-
droff et Hopf définissent les espaces du type Ty (voir [1], p. 59).

ENSEMBLES FERMES ET OPERATION DE FERMETUERE
DANS UN ESPACE DU TYPE L

Un sous-ensemble d’un espace du type L sera dit fermé s'il contient
les limites de toutes les suites convergentes de ses éléments. De cette
définition résultent les deux conséquences suivantes:

‘ 6° un sons-engemble A d'un espace du type L est fermé si et seulement
s A'C A4,

7° un sous-ensemble d'un espace du type L est fermé si et seulement

si son complément est un ensemble ouvert. :
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Le produit d'un nombre arbitraire d’elylsembles’ fermés au sens de
cette définition est un ensemble fermé. L'espace entier étant un ensem-
ble fermé, tout ensemble a done dans un espace du type L, u:n plus
petit sur-ensemble fermé. Le plus petit sur—ensembleg fermé de ’ensem-
ble A sera désigné par A et appellé fermeture de l'ensemble A. Cette
définition entraine deux conséquences suivantes:

8° 1 fermeture de lensemble A est ’ensemble de tous les éléments
x tels que tout voisinage de z contient au moins un élément d.;e A, ‘

9° un ensemble A situé dans un espace du type L est fermé si

i 4 =A4.

* 86}1;151111;9;150118 {tn quun espace du type L peut étr‘e congidéré comme
un cas particulier d’un espace du type ;. La propriété 8° montre que
la définition de la fermeture, que nous avons admise pour les espaces du
type L est compatible avec la définition générale de la fermeture pour
les espaces du type T,. Il en résulte qu'un espace du‘type L est, de
méme que tout espace du type 7,, un espace topologique au seng de
Kuratowski, c’est-a-dire que lopération de fermeture y a les propriétés
suivantes (cf. Kuratowski [3], p. 20):

10° A+B = A+B,

11° 4 = 4, _

12° gi Pensemble A est fini ou vide, on a 4 = 4.

CERTAINES OONDITIONS SUFFISANTES
POUR L'EGALITE A = A+ A’

Pour un ensemble 4 contenu dans un espace du type L, égalité
A = A4 A’ a lien gi et seulement si Pensemble 4-+4' est fermé. Mais
il existe des espaces du type L dans lesquels les ensembles de la forme
A-+A’ ne sont pas tous fermés (). Il suffit de considérer 'espace (du type
L*) de toutes les fonctions de Baire définies sur un intervalle, ol la con-
vergence d'une suite de fonctions signifie que cette suite est convergente
en tout point de lintervalle (cf. Kuratowski {3], p. 23).

Fréchet [2] et Urysohn [4] se sont bornés aux espaces du type L
dans lesquels tout ensemble de la forme A--A’ est fermé; cette con-
dition équivaut a ce que le dérivé d’un ensemble arbitraire soit un
ensemble fermé. On peut cependant pour suivre les raigonnements de ces
auteurs si ’on sait que certaines propriétés de l'ensemble 4 entrainent

(*) Dans la note [1], Urysohn a défini la fermeture d'un ensemble A dans
un espace du type L comme la somme 4+ A4’. ("est pourquoi dans le sens de [4] un
espace du type L n'est pas nécessairement un espace du type 7.

om°

©
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Pégalité 4 = A+A’. Deux de ces propriétés sont indiquées dans les
lemmes suivants.

LeEMME 2. Sotent 4 ot B des ensembles contenus dans un espace du
type L. 81 Vensemble B est fini et A'C A+B, on a 4 — A4

Démonstration. En vertu de 1° et 2° on a (4+4'yC(4A-+BY
=A'+B" = A4"C A+ A’', Vensemble 4+A4’ est done fermé d’aprés 6°.
Par_conséquent, A-+A’'= 444’ d'aprés 9, et puisque AdcAd+a
= A+A4" d’aprés 10° on a AC ALA’. Dautre part, 4 C 4, dou
4'C A’) et comme l'ensemble 4 esti fermé par définition, on a A'C 4
en vertu de 6°. Par conséquent, 4 +4°C 4 et le lemme 2 est démontré.

LeMve 3. Soit @, ,, ... une suite d’dléments dun espace du type L.
8L existe un élément z, de cet espace tel que

() Ty By, Bnyy ...} pour toute sous-suile de la swite L1, Loy ..,

on a
{1, @0, .} = (@1, 24, ...} + {1, 2y ..}

Démonstration. Supposons la condition (i) vérifide. I1 suffit, en
vertu du lemme 2, de prouver que {,,x,, ...} C{m,}. Supposons donc
que e{m, a,,...}". Alors, d’aprés le lemme 1, la suite »,, z,,... con-
tient une sous-suite Tnyy Tnyy -+ CONVergente vers z et telle que Ly 7= Ty,
pour ¢ # k. En vertu de I’axiome II et du lemme 1,

{wnk+l,a:,,k+2,...}’ = {#} pour touwt %=o0,1,...,
done, en vertu de (i) et du lemme 2,
mae{wnH;,mnk+2,ﬂ...]—|—{m} pour tout k =0,1,...,

ce qui entraine & = »,. Par conséquent, {x,, z,, .o} C{my) et le lemme 3
se trouve démontré.

LA CONVERGENOE 4 POSTERIORI DANS LES BSPACES DU TYPE L
BT SON RAPPORT A L4 OONVERGENCE DONNEE A PRIORI

Soient ®,, ,, ... une suite d’éléments d’un egpace du type L et x,
un élément de cet espace. Si tout voisinage de x, contient tous les
termes de la suite @;, @, ..., sauf un nombre fini au plus, nous dirons
4 Dexemple d’Urysohn [4], que la suite Ty, By, ... CONVErge a posteriori
vers 1’élément a,.

TedoriME 1. Pour qu'ume suite ., u,, ... @'ééments dun espace du
type L converge a posteriori vers un élément w, de cet espace, ¢l faut et il
Colloquium Mathematicum VIL 1

.
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suffit que la swite @y, B, ... e Vélément x, vérifient la condition
(%) toute SOus-suite Xy, Ty, ... de la sutte Xy, Loy .- (eo?:tielnt une  sous-
“SUte Ly 5 Tny,s -+ convergente vers T, ou sens donné a priovi.

D’aprés ce théordme, pour tout espace du type L la convergence
a posteriori fournit la moindre extension de la convergence donnée
a priori & la convergence du type L*. Le théoréme 1 entraine aussitot le

TatorREME 2. Dans tout espace du type L* la convergence a poste-
riori est identique & la convergence donnée a priori.

En vertu des propriétés 3°-5° des ensembles ouverts, théoréme 2
entraine le

TupoRRME 3. Toute convergence du type L* est induite par ume topo-
logie du type T'.

Tréchet [2] et Urysohn [4] ont établi les théorémes1 et 2 sous Phypo-
thése que la dérivée de tout sous-ensemble de espace considéré est un
ensemble fermé. La démonstration dans le cas ot cette hypothése n’in-
tervient pas ne contient rien de nouveau par rapport aux travaux [2]
et [4], sinon qu'elle utilise le lemme 3 §'il y a lieu.

Démonstration du théordme 1. La condition (x) est suffisante.
Si la suite &, ,, ... ne converge pas a posteriori vers z,, il existe un
ensemble ouvert G et une sous-suite &, ,,,... tels que ZoeG et que
T, ¢G pour tout k£ =1,2,... En vertu de la définition de 1’ensemble
ouvert, cette sous-suite ne econtient aucune sous-suite convergente
vers «, a priori, la condition () n'est donc pas vérifiée.

La condition (%) est nécessaire. Supposons que la snite @, @5, ... d’élé-
ments d'un espace X du type L converge a posteriori vers un élément a,
de cet espace. Si cette suite contenait une sons-suite x, , %,,, ... telle

que 2e¢{a,, &n,, ...}, Uensemble ouvert ¢ = X — (w,, @y, ...} contien-
drait «, et ne contiendrait aucun des éléments de la suite @, , @y,,.
contrairement & 1’hypothése que la suite @y, x,, ... converge a posteriori
vers z,. Donc la condition (i), p. 209, est vérifie et, en vertu du lemme 3,
on a pour toute sous-suite de la suite =y, o,, ...

Bo €@y By y oo} {Bngy Bugy -0}

Il en résulte, en tenant compte de Vinclusion {wnkl, Tngy e
C {@nys &nyy---)" que, pour toute sous-suite ), ,,,... de la suite
Ty @ay..., OD @ lune des alternatives: (a) @pe{wy,, @y, ...} oU
(b) moe"{w,.kl, Tug, s ...} pour toute sous-suite de la suite gy Bugy o+ -

Da.ns le cas (a), la suite @, , z,,, ... contient en vertu du lemme 1 une
soun-guite convergente vers z,. Dans le cas (b), il existe un %, tel que @,, =%,

©
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- N . - g . .,
pour k > ky; en vertu de l'axiome I, Dnge 1o Bugg ar -+ est done une

sous-suite de w,, Ty, ... cOnvergente vers xz,. La condition (*) est ainsi
vérifiée et la démonstration du théoréme 1 est achevée.

Le théoréme 1 peut aussi étre démontré comme il suit. La condi-
tion () équivant & la suivante (cf. Kuratowski [3], p. 85): L& By y By -0}
{5 Buys -~} Pour toute sous-suite de la suite 2, ,,... En vertu du
lemame 3, la derniére condition est équivalente & la condition (i), qui
est néeessaire ot suffisante pour que la suite 1z, s,

converge a Pos-
teriori vers w,.

TRAVAUX OITHES

[11 P. Alexandroft et . Hopf, Topologie, I, Berlin 1935.
[2] M. Fréchet, Sur la notion de voisinage dans les ensembles absiraits, Bulletin
des Sciences Mathématiques 42 (1918). .

[8] ¢. Kuratowski, Lopologie I, édition troisitme, Warszawa 1952.
[4] P. Urysohn, Sur les classes I de M. Fréchet, Enseignement Mathématique

25 (1926), p. 77-83.
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