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Biindige Riaume

H. Freudenthal (Utrecht)

Dieser Aufsatz enthillt Berichtignngen, Erginzungen und Verein-
fachungen zu der Arbeit Enden und Primenden des Verf. (), zitiert als EP.

1. In EP 2 betrachteten wir den Quasikomponentenraum @Q(R)
eines separabel metrisierbaren Ranmes R. Seine Punkte sind die minimalen
nichtleeren Durchschnitte von Brocken von R (= Mengen, die offen
und abgeschlossen sind). Die in einem Brocken enthaltenen Quasi-
komponenten bilden eine offene Menge von @(R), und all diese offenen
Mengen bilden eine Bagis von R.

In EP 2 war stillschweigend vorausgesetzt, daB @(R) ein abzihlbare
Basis besitzt. Es gibt aber einfache Gegenbeispiele gegen diese Annahme.
Man nehme als B die durch

=10, y beliebig,

a:=¢)1;, y=m (n, m natiirliche Zahlen)
definierte Teilmenge der (x, y)-Ebene.

Das Versehen macht nicht viel aus, da an R weiterhin die Forderung
der Biindigkeit gestellt wird, d.h. eine Kompaktheitsforderung, die die
Existenz einer abzihlbaren Basis zur Folge hat. Allerdings ergibt sich
aus dem Kontext nicht gleich, wie die Kompaktheit zu verstehen ist.

Die Berichtigung des Versehens hat nur kleine Anderungen im
Weiteren zufolge (2). Trotzdem wollen wir einige Beweispunkte nech
einmal auseinandersetzen, da wir einige wichtige Vereinfachungen an-
bringen koénnen. Das geschieht hier in 4, das EP 2.1-7, 5.1-7 ersetzt.

2. In EP 1 definierten wir einen Begriff . : Eine abgeschlossene
Menge Z, die zwischen den offenen Mengen O, P zusammenhingt, heit
Briicke zwischen O und P. Eine absteigende Folge Z, von Briicken zwi-
schen O und P heiBt Scheinbriicke, wenn [} Z,C O P ist. O ), P bedeutet:
Bs gibt keine Scheinbriicke zwischen O und P.

(1) Fund. Math. 39 {1952), 8. 189-210.

() Das Versehen findet sich auch in Neuaufbau der Endentheorie (Ann. of Math.
43 (1942), speziell 8. 272.273), wo man also analog korrigiere,


Artur


308 H. Freudenthal
Nach diesen Definitionen kénnen 0 und P, die sich in einem Rand-
punkt bertihren, in der Beziehung A stehen. Das widerspricht dem
anschaulichen Sinn des A, dag als ,entfernt von® gelesen werden soll.
s ist anschaulich besser und auch sonst zweckmifiger, von der Schein-
briicke zu fordern, daB

NZ,COUP.

Der Begriff j, wird dann enger. Diese Verengung wurde bei den
Anwendungen von J, hinterdrein in EP 3.1 vollzogen. Es ist aber besser
(u. & zur Vermeidung einiger unnétigen Komplikationen), von vorn-
herein den engeren Begriff ) zugrunde zu legen. An den Sitzen und
Beweisen, in denen 4 vorkommt, &ndert sich nichts Wesentliches. Wir
unterlassen es, sie zu wiederholen.

8. Man streiche in EP, 8. 191, 2. 6: ,zusammenhingenden“. Man
streiche 1.5 nnd 1.10, die jetzt iiberfliissig sind. Man erginze im Titel
von EP 3: B. Man ersetze in EP 3.14 C durch D. Man ersetze in EP,
8. 199, Z. 4 v. 1., ¢ durch e

4. B sei stets separabel metrisierbar.

4.1. Bs gibt eine abzdhlbare Menge U von Brocken von B mit der
Figenschaft: Sind p, q e B und existiert ein Brocken B von R mit p ¢ B,
q € B, so existiert ein Brocken A W mit ped, g¢ A ().

Beweis. Sei Uy, U,,... eine abzihlbare Basis der offenen Mengen
von R, die mit zwei Mengen auch ihren Durchschnitt enthilt. Sei Uy die
Menge der Brocken B von B mit U;CB, U;jn B = O. Aus jedem nicht-
leeren ;; wihlen wir ein Element. Dag ergibt eine abzihlbare Menge .

Sei p, g R, B Brocken von R,peB, g¢ B. Dann gibt es ¢,] mit
peU;CB, ge U; CR\B. Also ist Uy = 0. Also gibt es ein A ¥ mit
U;CA, UjnA=0. Also ped, qé¢ A.

A erfillt also das Verlangte.

4.9, Sei M C R und M der Durchschnitt aller M enthaltenden Brocken
von R. Damn ist M bereits Durchschniti abeihlbar vieler solcher Brocken,
also auch einer absteigenden Folge.

Beweis. R\M ist Vereinignng der zu M fremden Broeken, also
wegen der Separabilitit bereits Vereinigung abzihlbar vieler. U'bergang
zu den Komplementen ergibt das Gewtinschte.

4.3. R heiB$ biindig, wenn es eine der Eigenschaften («), (B) besitzt:

(x) Jede absteigende Folge nichtleerer Brocken von R hat einen
pichtleeren Durchsehnitt.

(B) B hat nur abzdhlbar viel verschiedene Brocken.

(3) Siehe C. Kuratowski, Topologie II, 2 Aufl.,, Warszawa 1952, 8. 93.
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Wir zeigen in 4.4, dal diese Eigenschaften Aquivalent sind. Biindig-
keit von R bedeutet auch, daf der Quasikomponentenraum von R ein
Kompaktum ist.

4.4, (o) >(B): Sei A wie in 4.1 hestimmt. Sei W’ die kleinste Menge,
die alle Elemente von % und mit zwei Elementen von U ihren Durch-
schnitt und ihre Vereinigung enthilt.

Sei B Brocken von R,peB, U, die Menge aller 4 mit ped A"
Nach 4.1 enthilt B den Durchschuitt aller 4 «%,. Also gibt es eine
absteigende Folge A4, 4,,... mit 4; A, CA und Mi4:C B. Die 4, B
bilden eine absteigende Folge von Brocken von R mit leerem Durch-
schnitt. Also gibb es ein ¢ mit leerem 4, B; A4;CR.

Also gibt es zu dem Brocken B und jedem p ¢ B ein A, ¥ mit
p e dp C B. Sei Ap die Menge aller 4 mit 4 A’', 4 C B, Ihre Vereinigung
ist B. Also gibt es eine aufsteigende Folge A,, 4., ... mit 4;e Uz C U
und | Js;4; = B. Die B\4; hilden eine absteigende Folge von Brocken
von R mit leerem Durchschnitt. Alse gibt es ein 4; = B. Also ist Be ',

Alle Brocken von I sind bereits in dem (abzihlbaren) '

(B)—(«): Sei B, B,,.. eine echt absteigende TFolge nichtleerer
Brocken von R mit (B, = 0. Wir setzen C, = B, Bp:;. Sei & die
Menge der natiirlichen Zahlen und ¥ C ¥N.

P = UneM Cm Q = Une.\'\.’l.[cn
gind offen, und wegen Pu@ =B, P~Q =0 auch abgeschlossen.
Durchléuft M alle Teilmengen von X, so durchlinft P Kontinuum viel
verschiedene Brocken.

4.5. Aus 4.3-4 folgt: Ist B bindig, so hat jede endlich gebundene
Menge von Brocken einen nichileeren Duichschnitt.

4.6, Seien R biindig, O und P offen in B, O ), P. Sei By, B,, ... eine
absteigende Folge von Brocken von B~ P mit By ~ 0 % Q. Dann ist (\aBn7= O.

Beweis. Wir nehmen erst an, daBl ein gewisses B; nicht zusammen-
hingt zwischen O und P. Dann gibb es also € und D mit

B;i=CuD, (Cu0)n(DuP)=0,
¢ o 0 Brocken von B;uO0u.P.

Bildet man den Durchschnitt mit B;w P, so sieht man, dal C
offen ist in B; v P; weiter ist B; w P offen in R, also C offen in R. Bildet
man dagegen den Durchschnitt mit B;, so sieht man, dad ¢ abgeschlossen
ist in B;; da B; abgeschlossen in R\P, also auch in R ist, ist C abge-
schlogsen in R, also Brocken von R. Also sind die Bx ~ U absteigende
Brocken von R, ferner (Ban O)~ 0 =By~ (0~ 0)=DBun (Bin0)
=(Bn By}~ 0 # O, alsodst ((Bs~ C) # O und daher auch Bz 7% O.
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Hingen aber alle B; zwischen O und P zusammen, so ist (N B;# o
wegen O, P.

4.7. Seien 0, P ojfen in R,0~P =0, 4 Brocken von E\O,B
Brocken von R\P. Dann ist A ~ B Brocken von R.

Beweis. A v 0 und B v P sind offen in R, also ist ihr Durchschnitt
A~ B offen in R. A und B sind abgeschlossen in R, also auch ihr
Durchschnitt.

4.8. Sei R biindig, P und P’ offen in B, P~ P’ = Q. Dann gibt es
eine absteigende Folge A, von Brocken von B\P mit P'C An und mii der
Bigenschaft: Ist B ein Brocken von B\P mit P'C B, und ist O eine offene
Menge mit 0N P und B~ 0=0, so gibt es auch ein n mit 4,~0=0

Beweis. Sei P’ der Durchschnitt aller P’ enthaltenden Brocken
von E\P. Aus 4.2 (fir B\P statt R) erhalten wir eine absteigende Folge
von Brocken 4, von E\P mit (Nads =F'. Nun bilden die 4,\B eine
absteigende Folge von Brocken von R\P mit leerem Durchschnitt.
Nach 4.6 ist also fiir ein gewisses n: (42\B)n0 = 0O, also wegen B~ 0 =0
auch A, ~0=0.

4.9, Sei R biindig. Sei Y von nun an eine abzihlbare Basis der
offenen Mengen von R, und sei mit U,, U, auch U; ~n U, und U, v U,
in ¥. Zu jedem Paar P, P’ «U mit P~ P = O bestimmen wir eine
Folge von Brocken von R\P wie in 4.8. Diese bilden eine abzihibare
Menge B'.

Dann gilt also: Seien P, P e, P~nP' =0, O\ P. Gibt es einen
Brocken B von R\P mit P'CB und Bn O =0, so gibt es auch einen
Brocken V von BR\P mit VeB', PP’CV und VA0 =0.

4.10. Die Menge der Brocken von R heile B”. Die Menge der
VWV, mit ¥, eB’, ¥V, B’ heile B.

Wegen 4.4 ist 8", also auch B abzihlbar.

4.11. @ sei wie in EP 3.1 definiert. Wir brauchen hier aber nur,
daB die f ¢ @ stetige reelle Funktionen in R sind mit

Blf <alAB[f> f]
fiir alle a, § mit a < f.
R sei nun immer biindig.

4.12. Set fe® und a<<f. Dann gibi es ein U e, das
UCE[a<f<p]
erfillt, und zu dem ein Brocken B von R\U existiert mit

E[f<a]CBCE[f<f].
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Beweis. Sel a<o'<f'<B Hla<f<f] ist Vereinigung einer
aunfsteigenden Folge von U, ell.

(M (B\Un) = B[f <a] v B[f = ]
CBIf <a'lU E[f>§].

Welgen B[f<a']h Bif>p'] kénnen nicht alle R\U» zwischen
B{f< o] und B[f> '] zosammenhingen. Fiir gewisses n gibt es eine

Zerlegung
B\Up=CuD mit (CoB[f<al)n(DuBf>p)=0,
C v B[f < a'] Brocken von (R'\Un) v E[f < o«'JU E[f> 8.
Man bilde den Durchsehnitt mit R\ U,. Dann ist:
B=(CUE[f<d]) U
Brocken von R\U, und
B{f < a]CBCB[f < p1CHf <B].
4.13. 8et fe @ und a <f. Dann gibt ¢s ein Ve B mit
Blf<a]CYVCE[f<8].

Beweis. Wir wihlen y; mit a = y, < y, < 93 < ¥, < 8. Ferner P, P’,

B, B’ mit _
P,P'ell, B Brocken von R P, B’ Brocken von R\FP’,
P'CEIn<f<pl, PCEn<f<nl,
Blf <nlCB'CE[f <], Elf<pn]lCBCEf<yl,
was wegen 4.11 moglich ist.

Damn ist PAP =0, P'CB. Wir konnen 4.9 anwenden mit
O=Ff>y], da B~ 0O =0 und PCE[f< y], also ALE[f>y,] isk
(siehe EP 1.9). Es gibt also einen Brocken V' von R\P mit V' e B,
P'CV' und V'~ 0 =0, also

V'CBlf<pl.
Aus P’C B und P'C VT’ folgt:
(BV)~P' =0.

Mit B und V” ist auch B\V' Brocken von E\P.
Andererseits war B’ ~ P = ¢ und B’ Brocken von R\P’'. Schliefllich
PAP =o0.
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" Anwendung von 4.7 mit P, P’, B\V', B’ bzw. statt 0,P,4,B
ergibt (siehe 4.10)
V" = (B\V') ~ B'eD".
Wir setzen V =V’ w V', Dann ist (4.10) V ¢ 8. Weiter ist
' V=V U[B\V')n~B]
=[V'o (B\V)]~ (V'u B
DBABDE[f<y]=Elf<d

und
VCV' wuB CH[f<B].

Regu par lo Rédaction le 5. 5. 1959

Hyperarithmetical quantifiers *
by

C. Spector (Columbus, Ohio)

Let HA be the class of hyperarithmetical functions, predicates and
sets of matural numbers [4, 5]; let (Fa)g,P(c)= (Ha){a e HA & P(a)];
and let “HA” also be an abbreviation for “hyperarithmetical®.

From the proof of XXVI [5], it follows that if R is a recursive
predicate then there is a primitive recursive predicate P (obtained
uniformly from a Godel number of R) such that

(0.1) (Bo)ga(#)E(a, 2, a) = (a)(Ez)P(a, z, a) .

This result is used in [1] and is proved explicitly in [7]. In the latter
paper, Kleene asks whether the converse is true; i. e. given a recursive P,
can a primitive recursive B be found which satisfies (0.1)2 We answer
this question in the affirmative (2).

. The method of proof involves an analysis of the inductive definitions
of the set O of Church-Kleene ordinal notations and of the two-place
predicates |a| = {b] and |a| < |b], where |a} is the ordinal corresponding
to & via O and both predicates are taken to be false if either a or b is
not in 0. The techniques developed by Kleene in [2] and amended in [6]
play an important réle. In particular we shall employ the predicate
(2)(By)R(a, 2,y) defined in § 14 of [2], which Kleene abandons in the
amended vergion [6] (3).

1. C(b) and ¢,. For each natural number b let C(b) be the set
defined in [2] § 13 and V(a, b, @) the primitive recursive predicate such
that @ e O(b) = (Bx)V (a, b, ). Tt a= 3.5, let an = D((a)s,n0), 1. &. if
acQ, then in a manner of speaking, g, @, d, ... i the fundamental
sequence whose limit is a. Let Def(a, #) = [an is defined], more precisely
Det(a, n) = (By) T1((“)2; '”'C’yy)-

* Research for this paper was conducted under a grant from the National Science
Foundation, U. 8. A.

(*) This answer appears as Corollary 2. Kreisel and Mostowski asked similar
questions, which are answered by Corollary 1 and [6] Theorem 1.

() It is recommended that the reader be familiar with [2] through § 14 and [6]
through § 20, and have both papers available for reference.


Artur




